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Introduccién

La idea del Andlisis de Componentes Principales, y del Analisis Factorial en general,
consiste en considerar las filas o las columnas de la matriz de datos como nube de puntos
de manera de simplificar el andlisis de la misma sin modificar la estructura general
queriendo ganar en simplicidad.

Usamos la palabra factorial en el sentido que la descomposicidén que se pretende obtener
de la matriz de datos involucra combinaciones lineales de las variables (los factores).

Consideramos distintos tipos de Analisis Factorial:
o El Andlisis en Componentes Principales (ACP) que trabaja con matrices de
individuos con todas las variables continuas.

o El Andlisis de Correspondencias Simples (ACS) que trabaja con tablas de
contingencias entre dos variables.

o El Andlisis de Correspondencias Muiltiples (ACM), que generaliza lo anterior a mas
de dos variables.

e El Anilisis Discriminante (AD).

Veremos que estos métodos se basan todos en el mismo principio: se buscard proyectar
las nubes de puntos de filas y las nubes de puntos de columnas en nuevos espacios
euclideos para simplificar y ganar en interpretabilidad y eventualmente tomar decisiones.
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Introduccién

A partir de la matriz de datos

X11 X12 . X1ip
X21 X22 e X2p
X =
Xnl  Xp2 ... Xnp
X11 X21 Xn1
X12 X22 Xn2
@ Los n puntos . , . . . representan la nube de puntos de
X1p X2p Xnp
las filas en RP.
Podemos querer ponderar los datos acordandoles un peso p; y considerar un vector de probabilidad p = (py, - . - , pp).
X11 X12 X1p
X21 X22 X2p
@ Los p puntos . , ey . representan la nube de puntos de
Xn1 Xn2 Xnp

las columnas en R".

Se trabajard por separado con estas nubes pero también se buscard relacionarlas.
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Introduccién
Recordamos esta transparencia importante:
@ Si suponemos que X; = Xx = 0 y que s; = s, = 1 (matriz centrada y reducida)
entonces:

n
n 23 (x5 — X5) (xik — Xk)
_ / _ R ——\ i=1 _
cos(xj, xc) = xxk = (x5 =) (xix — X&) = = I
n

. n
1320 = 9y [ 20— %02
i=1 i=1

@ Si suponemos que X; = Xx = 0 se tiene que:

n
X H ;(Xij — %) (Xik — X«)
cos(xj, xk) = = = Tk

HX’HHXkIl L& N A —
220 = 35)2 4 5 2o (X — X«)?
i=1 i=1

Le podemos dar pesos a las observaciones. Si p es el vector de probabilidades de la transparencia anterior, considero P = diag(p). Si todos tienen el mismo
peso P = %I,, donde I, es la identidad. Podemos definir las mismas nociones:

’ ’
@ El producto escalar entre dos variables centradas es su covarianza: (x;, x; ) p = x; Pxj = Cov(xj-, Xp) |1x HP =% Pxj = Var(Xj)

@ El producto escalar entre dos variables centradas y reducidas es el coeficiente de correlacién (xj-, X p = Xj Px = Tk
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Componentes principales

Volvamos a recordar el método de las componentes principales. Recordamos que:

o Cada eje factorial, de direccién ak, es una combinacién lineal de las variables
originales. Inducen una nueva variable z, que se llama componente principal. El
valor en esta componente zx del i-esimo individuo es

!
Cik = (Xi, k) = Xi ak = Xi1ak1 + Xi2ak2 + -+ * + Xipakp

@ Se construyen las componentes principales de manera a conservar la mayor parte de
la informacién de la matriz de datos, deformando lo menos posible la informacién
contenida en ella. Para eso, se trata de elegir los ejes que maximizan la proyeccién
de la “inercia” de la nube de puntos.

@ Las componentes principales son no correladas, es decir que los ejes son ortogonales.

@ Trabajamos siempre con una matriz de datos centrada y se trata también siempre de
reducir la matriz para darle la misma importancia a todas las variables.

M.Bourel (IMERL, UdelaR) Anilisis Componentes Principales I May 7, 2019 5 /31



Componentes principales

Se quiere tratar de condensar lo mas posible la informacién de manera a retener variables
que son realmente importantes y caracteristicas. Para eso vamos a querer determinar un
subespacio, llamado subespacio factorial de la nube, de dimensién g menor a p, y para
ello necesitaremos de g nuevos ejes donde vamos a proyectar las nubes de puntos para
que la informacién sea a la vez la mas “visual” y fiel posible.

Tenemos entonces dos grandes etapas:

@ Hacer un cambio de referencial entre el referencial definida por las variables viejas
Xi,...,Xp y un referencial definida por p nuevos ejes, que pasan por el centro de
gravedad de la nube de puntos, y que llamaremos ejes factoriales.

@ nos quedamos con los g primeros ejes del nuevo sistema de coordenadas tratando de
recuperar las relaciones mids significativas de la matriz de datos.

Los ejes factoriales se determinan de la siguientes manera:

o El primer eje es el eje en el cual la nube de puntos se deforma los menos posible
cuando lo proyectamos. Eso se traduce de manera a conseguir el eje para el cual la
inercia proyectada es maxima.

@ El segundo es ortogonal al primero, es el eje, después del primero sobre el cual la
nube de puntos se deforme lo menos posible cuando la proyectamos.

@ etc.
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Inercia de una nube de puntos
@ La inercia de un punto i al punto A se define como
I(i,A) = d*(i,A) x pi

donde d es una distancia.
@ La inercia de una nube de puntos N al punto A es

I(N,A) =" d*(i, A) x p;
i=1

o La inercia de la nube de puntos N al centro de gravedad G es

n n P p
1= d*(i,G)xpi=Y_pi > (xj—%) = Var(x)
i=1 =1 j=1 j=1
| es un indicador de la cantidad de informacién, de la dispersién o de la forma de la nube
respecto del centro de gravedad: mas | serd grande, mas la nube sera dispersa alrededor
del centro de gravedad.
@ Si | = 0 entonces todos los individuos son idénticos.
@ Si la matriz es centrada el centro de gravedad de los individuos es el origen.

P
o Puesto que ) Var(x;) = tr(X) si las variables son centradas y reducidas entonces
j=1

I =p.
o Para obtener la inercia en R: sum(diag(cov(X))).
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Componentes principales
El nuevo sistema de coordenadas pasa por el centro de gravedad G de la nube de puntos.

Queremos buscar el eje a; de manera que cuando proyectamos la nube de puntos sobre él
la inercia sea maxima.

Sea zi = (i1, €1, -+, City .- -, Cn1) €l vector de coordenadas de la proyeccién ortogonal de
los individuos sobre el eje a;:

ci1 = (xj,a1) y en definitiva z = Xa;
Si h es la inercia de la proyeccién de la nube de puntos:
n n
h= Zp,-d2(x,-, G) = ZPIC:’21 = 7Pz = Var(z) = a1 X'PXa; = a,Sa
i=1 i=1
siendo S = X’PX la matriz de varianzas y covarianzas de X con la matriz de pesos P.
Si X es centrada entonces S = ¥ y si X es centrada y reducida entonces S = R.

L. / . ’ ., .
Maximizamos /; y por lo tanto a;Sa; sujeto a a;a1 = 1 cuya solucién consiste en tomar
ai un vector propio unitario asociado al mayor valor propio A; de S.

Entonces:
o h= 31531 = a;)\1a1 =)\
@ El vector de coordenadas de los n puntos de la nube sobre el primer eje es z; = Xa;.
0 z1=0y Var(n) = zl/le = 31531 = \1.
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Componentes Principales

Recordamos que dado que maximizamos las sucesivas inercias, condicionada a que los
vectores sobre los que vamos proyectar tienen norma 1, la solucién consiste en obtener
ai, az,...,ap una sucesién de vectores propios asociados a los valores propios

A>XA > 2> A, >0deS.

De la misma manera que
o = a;Sar = aj\ia1 = At
o El vector de coordenadas de los n puntos de la nube sobre el primer eje es z; = Xa;.
0z1=0y Var(z) = 2Pz = 2,52 = A1

Entonces:

o Iy = aLSak = alk)\kak = Ak

o El vector de coordenadas de los n puntos de la nube sobre el eje k-esimo es
Zy = Xak.

0z, =0y Var(zx) = z;sz = a/kSak = A¢.

o Cov(zx,zi) =0si k #£ k'

o Cada eje factorial ax (loading) representa una nueva variable z, de dimensién n, que
se construye como combinacién lineal de las variables originales. A z la llamamos
componente principal. La coordenada (score)

Cik = (Xi, ak) = Xi1ak1 + Xi2ak2 + - - - + Xjpakp de un individuo i sobre este eje
corresponde al valor de la componente principal que toma este individuo.

@ La inercia total es | = > Ik = > A«. Si la matriz de datos es centrada y reducida

entonces S =Ry > A« = py por lo tanto la inercia es p.
M.Bourel (IMERL, UdelaR) Andlisis Componentes Principales Il May 7, 2019 9 /31



Resumen

El andlisis directo pasa por los siguientes pasos:

o Diagonalizacién de S (S es positiva definido de orden p, no tiene valor propio 0 y por
lo tanto hay p vectores propios ortgonales).

@ Ordenacién de los valores propios en orden decreciente (todos ellos son menores o
iguales a 1). Los vectores propios asociados determinan los ejes del nuevo referencial.

Cada eje factorial k, del vector de direccidn ak, representa una nueva variable z, de
dimensién n, construida como una combinacién lineal de las variables (ejes) de salida,
llamada componente principal. Estas nuevas variables creadas como combinacién lineal
de las variables de partida tienen varianza maxima. La coordenada cix de un individuo i
dada en este eje corresponde al valor del componente principal tomado por este individuo.

Los componentes principales se construyen para restaurar la mayor parte de la informacién
en la tabla y de manera a distorsionar la informacién lo menos posible. El primer
componente principal serd una combinacién lineal de las variables de varianza maxima.

Los componentes principales no estan correlacionados (los ejes son ortogonales).
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Etapas de un Andlisis de Componentes Principales

o Preparacion de la matriz de datos: en general se trabaja con una matriz de datos
centrada (siempre) y reducida (por lo general). Si la matriz de datos no se reduce, la
importancia de las variables en el cilculo de los componentes principales depende de
su orden de magnitud; una variable con desvio grande tendrd mas peso que una
variable con desvio bajo. Las variables con desvio grande contribuyen a la
construccién de las primeros componentes principales: los cdlculos no son falsos y
conducen a la misma interpretacion, pero la lectura de los resultados puede ser
engorrosa.

@ Analisis directo: construccidon del espacio factorial de la nube de los individuos
asociados a la matriz de datos. Mantenemos por el momento los ejes factoriales.

@ Analisis dual: Construcciéon del espacio factorial de la nube de variables: se deduce
del primero.

o Interpretacién de estos analisis: eleccion del niimero de ejes a retener,
construccién de las nubes de puntos proyectadas en estos ejes, interpretacién de los
ejes principales y estudio de las proximidades entre los puntos. Sintesis de los
resultados y visualizacién de las nubes de puntos asociadas.
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Analisis Dual

En el proceso anterior, encontramos los ejes factoriales trabajando con la nube de puntos
de las filas (individuos). Veamos que pasa si trabajamos ahora con la nube de puntos de
las columnas (variables).

Dado que queremos cambiar individuos por variables, es natural sustituir X'PX € M,
por XX’P c Mnxn-

Veremos que:

@ Los ejes factoriales que se encuentran en este caso son los mismos que los que se
hallaron cuando consideramos la nube de puntos filas.
Se prueba que los valores propios no nulos de esta matriz son los mismos que X’'PX
(= R en el caso centrado y reducida), y por lo tanto hay p ejes que retendremos.

@ Se prueba ademds que la inercia calculada en este caso es la misma respectivamente
para cada uno de los egjes, lx = Ak.

La clave pasa por un resultado de Algebra Lineal que consiste en mostrar que si
A € M, entonces A’/A € My, y AA" € M,x, tienen los mismos valores propios no
nulos.
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Analisis Dual

La demostracién es totalmente general, pero veamos como la aplicamos a nuestro caso.
Si multiplicamos en ambos lados por X a

X'PXak = Akak

entonces
X(X/PX)ak = X()\kak)
y como zx = Xay se tiene que
(XX’P)Zk = )\kzk

Entonces los valores propios de XX’P son idénticos a los de X' PX, es decir \x = jux y los
restantes valores propios son nulos.

o Recordar que ax € R” pero z, € R".

o Lo que probamos anteriormente es bastante notable, porque a pesar que
X'PX € Mpxpy XX'P € Mnxn son matrices con tamafios distintos (juna puede
ser 2 X 2 y la otra 15 x 15!), tienen los mismos valores propios no nulos.

@ Si bien los valores propios no nulos son los mismos, los vectores propios no lo son:
los de X’ PX son de R” y los de XX'P de R".
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Analisis Dual

Entonces, y de la misma manera, buscando los ejes que maximicen la inercia proyectada
de la nube de puntos de las variables, necesitamos una sucesién de vectores P— unitarios
v € R" que maximice

v/ PXX' Pv
de manera que

v,ink =1
y sean ortogonales dos a dos. Sabemos cual es la solucién de este problema, la sucesién
es una sucesién de n vectores propios de XX’P y cumple con todo lo que tiene que
cumplir pues dicha matriz es simétrica. Por lo tanto, consideramos los vectores propios
unitarios vi, ..., Vp, Vp+1,. .., Vo € R" asociados a los vaps
M > >N > A1 ==\, =0 de XX'P.

Como (XX'P)vik = Akvi y (XX'P)zx = Mkzx para todo k =1,..., p entonces z y los
ejes vk son ambos vectores propios asociados al mismo valor propio y son por lo tanto
colineales. Podemos entonces tomar

Zk
[|zlp

donde ||z||5 = z,Pzx = (Xak)'P(Xax) = A y por lo tanto

Vg =
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Anélisis Dual

Si llamamos wix = X' Pvi = (dik, daky -« -, djky ..., dpk) € RP paratodo k=1,...,p
entonces wy es un vector formado por las proyecciones de los puntos de la nube columnas
(las p variables) sobre vj.

Los vectores wy son los equivalentes de los zx pero para la nube de puntos columnas.
Como v, = \/Zf\» entonces multiplicando por X’P se tiene:

) X8

=X'P X'P
*= (\/)\k

Consecuencias:

P
Iwidl P = > di = e = I
i=1

Para cada j =1,..., p se tiene que djx = v/ A«ajk-
Recordar que si la matriz estd reducida vimos que Cor(zx, x;) = v/ Acajx por lo tanto

dix = Cor(zk,x;)  lo cual implicaque —1 <dy <1
_w — Wi — _1
o Como ax = W = Xax XW y por lo tanto z WXW;(

De la misma manera vy = - = (X'P)vx = (X' P)—Z y por lo tanto
VA VA

(X/P)Zk

Wi =

8-
:
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Analisis Dual

Siendo Z = (C1k, Cok, .y Cik,
entonces tenemos las férmulas de pasaje:

.y Cnk) € Ry wye = (dik, dox,

'7djka 7dpk)€Rp
1 1 <
zx = —Xw, :>c,~:—§ xjdik Yi=1,...,n
Wi

n

1 , 1
= — (X'P)zc = dx=——
(X Pz =5

i=1

ZXUPink Vi=j,...,p
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Resiimenes
|

‘“&V\M XF
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zk_ Xak (qu,cz\,_,—-,cnp}
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Resiimenes

I
% = (x‘é)x,_dl__,x;‘i,a.é\‘)
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Ejemplo (con princomp)

> #Consumicién anual en franco de 8 tipo de comida/bebida (variables) por 8 categorias socio-profesionales.
>
> #Variables: 1 Pan comin, 2 Otro tipo de pan, 3 Vino comin, 4 Otro tipo de vino,
> # 5 Papas, 6 Vegetales, 7 Uva, 8 Plato preparado
>
> #Individus 1 Productor rural, 2 Asalariado rural, 3 Profesional independiente,
> #4 Ejecutivo superior, 5 Ejecutivo medio, 6 Empleado, 7 Obrero, 8 Desocupado
>
>
> X=t (matrix(c(167,1,163,23,41,8,6,6,162,2,141,12,40,12,4,15,119,6,69,56,39,5,
+ 13,41,87,11,63,111,27,3,18,39,103,5,68,77,32,4,11,30,111,4,72, 66,34, 6,10,28,130,
+ 3,76,52,43,7,7,16,138,7,117,74,53,8,12,20) ,nrow=g8) )
> colnames (X)=c("PC", "OP", "VC", "OV", "P", "Veg", "Uva", "Platos")
> rownames (X)=c ("PRodRu", "Asalrur","Prof","Ejsup","Ejmoy","Emp", "Obr", "Des")
> X
PC OP VC OV P Veg Uva Platos

PRodRu 167 1 163 23 41 8 6 6
Asalrur 162 2 141 12 40 12 4 15
Prof 119 6 69 56 39 5 13 41
Ejsup 87 11 63 111 27 3 18 39
Ejmoy 103 5 68 77 32 4 11 30
Emp 111 ¢4 72 66 34 6 10 28
Obr 130 3 76 52 43 7 7 16
Des 138 7 117 74 53 8 12 20
>
> princomp (X, cor=T)
Call:
princomp(x = X, cor = T)
Standard deviations:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6

Comp.7 Comp.8

2.491575e+00 9.379133e-01 6.449505e-01 5.535835e-01 4.104162e-01 1.344162e-01 5.870919e-02 2.257138e-08

8 variables and 8 observations.

La salida es v/ A« de cada una de las componentes
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Ejemplo (con princomp)

> acp=princomp (X, cor=T)
> summary (acp)
Importance of components:

Comp.1  Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8
Standard deviation 2.4915752 0.9379133 0.64495048 0.55358348 0.41041625 0.134416177 0.0587091892 2.257138e-08
Proportion of Variance 0.7759934 0.1099602 0.05199514 0.03830683 0.02105519 0.002258464 0.0004308461 6.368342e-17
Cumulative Proportion 0.7759934 0.8859535 0.93794867 0.97625550 0.99731069 0.999569154 1.0000000000 1.000000e+00

En el primer rengldn aparece los v/ A«
. . . I
En el segundo renglén la proporcién de varianza -

En el tercer renglén esta proporcién cumulada.

I=3 A =8.
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Ejemplo (con princomp)

acp

Variances
3
1

o .--—___

Comp.1 Comp.3 Comp.5 Comp.7

plot(acp)
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Ejemplo (con princomp)
Las coordenadas de los vectores propios (son los ay).

> loadings(acp)

Loadings:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8
PC 0.391 -0.138 0.162 -0.119 -0.294 0.398 -0.107 0.729
0P -0.349 -0.441 0.320 -0.218 0.265 0.521 0.423 -0.118
Ve 0.349 -0.202 0.681 -0.246 -0.465 0.254 -0.180
ov -0.374 -0.260 0.397 0.346 -0.423 0.575
P 0.246 -0.744 -0.558 -0.176 -0.108 -0.135
Veg 0.365 -0.128 -0.519 0.669 -0.185 -0.313
Uva -0.373 -0.326 0.254 -0.272 -0.766 -0.159
Platos -0.362 -0.162 -0.708 -0.333 -0.360 0.225 0.219

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8
SS loadings 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Proportion Var 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
Cumulative Var 0.125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.875 1.000
>

inal. el de las vieias variables.
May 7, 2019

d oordenaddad e dl
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Ejemplo (con princomp)

Las coordenadas de los

> acp$scores
Comp.1
PRodRu  3.3715788
Asalrur 3.5217117
Prof -1.4720309
Ejsup  -4.3587865
Ejmoy  -1.7180777

Emp -0.8065346
Obr 0.8991001
Des 0.5630391

=

=

ocooo

Comp.2

24581608
44739860
.05851415
.17610682
.85664744
.80852679
.18303912
-2.

30680707

individuos sobre los ejes (los cjx

Comp.3

8395890
.3516271
.5529570
.0291875
.1746349
3448490
.9776683
.1701944

0.
-0.
-0.
.01517950
.41188554
0.06912202
0.
0.13228491

-0
[

Comp.4
62172682
91617942
85448454

55082419

-0.
0
-0.
0.
-0.
0.
0.
0.

Estas coordenadas estdan expresadas en

principales.
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Comp.5
57655700

49365924

74930243
256877162
03988644
20594611
29317809
11419083

cooo

-0.
-0.
.233721990
-0.

o

Comp.6
021785204
004996441
058582704
126514563
139997633
195710003

109893267

Comp.7
-0.022311599
0.031635398
-0.004644449
-0.015935125
0.116965074
-0.109502701
-0.005887291
0.009680694

= x;'a):

1.
-2.
-1.

-2.

4.

Comp.8
498801e-15
220446e-15
609823e-15

.443290e-15

595146e-15

.339751e-15
.441691e-15

024558e-16

el nuevo referencial, el de las componentes

Andlisis Componentes Principales Il
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Ejemplo
Coordenadas de los individuos sobre los ejes factoriales:
> biplot(acp, cex=0.7,col=c(1,0))

-4 -2 0 2
&
o o
Ejmoy Emp
[
o Asalrul
Obr PRodR
o
S 7] . Prof °©
o jsup
2 o
£ .
s 9
(6]
i a9
s 4
1
@
P
1
<
© I
S
! Des

T T T T T T T
-08 -06 -04 -02 00 02 04
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Eje

Coordenadas de los individuos sobre los ejes factoriales y proyeccién de las variables

originales:

> biplot(acp, cex=0.7,col=c(1,4))
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Ejemplo

Las coordenadas de las variables sobre los ejes factoriales es

> cor(X,acp$scores)
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Ejemplo
> biplot(acp, cex=0.7,col=c(0,1))

(con ¢(0,1) activo las variables y escondo los individuos)
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Mismo ejemplo con FactoMineR

> library(FactoMineR)
> acpl1=PCA(X)

Individuals factor map (PCA)

Dim 2 (11.00%)
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Mismo ejemplo con FactoMineR

> library(FactoMineR)
> acpl1=PCA(X)

Variables factor map (PCA)
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Mismo ejemplo con

FactoMineR

Valores propios y varianza explicada por los ejes.

> acpl$eig

eigenvalue percentage of
comp 1 6.207946839 7.
comp 2 0.879681393 10.
comp 3 0.415961123 5.
comp 4 0.306454670 3.
comp 5 0.168441497 2.
comp 6 0.018067709 0.
comp 7 0.003446769 0.

observar que son bien los cuadrados de

variance cumulative percentage of variance

59933549 77.59934
99601741 88.59535
19951404 93.79487
83068337 97.626555
10551872 99.73107
22584636 99.95692
04308461 100.00000

los valores que se obtienen con la funcién princomp.

Las coordenadas de los individuos sobre los ejes (los i = x;”a):

> acpi$ind$coord
Dim.1 Dim.2
PRodRu -3.3715788 -0.24581608

o

Asalrur -3.5217117 -0.44739860 0.
Prof 1.4720309 0.05851415 -0.
Ejsup 4.3587865 0.17610682 1

Ejmoy  1.7180777 -0.85664744 -0

Emp 0.8065346 -0.80852679 -0
Obr -0.8991001 -0.18303912 -0
Des -0.5630391 2.30680707 -0

M.Bourel (IMERL, UdelaR)

Dim.3 Dim.4 Dim.5
.8395890 -0.62172682 0.57655700
3515271 0.91617942 -0.49365924
5529570 0.85448454 0.74930243
0291875 0.01517950 -0.25877162
.1746349 -0.41188554 0.03988644
3448490 -0.06912202 -0.20594611
.9776683 -0.55082419 -0.29317809
.1701944 -0.13228491 -0.11419083
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Mismo ejemplo con FactoMineR

Coordenadas de las variables sobre los ejes factoriales (los dj):

> acpl$var$coord
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