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Enfoque geométrico

Consideramos la matriz de datos X € M, centrada, es decir que la media de cada
columna es 0. Queremos encontrar un subespacio de dimensién menor que p que
represente de manera adecuada los datos. Mds precisamente querremos encontrar un
subespacio de dimensién menor que p tal que cuando proyectamos los individuos sobre él,
la estructura se distorciona lo menos posible.

Consideremos una recta por el origen (subespacio de dimensién 1) generada por un
vector a; € RP unitario. Si consideramos un individuo x; su proyeccién sobre el
subespacio generado por a; es

x;al / ’
Zj1a1 = 7791 = Xjd1d1 = aiX;a1
]|
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Enfoque geométrico

n
Si queremos minimizar Z A= Z [|xi — znai||> = S (xi — zina1) (xi — zina1)
=1 = i=1
observamos que por el teorema de Pitagoras

’ 2 2
X iXj = Z1+ rip

y entonces
n n n
’ 2 2
E X iXj = E Zi1 + E rip
i=1 i=1 i=1

Como el término Zx iX; es constante, minimizar Z r3 equivale a maximizar Ez,l que
i=1 i=1 =1

no es otra cosa que la varianza muestral de los datos proyectados dado que Ios datos

son centrados. En efecto

n n n

/ / / —
E zi1 = E aix; = a; E Xi | =a1ix=0
i=1 i=1 i=1
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Objetivos

@ Reducir el ndmero de variables sin perder (demasiada) informacién: al proyectar los
n individuos sobre un espacio de dimensién / con /| < p tal que la dispersién en el
espacio proyectado sea maxima.

@ Simplificar la descripcién del conjunto de datos. Analizar la estructura y relacién de
las observaciones y de las variables.

@ Las componentes principales deben tener varianza maxima (mayor informacién
relacionado con mayor variabilidad).

Para eso:

o Cada componente principal es una combinacién lineal de las variables originales.

Probabilidad : z; = ajixi +appxo + -+ apxp = Vj=1,...,[, I <p

/
X14j Z1j
/
X5a; 2
Estadistica : z; = ajix1 + ajpxo + -+ - + ajpxp = Xaj = ) =
/
xnaj Zpj

@ Las componentes principales son no correlacionadas dos a dos, y de esta manera
eliminamos informacién repetida:

X1,...,Xp correladas — zi, ..., z incorreladas
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Célculo de las componentes

@ Vamos a imponer que ||a]|]| =1 Vj=1,...,p
@ Vamos a buscar a; tal que z; tenga la mayor varianza y ||a1|| = 1.

© Vamos a buscar a» tal que z sea incorrelada con z;, con varianza menor que z1 y
||az|| = 1.

@ Vamos a buscar a3 tal que z3 sea incorrelada con z; y 2z, con varianza menor que z;
yz2yllaf =1

o

M.Bourel (IMERL, UdelaR) Andlisis Componentes Principales May 2, 2019 5 /17



Célculo de las componentes

Sea X la matriz de covarianzas de X. Habitualmente se usa la matriz de correlaciones ya
que se estandariza los datos (cada columna tiene media cero y desvio 1).

1 Como las variables originales tienen media cero entonces el vector z; = Xa; tiene
también media cero y su varianza es Var(z1) = %z{zl = %aiX’Xal = a;Zal. Para
maximizar Var(zi1) de manera que ||a1|| = 1:

var(zy)

—~ =
L(a1) = aiXa; —\(ajar — 1)

OL(a1) _ o 052~ ona = 0
621

= (X —-A)ai =0=det(X — A\/)=0paraa; #0

= A es valor propio de X asociado al vector propio a;

Recordar que X es diagonalizable en una base ortonormal pues es simétrica.
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Célculo de las componentes

Al ser la matriz de covarianzas ¥ semidefinida positiva y de tamafio p X p, consideramos
A1 > X2 > - 2> Xp >0 los valores propios de X.

Var(z1) = Var(Xa1) = a1¥a1 = ajhia1 = Marar = A\t

Para maximizar la varianza, tomo entonces el mayor valor propio A\; de X y el
correspondiente vector propio a; = (a1, ai2, - - -, a1p) (normalizado) y entonces

z1 = Xay = auxi + axe + -+ + apXp

es la combinacién lineal de los xi, ..., x, con la mayor varianza.
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Célculo de las componentes

2 Queremos ahora encontrar z = Xa tal que { ﬁ:j\(zi fl) =0
0= Cov(z,z1) = ayXa1 = apAia1 <> ara; = 0
Maximizamos entonces la varianza de z de manera que ||a2|| =1 y que aa; = 0.
Var(z)

—
L(a2) = & Xay —A(abay — 1) — dapan

aL(az)
822

Multiplicando por aj se tiene

=0=2Xa—2)a — a1 =0

2a1Xa, — 8 =0= 6 =2a;Xa; = 2ayXa; =0
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Célculo de las componentes

%20@22@—2@2:0@(z—,\/)azzo
2

Elijo entonces A el 2do mayor valor propio de X con vector propio asociado a».

Repetimos este procedimiento p veces, obteniendo los vectores aj, a», ..., ap y se obtiene

una matriz ortogonal A= | a1 a ... a

Como z; = Xa;, z, = Xap, entonces:
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Relacién entre las viejas y las nuevas variables

@ Observar que se puede escribir (poniendo las caracteristicas en filas):

— Z1 — all ani1 e ap1 X{
— 22 — aie an?2 e ap2 Xé
-z - ap ap ... ap Xp
7' = A'X
e O sino:
a1i1 a2
Lo | I | an  an
Z1 22 . Zp = X1 X2 e Xp
I | | |
apl ap2
Z=XA

A las columnas de Z se le llaman componentes principales de X.
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Como Var(z1) = A1, Var(z2) = A, ..., Var(z,) = Xp y son incorreladas:

A1 0 . 0
Y, = Var(Z) = 0 X = AVar(X)A.
: ..o Z=XA
0 ... 0 X
Entonces:
T =AY A
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Porcentajes de variabilidad

Z Var(zj) = Z Ai = tr(Xz) = tr (A'ZxA) = tr (ExAA") = tr (Xx)

i=1

Porcentaje de variabilidad de la variable i:

Var(z) Ai . . Ai

> = ) con matriz correlaciones —

> Var(z) LA g
i=1

i=1

Porcentaje de variabilidad de las m primeras variables i:

>

Jj=1

donde m< p

Mn

i 1

Nos quedamos con un niimero mucho menor de componentes que recogen un porcentaje
amplio de la variabilidad total (fijada por el usuario). En general no se elige mas de 3.
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Interpretacion geométrica

o Cada eje de R” representa una de las p variables.

@ Supongamos que tenemos N individuos, y nos focalizamos en el individuo n,

/ . . . .
entonces las coordenadas de x, son los datos de las p variables para este individuo.
’ ’ . .. ! .
@ z, = x,A = P(xn) son las coordenadas del individuo x, en el nuevo sistema de

referencia determinado por las componentes principales.

@ Podemos entonces pensar que “proyectamos” la nube de la poblacién dada por X
sobre un subespacio de dimensién la cantidad de componentes principales que
retendremos.
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Correlacién entre los nuevas y los viejas variables

Como

P
Cov(zj, x;) = Cov(z;, Z aikzk) = aijVar(z;) = \jaj
k=1

entonces la correlacidn, si x; estd estandarizada es:

\jaj
COF(ZJ',X,') ==
VA
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Consideraciones finales

@ Se calculan las componentes principales sobre variables originales estandarizadas
(media 0 y varianza 1). Tomo entonces las componentes principales sobre la matriz
de correlaciones y se le da la misma importancia a todas las variables.

@ Si las variables xi, ..., x, ya son incorreladas, entonces no tiene sentido hacer
componentes principales. Si se hace se obtiene las mismas variables ordenadas de
mayor a menor varianza. Para ver eso se hace el test de esfericidad de Bartlett
(package psych) o el indice de Kayser-Meyer-Olkin (KMO).

@ Si X tiene un valor propio con multiplicidad mayor que 1 se toma vectores propios
ortgonales en el subespacio propio correspondiente.

@ Se conservan en general dos o tres componentes.
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