Compresion de datos sin pérdida
Practico 6

Ejercicio 1 Universalidad puntual y en promedio
Probar que un cédigo puntualmente universal es también universal en promedio.

Ejercicio 2 Estimadores de Laplace y de Krichevsky—Trofimov (KT)

Calcular la probabilidad que asignan a la secuencia binaria z" = 001010 los estimadores de Laplace
y de Krichevsky—Trofimov (KT). {Existe alguna secuencia de largo finito, 2™, tal que la probabilidad
asignada por el estimador KT es mayor que su probabilidad empirica de orden 0, P (z™)? Probar que no
o dar un ejemplo.

Ejercicio 3 Minimax regret
Probar que la asignacion de probabilidad NML es la tinica que alcanza exactamente el minimo arrepen-
timiento de peor caso para una familia de modelos.

Ejercicio 4 Codificacion universal éptima para procesos de Markov
Considerar la familia de modelos de Markov de orden k sobre un alfabeto finito.

1. Probar que la asignacién de probabilidad que se obtiene aplicando el estimador KT en cada estado
de la cadena es puntualmente universal en esta familia de modelos, con una tasa de convergencia
6ptima (en el sentido minimax y de la cota inferior de Rissanen).

2. Para orden de Markov k = 1 y alfabeto binario, A = {0,1}, calcular la probabilidad que se le
asigna a la secuencia =™ = 00101110011.

Ejercicio 5 Asignaciones secuenciales
Sea C = {Pyp}ypco una familia paramétrica de modelos tal que se cumple

Z Py(z"ta) = Py(z"™'), VHeO.
acA

1. Mostrar que la sucesién {Q,}nen, donde cada distribucién @, sobre A" es un mezcla de las
distribuciones de C con una ponderacién w,

Qn(z™) = /ee@ Py(z™)w(0)do,

define una asignacién secuencial de probabilidades. Esto es, para n > 1, se cumple que

> Qua"a) = Quoaa" ).

acA

2. Considerar la familia de procesos de Bernoulli y calcular @Q5™“(11) y Q¥**(11). Concluir que la
asignacion NML no es secuencial.



Ejercicio 6 Hipdtesis para cota de Rissanen

Probar que la familia de modelos de Bernoulli satisface las hip6tesis del enunciado visto en el curso para
la cota inferior de Rissanen.

Sugerencia: Usar la desigualdad de Chebyshev: Si X™ es una secuencia de variables i.i.d., con media p

y varianza o2, entonces
2
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Ejercicio 7 Tesis de la cota de Rissanen
Consideramos una familia paramétrica de modelos, C = {Py}pco, para secuencias sobre un alfabeto
finito A, donde © es un subconjunto acotado de R*. Para 6 € © definimos E,,(#) como la bola de radio

1‘3%1 y centro 6, y definimos X, (#) como el conjunto de secuencias z" € A™ cuyo estimador de méxima

verosimilitud, é(ac"), pertenece a E, (). Supongamos que Py (Xn(e)) >1 -4, para todo 6 € ©, donde

0, tiende a 0 con n.

Las hipotesis enunciadas hasta aqui corresponden a la versién vista en clase de la cota de Rissanen.
Considere la siguiente afirmacién: para todo € positivo existe Ny tal que

D(Py||Qn) > (1 —e)glogn, V0 € ©,Vn > Ny.

1. Mostrar que este enunciado es incorrecto (por ejemplo mediante un contraejemplo).

2. Corregir el enunciado.

Ejercicio 8 Secuencias con restricciones

Cuando se graba informacion digital en algunos medio fisicos, por ejemplo en discos o cintas magnéticas,
puede ser necesario imponer restricciones en las secuencias de bits que se pueden almacenar, debido a las
caracteristicas fisicas del dispositivo y el medio de almacenamiento. Por ejemplo, para evitar problemas
de sincronismo, puede ser necesario limitar la cantidad de ceros consecutivos y, para evitar interferencias
entre simbolos, puede ser necesario imponer que haya al menos un cero entre dos unos consecutivos.
Supongamos que la secuencia de bits que se va a almacenar en un dispositivo cumple con las siguientes
restricciones:

= Hay al menos un cero entre todo par de unos.
= No puede haber més de tres ceros consecutivos.

Modelizar la secuencia como un proceso aleatorio generado por una FSM con probabilidades condicionales
desconocidas (salvo las impuestas por las restricciones anteriores). Evalie el costo de modelo que establece
la cota de Rissanen para este caso.



