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[RECEENC N CLELIIELIN  Espacio de Probabilidad

Espacio Muestral y variable aleatoria

@ Sea {2 un espacio muestral, es el conjunto de todos los sucesos elementales de un proceso

aleatorio. Por ejemplo:

e Si lanzo una moneda al aire @ = {C, X'}
o Sitiro un dado 2 = {1,2,3,4,5,6}
e Silanzo un dardo en el segmento [0, 1], 2 = [0, 1].

o Una o-algebra A sobre Q) es el conjunto de todos los subconjuntos de €2 que serdn
“probabilizables” .

@ Una variable aleatoria X : 2 — R es una funcién que verifica que

VzeR {w: X(w)<z}ed

Ejemplos
@ si se tiran dos dados, el espacio muestral es

Q={(n1,n2):n; € {1,...,6}}
y una variable aleatoria podria ser la suma X (n1,n2) = n1 + na.
@ si Q = {poblacién Montevideo} una variable aleatoria podria ser la dltura X (w) = &ltura.

Notacion

X <zl={weQ: X(w) <z}
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[RECEENC N CLELIIELIN  Espacio de Probabilidad

Nociones basicas

@ Un evento o suceso A contiene varios sucesos elementales.
o Propiedades de una probabilidad:

QPO =0

Q P(A°) =1—-P(A).

© Si A C B entonces P(A) < P(B)

Q@ P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B)

QP < U An> = > IP(A,) para conjuntos A,, disjuntos dos a dos.
n>1 n>1

Ejemplo: Lanzamiento de dos dados equilibrados e independientes.

QO Q= {w =(1,1),ws =(1,2),..., w36 = (6,6)}
@ Si A =la suma de dos valores es igual a 4 entonces

3
P(A) =P({(1,3),(2,2),(3,1)}) =P(1,1) + P(2,2) + P(3,1) = 36
En el ejemplo anterior, si definimos como X a la variable aleatoria que devuelve la suma de los
valores observados tenemos que P(A) = P(X = 4).
Si la variable aleatoria es discreta, la ley de probabilidad de X consiste en dar los valores de las
probabilidades IP(X = z) para todo valor posible z de X.
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Repaso de Probabilidad [ESTRICTIRCERCIEEITE)

Funcion de distribucion

Si (92,.A,P) es un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria, la funcién de distribucién de
X es F'x : R — R definida por

Fx(z)=P(X <z) VzeR

Propiedades:
Q Fx(z)el[0,1] VzeR
@ Si z1 < g entonces Fx(z1) < Fx (z2).

© Fx es continua a la derecha, es decir lim Fx(z) = Fx(a).
z—at

Q lim Fx(z)=1, lim Fx(z)=0.
T — 00

Tr—r—00
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Repaso de Probabilidad [ESTRICTIRCERCIEEITE)

Funcién de distribucién empirica

Sea X1i,..., Xy una sucesién de variables aleatorias independientes con igual distribucién F'. La
funcién de distribucién empirica es

1 & 1
F,(t)=— ZIL“,OOJ]}(Xi) = —#{cantidad de observaciones < ¢}
n = n

El teorema de Glivenko-Cantelli asegura que con probabilidad 1

sup|Fp(z) — F(z)| = 0
z€R

o sea la funcién de distribucién empirica converge uniformemente a la funcién de distribucién F'.
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Repaso de Probabilidad Variables aleatorias discretas y absolutamente continuas

Dos tipos de variables aleatorias

Sea Rx ={a € R: P(X = a) > 0} el conjunto de los puntos de discontinuidad de Fx.

Se prueba que Rx es numerable.

Rx es discreto

IP(X (S Rx) =1

Toda variable aleatoria discreta tiene asociada una funcién de cuantia px : R — R definida
por px(z) =P(X =z)Vz € R.

o X es variable aleatoria discreta si y sélo si {

Ejemplo: Bernoulli, Binomial, Geométrica, Hipergeométrica, Poisson.
@ X es variable aleatoria continua si y sélo si Rx = 0.
@ X es una variable aleatoria absolutamente continua si y sélo si existe una funcién
fx : R —[0,+00) tal que
T
P (2) = / Fx(s)ds
— 00

Observar que en este caso:
+oo
° / fx(s)ds=1
— oo

b
° IP(aSXSb):/fX(s)ds

Ejemplo: Uniforme, Normal, LogNormal.
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Variables aleatorias discretas y absolutamente continuas
Probabilidad y densidad

Figura: P(—2 < X < 1)
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REEENC N CLEDIIKELIN Esperanza y Varianza

Esperanza y Varianza

@ La esperanza de una variable aleatoria X es

B(X) = Z zpx (z) si X es discreta
TERX

E(X) = /acfx(z) dxr  si X es absolutamente continua

Un estimador de la esperanza de una variable aleatoria X es

— X1+ +Xn 1L
= " __ X,

donde X1,..., X, son independientes y todos con la misma distribucién que X
@ La varianza de una variable aleatoria X es

Var(X) = 02 = E(X - E(X))” = E(X?) - (E(X))?

Estimadores de la varianza de una variable aleatoria X son

1 - 1 & -
on==> (Xi—Xn)? )= D (X —Xn)?
n “ n—1*4
i=1 i=1
donde X71,..., X, son independientes y todos con la misma distribucién que X
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REEENC N CLEDIIKELIN Esperanza y Varianza

Esperanza y Varianza

@ Para la esperanza

E(X) no siempre existe

Si a es constante entonces E(a) = a

E(X +a)=EX)+a

E(aX) = aE(X)

E(X +Y) = E(X) + E(Y)

Si X e Y son independientes entonces E(XY) = E(X)E(Y). El reciproco es falso en general.

@ Para la varianza

Var(X) minimiza la funcién E [(X — a)ﬂ ya que E [(X — a)2] = Var(X) + (E(X) — a)2
Var(X) = B(X?) — E(X)?

Var(X — a) = Var(X)

Var(aX) = a*Var(X)

Var(X) =0& X =acs

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y) donde Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

Si X e Y son independientes entonces Cov(X,Y) =0y Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). El
reciproco es en general falso.
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RECERNCCNCLELIIELIN Distribuciones conocidas

Variables aleatorias discretas

@ Distribucién de Bernoulli Ber(p). Por ejemplo “resultado del lanzamiento de una moneda”
que notamos por 1 o 0 seglin cara o cruz. Si P(X = 1) = p entonces

o]E(X):ii]P(X:i):()x(l—pHup:p

i=0

o B(X?) = ‘Zz]P(X—z)—OX(l—P)-lep—p
o Var(X) = E(X?) - E(X)? =p - p® = p(1 — p)

@ Distribucién binomial B(n,p). La variable aleatoria X € {0,1...,n} cuenta la cantidad de
caras obtenidas después de lanzar n veces la moneda, siendo p la probabilidad de obtener
cara en cada lanzamiento

o P(X =k)=Cpp*(1—p)" "
o E(X) =np; Var(X) = np(l—p)
@ Distribucién uniforme U({1,...,n}). Si la variable aleatoria X toma valores en {1,...,n}
o P(X=1i)=1/n
1
o B(X) =Y iP(X =i) = 2L
i=0
o Var(X) = B(X2) — B(X)? = 22=1
@ Distribucién de Poisson P()\). X € N, A >0

° P(X_k):e*“
o E(X) =Var(X) = A.
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Distribucion Uniforme

Una variable aleatoria X in[a,b] absolutamente continua tiene distribucién uniforme en [a, b] si

0 =z¢lab]
x) =
fx (@) { ﬁ z € [a, b]
Notacién: X ~ Ula, b].
La funcién de distribucién de X ~ U]a, b] es:
0 z <0
Fx(z) = —a T E€la,b]
1 z>b

__ a+b
E(X) = *3~. ,
Var(X) = (70,
La suma de dos variables aleatorias uniformes no es uniforme.
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Distribucion Normal

Recordamos:
@ la densidad de una normal tipica

f@) = —=e2"

y escribimos X ~ N(0, 1)
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RECERNCCNCLELIIELIN Distribuciones conocidas
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RECERNCCNCLELIIELIN Distribuciones conocidas

Distribucion Normal

Recordamos:
@ la densidad de una normal tipica

y escribimos X ~ N(0, 1)
@ la densidad de una normal

y escribimos X ~ N(u,0?)

Observaciones:

@ Si X ~ B(n,0.5) y n tiene a infinito, entonces el grAifico de la ley de probabilidad que se
obtiene tiende a la curva (simétrica) gaussiana.

o E(X)=pyVar(X) =02

o La gaussiana tipica es simétrica al rededor de 0 (alrededor de p si no es tipica). Tiene dos
puntos de inflexién en —1y en 1 (0 o u + o segtin el caso)

o Si o es grande el pico de la gaussiana es chico (mucha dispersi'on a la media) y si o es chico
el pico de la gaussiana es grande (poca dispersién a la media).

o Si X ~ N(u,02) entonces z = 2=£ ~ N(0,1).

o
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Distribucion Normal

Densidad N(0,1) y N(0,2)
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Figura: En negro N(0, 2) y en rojo N'(0;1)
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RECERNCCNCLELIIELIN Distribuciones conocidas

Distribucion Normal

0,2 03 04

34,1% 34,1%

0,0 01

P(p—0 < X < pto) =P (—1 < Xv < 1) = ®(1)—®(—1) = 2&(1)—1 ~ 2x0,84—1 ~ 0, 682

Esto significa que para una distribucién normal, hay un 31,7 % de chance de observar un desvio a
la media mayor que o.
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RECERNCCNCLELIIELIN Distribuciones conocidas

Distribucién Lognormal

Una variable aleatoria X tiene distribucién lognormal si su logaritmo Y = In(X) tiene

distribucién normal A (uy, 0% ). Su funcién de densidad es

—(n(@)—py)?
1 202 .
Ix(z) Y siz >0

= —¢
\/27r0'y$

Si X tiene distribucién lognormal entonces

B(X) = ety +o¥ /2

Var(X) = (e"g’ - 1)€2HY+U§/

En este caso la variable Z = 12X)=1y  Ar(0, 1)
oy
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Repaso de Probabilidad Distribuciones conocidas

Muestra y muestra aleatoria simple - Ley de la media empirica

(1] o En general se hace la hipétesis de que una muestra proviene de realizaciones de una variable
aleatoria con una cierta distribucién en funcién de la naturaleza de la caracteristica que se observa.
o La distribucién depende de uno o dos pardmetros, en general desconocidos
o Para ver si una muestra proviene una distribucién determinada se puede comparar el histograma
obtenido a partir de la muestra con la distribucién de la ley. Pero también se puede trazar el
QQ-plot, comparar los quantile empiricos con los tedricos, hacer un tesis de hipétesis, etc.

@ Sea Xi,...,Xn una muestra aleatoria simple (X1, ..., X, independientes).

o La media X, es una variable aleatoria

e Si suponemos que la variable aleatoria es normal con pardmetros (u, o) entonces la media empirica
tiene distribucién normal con pardmetros (/h %)

o Si la variable aleatoria es cualquiera, con esperanza p y varianza o entonces para valores de n
grandes la media empirica tiene distribucién normal con parametros (u, %) (Teorema Central del

Limite).

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 17 / 106



Estimacién

Plan

© Estimacion
o Estimacién Puntual
@ Intervalos de confianza
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Estimacién

Glosario

@ Poblacién: conjunto de toda la informacién correspondiente a un valor de interés.
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Estimacién

Glosario

@ Poblacién: conjunto de toda la informacién correspondiente a un valor de interés.
La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su funcién de distribucién
Fx(z) =P(X < =)
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Estimacién

Glosario

@ Poblacién: conjunto de toda la informacién correspondiente a un valor de interés.
La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su funcién de distribucién
Fx(z) =P(X < =)

@ Muestra: un subconjunto de tamafo n de la poblacién observada X.
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Estimacién

Glosario

@ Poblacién: conjunto de toda la informacién correspondiente a un valor de interés.
La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su funcién de distribucién
Fx(z) =P(X < =)

@ Muestra: un subconjunto de tamafo n de la poblacién observada X. En general
consideramos una familia de n variables aleatorias X1, ..., X, independientes e
identicamente distribuidas (iid) con la distribucién de X.
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o Individuo: un elemento de la poblacién estudiada.

@ Parametro: valor de interés caracteristico de X o de F'x. Por ejemplo la media, la varianza,...
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Estimacién

Glosario

@ Poblacion: conjunto de toda la informacién correspondiente a un valor de interés.

La identificamos con una variable aleatoria X y notamos su funcién de distribucién
Fx(z) =P(X < =)

@ Muestra: un subconjunto de tamafo n de la poblacién observada X. En general
consideramos una familia de n variables aleatorias X1, ..., X, independientes e
identicamente distribuidas (iid) con la distribucién de X.

o Individuo: un elemento de la poblacién estudiada.

@ Parametro: valor de interés caracteristico de X o de F'x. Por ejemplo la media, la varianza,...

Variables: propiedad comin a los individuos de una poblaci'én. Diferenciamos:

o variables cualitativas: nominales, por ejemplo el color del pétalo, el sexo, el color de los ojos, o
ordinales, por ejemplo pequefio, mediano, grande. Se pueden codificar.
o variables cuantitativas (numéricas): por ejemplo el largo del pétalo, el peso, el volumen, etc.
@ continuas: € R. Por ejemplo: temperatura, diamétro de un tronco de arbol, etc.
@ discretas o categdricas: por ejemplo la cantidad de adeptos al fitbol en un grupo de estudiantes.
los valores observados para las variables son los datos.
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Glosario
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o variables cuantitativas (numéricas): por ejemplo el largo del pétalo, el peso, el volumen, etc.
@ continuas: € R. Por ejemplo: temperatura, diamétro de un tronco de arbol, etc.
@ discretas o categdricas: por ejemplo la cantidad de adeptos al fitbol en un grupo de estudiantes.
los valores observados para las variables son los datos.

o Inferencia Estadistica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una poblacién a

partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.
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o Inferencia Estadistica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una poblacién a
partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.

@ Estadistico: es una variable aleatoria, funcién de la muestra aleatoria,

E = E(X1,Xa2,...,Xy) que se usa para aproximar el valor tedrico del pardmetro de interés.
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o Inferencia Estadistica: proceso mediante al que se llega a conclusiones sobre una poblacién a
partir de las observaciones realizadas sobre una muestra de individuos.

@ Estadistico: es una variable aleatoria, funcién de la muestra aleatoria,

E = E(X1,Xa2,...,Xy) que se usa para aproximar el valor tedrico del pardmetro de interés.

o Estimacion: la evaluacién del estimador en una muestra observada z1,...,x, concreta y que
proporciona un valor aproximado del valor del pardmetro de interés.

Principio clave: se supone que la muestra es elegida al azar entre todos los individuos posibles
para elegir.
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Ejemplo

Queremaos conocer Tenemos n copias Tenemos n
nx = E[X] de X valores observados de
Xy, Xa, s Xn

X1,X2, ... Xp ~ F X1 X5 -+« Xn
X ~ F i Muestra # Muestra observada

4 4 4

Estimador de px (variable aleatoria) Estimacién de gy (un nimero)
PRSI x <~ 5
Valor esperado de Media muestral Media muestral
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Estimacién puntual

Pardmetro desconocido 6 x Estimador O0x = E(Xy,...,Xy) Estimacion
. . — X1+ + X,

Media px media muestral X,, = ———— T

Proporcién px proporcién muestral px D
n

. 2 . ~2 _ 1 = \2 ~2

Varianza o% varianza muestral 6% = - _Zl(Xi - X) Gy
i=

2 2 1w = 2 2

Varianza o varianza muestral corregida s = =% Zl(Xi —Xn) S5

i
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=Sy EIELIl Estimacion Puntual

Bondad de un estimador

Insesgado

El sesgo de un estimador es la diferencia entre el valor esperado del estimador y el valor del

pardmetro considerado E(@'\X) —0x

Media px

media muestral X,, =

Pardmetro desconocido 6 x Estimador 0x = E(X1,...,X,) Sesgo
X X —
St A E(Xn)—px =0

Proporcién px

.
proporcién muestral px

E(Ppx) —px =0

: 2
Varianza o

. ~2 _ 1 . ~ \2
varianza muestral 75 = 1 3> (X; — X,,)
i=1
n

E(G%) — 0% #0

. 2
Varianza o

varianza muestral corregida S%{ = n£1
i

=1

Z (X1 - Y71,)2

EG%) -0k =0
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=Sy EIELIl Estimacion Puntual

Bondad de un estimador

Eficiencia

@ Un estimador con menos varianza es mds eficiente que otro.

Un estimador eficiente de §x es un estimador insesgado con la menor varianza

o El error cuadrdtico medio de un estimador Ox de 0x es

ECM@@x) = E@x — 0x)? = Sesgo(fx)? + Var(6x)

El error cuadratico medio de un estimador insesgado es igual a su varianza. En efecto:

BOM(0x) = E((x — 0x)?) =B | (0x ~ B(0x) + B(0x) - 0x)’]

=E {(éx - I[*3(éx)>2 +2 ((éx —E(0x))(E(0x) — 9X)> +

— | (6x - B(0x)) "] + 28 (0 ~ EGx))(E(0x) - 0x)] + B
=E(6x)—E(6x)=0
—_———

N N 2 N
:E{(ox_uz(ex))}+2<E<ex>—ox> E(0x — E(0x)) +E
N “ 2
=E[(9X—E(ex)) E

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica
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Bondad de un estimador

Consistencia

La idea es que a medida que el tamafio de la muestra aumenta, aumente también la precisién del
estimador.
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=Sy EIELIl Estimacion Puntual

Bondad de un estimador

Consistencia

La idea es que a medida que el tamafio de la muestra aumenta, aumente también la precisién del
estimador.
Decimos que 0 x es un estimador consistente de §x si cuando n — co se tiene que

o c.s

x — Ox

es decir IP(§X —0x)=1.
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Intervalo de confianza

Una estimacién puntual de un pardmetro no toma en cuenta la variabilidad del proceso de
estimacién debido por ejemplo a :

@ el tamafio de la muestra: cuanto mas ejemplos, la informacién deberia ser mds precisa

@ la variabilidad de la poblacién

@ conocer otros parametros de la poblacién.
Veamos ahora un procedimiento que nos permita tener un intervalo real en el cual es probable
que pertenezca el valor del pardmetro buscado.
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Intervalo de confianza

Una estimacién puntual de un pardmetro no toma en cuenta la variabilidad del proceso de
estimacién debido por ejemplo a :

@ el tamafio de la muestra: cuanto mas ejemplos, la informacién deberia ser mds precisa
@ la variabilidad de la poblacién
@ conocer otros parametros de la poblacién.

Veamos ahora un procedimiento que nos permita tener un intervalo real en el cual es probable
que pertenezca el valor del pardmetro buscado.

Mds precisamente, un estimador por intervalo de confianza de un pardmetro 6 al nivel
(1 — a) x 100 % es un intervalo (a =a(Xy,.. .,Xn),gz b(Xq,.. .,Xn)> que cumple que

P(ee(af)) —1-a
Un intervalo de confianza para 6 con un nivel de confianza 1 — « es el valor observado del

estimador por intervalo de confianza y con una confianza del (1 — a) x 100 % el valor del
parametro desconocido de la poblacidn estd en

(Zi: a,(:vl,...,.tn),g: b(:vl,...,.tn))
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Intervalo de confianza

Una estimacién puntual de un pardmetro no toma en cuenta la variabilidad del proceso de
estimacién debido por ejemplo a :

@ el tamafio de la muestra: cuanto mas ejemplos, la informacién deberia ser mds precisa

@ la variabilidad de la poblacién

@ conocer otros parametros de la poblacién.
Veamos ahora un procedimiento que nos permita tener un intervalo real en el cual es probable
que pertenezca el valor del pardmetro buscado.

Mds precisamente, un estimador por intervalo de confianza de un pardmetro 6 al nivel
(1 — a) x 100 % es un intervalo (a =a(Xy,.. .,Xn),gz b(Xq,.. .,Xn)> que cumple que

P(0e@b)=1-a

Un intervalo de confianza para 6 con un nivel de confianza 1 — « es el valor observado del
estimador por intervalo de confianza y con una confianza del (1 — a) x 100 % el valor del
parametro desconocido de la poblacidn estd en

(Zi: a,(:vl,...,.tn),g: b(:vl,...,.tn))

Si o = 0,01 entonces (1 — a) x 100 % = 99 %.
Si a = 0,05 entonces (1 — a) x 100 % = 95 %.
Si o = 0,1 entonces (1 — «) x 100 % = 90 %.
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Intervalo de confianza: procedimiento general

@ Se busca una variable aleatoria Z relacionada con el pardmetro desconocido 6 y la muestra
X1,...,Xn, cuya distribucién sea conocida y no dependa del valor del parametro 6.

@ Se plantea la ecuacién
P(q1—a2 <Z<qap)=1—a
donde q1_4/2 ¥ a/2 son los cuantiles 1 — /2 y «/2 respectivamente.

© Se resuelve la inecuacién en 6 para obtener los extremos a y b.

@ Se evalua para obtener el intervalo de confianza al (1 — a) x 100 %
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Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

Supongamos que X1,..., X, es una MAS con distribucién normal N'(ux, ag() con ag( conocida.
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Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida
2

Supongamos que X1,..., X, es una MAS con distribucién normal N'(ux, ag() con 0% conocida.

O Se sabe que

Y'n,_/J’IX
z=2m" X N(0,1
ox/vn 1

@ La densidad de Z ~ N(0,1) es:

Planteo
]P(Zl_a/g <Z<za/2) =1l—-«a

Xn—pux
Pl 240 < —F——F—— < 2z, =1-
(Z/2 ox/vn Z/2> “
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

Xn —px
ox/vn

—Za/2 < < Za/2

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 28 / 106



SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

<X
—Za/2 ox /\/~

<Za/2

ox ox
a/Q\f < Xn—px < za/Qﬁ
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

<X
—Za/2 ox /\/~

<Za/2
ox ox
a/2f<Xn V‘X<za/2ﬁ

—Xn < —px < Zaj2——

ox ox —_
_za/Q\/ﬁ f —Xn
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

<X
—Za/2 ox /\/~

<Za/2
ox oX
a/2f<Xn MX<Z‘”/2W

—Xn< —Hx < Za/2 =

ox ox —_
_za/Q\/ﬁ f —Xn

ox - oxX -
Za/2ﬁ+Xn > px > *Za/QﬁJan
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

<X
—Za/2 ox /\/~

<Za/2
ox oX
a/2f<Xn ux<za/2ﬁ

—Xn< —Hx < Za/2 =

ox ox —_
_za/Q\/ﬁ f —Xn

ox - oxX -
Za/2ﬁ+Xn > px > *Za/QﬁJan

El estimador por intervalo de confianza de px es

(YH_ a/2f Xn+za/2\/{>

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019

28 / 106



SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 1: IdC para media de poblacién normal con varianza conocida

X
a/2< ox /\/~ <Za/2
ox X
a/2f<Xn ux<za/2ﬁ
—Xn< —Hx < Za/2 =

ox ox —_
_za/Q\/ﬁ f —Xn

ox - oxX -
Za/2ﬁ+Xn > px > *Za/QﬁJan

El estimador por intervalo de confianza de px es

(YH_ a/2f Xn+za/2\/{>

El intervalo de confianza al (1 — «) X 100% de px es

— ox gx
$ﬂ_za/2\/ﬁ zn+za/2\/ﬁ
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Supongamos que X1i,..., Xy es una MAS con distribucién con pardmetros ux y Ug( ynes
grande.
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Supongamos que X1i,..., Xy es una MAS con distribucién con pardmetros ux y Ug( y nes

grande.

@ Se sabe, basindonos en el Teorema Central del Limite, que
Yn —HX
Gx/vn

@ Nos ayudamos de la densidad normal para plantear entonces:

Z= ~ N(0,1)

Planteo
P (Z1—a/2 <zZ< Za/2) Rl-a
X — px
Pl-z4p< = <zap|m1l-a
ox/vn
Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

X, —
*Za/2< An Hx

ox/vn

<Za/2
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Y Xn — px
Zojp < o2
/2 /f

<Za/2

oX ~ X
_Za/Zﬁ < Xnp—px < Za/Qﬁ
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Y Xn — px
Zojp < o2
/2 /f

<Za/2
oX ~ X
_Za/Zﬁ < Xnp—px < Za/Qﬁ

ox ~ X ~
7201/2% 7Xn < —px <Za/2ﬁ 7Xn
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Y Xn — px
Zojp < o2
/2 /f

< Za/2
ox <+ ox
_Za/Zﬁ < Xnp—px < Za/Qﬁ

ox - ox -
7201/2% 7Xn < —px < Za/zﬁ 7Xn

v —
za/2f+Xn > px > za/Q\/—)%jLXn
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Y Xn — px
2o e < DX
/2 /f

<Za/2
oxX Ox
_Za/2ﬁ<X"_NX<Z0‘/2ﬁ

ox - ox -
7201/2% —Xn < —px < Za/zﬁ —Xn

o —
Za/2f+Xn>“X> Za/gix—f—Xn

vn
El estimador por intervalo de confianza de px es

(Yﬂ* a/Z\/f Xn+zoz/2\/{>
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblacién con muestra grande

Y Xn — px
2o e < DX
/2 /f

<Za/2
oxX Ox
_Za/2ﬁ<X"_NX<Z°‘/2ﬁ

ox - ox -
7201/2% —Xn < —px < Za/zﬁ —Xn

g —_ o —
za/gx/—)%JFXn >pux > —za/Q\/—)%jLXn

El estimador por intervalo de confianza de px es

(Yﬂ* a/Z\/f Xn+zoz/2\/{>

El intervalo de confianza aproximado al (1 — a) x 100% de ux es

_ ox ox
(Z‘n— a/2f xn+za/2\/ﬁ)
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 2: IdC para media de poblaciéon con muestra grande - Aplicacién

Supongamos que X1, ..., X, es una MAS con distribucién Ber(px) con pardmetro px
desconocido y que queremos obtener un intervalo de confianza para px al (1 —a) x 100 % con

n > 30.

@ Del Teorema Central del Limite sabemos que

Z:%QN(OJ)

Vpx(1—px)/n
—_———

ox/Vn

También es cierto si tenemos que estimar ox:

Z:%z/\/(o,l)

VPx (1 —px)/n
—_—
Gx/Vn

o Para muestras grandes, el intervalo de confianza al (1 — «) x 100 % para px es

( [Px 1—pX [Px 1—px >
PX — 2a/2 va +Za/2

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 31 / 106



Ejemplo 3: IdC para media de poblacién normal con varianza desconocida

Supongamos que X1i,..., X, es una MAS con distribucién normal /\/'(ux,ag() con ag(

desconocida.
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Ejemplo 3: IdC para media de poblacién normal con varianza desconocida

Supongamos que X1i,..., X, es una MAS con distribucién normal /\/'(ux,ag() con ag(
desconocida.

@ Se sabe que o
Xn —MX
sx/v/n

@ La densidad de T' ~ t,,_1 es t de Student con n — 1 grados de libertad:

~itp—1

N R
—
|

R
N R

tn—1 ;1—‘;= _tn—1 5 tn—1 g
Planteo

P (tnfl;lfa/Z <T< tnfl;a/Q) =1l-«

Yn_NX
P{—t,_1. < ———0rn <tp_1, =l—-«
( n—1;a/2 Sx/\/ﬁ n—1;0/2

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica

17 de marzo de 2019 32 / 106



SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 3: IdC para media de poblacién normal con varianza desconocida

X — px
—tn—1;0/2 < % <tp_1;a/2
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 3: IdC para media de poblacién normal con varianza desconocida

X — px
—tp_1. < ——F— <tp_1.
n—1;a/2 Sx/\/ﬁ n—1;0/2

El estimador por intervalo de confianza de px es

SX

\/ﬁvyn +tn71;a/2

— Sx
(X’ﬂ 7tn71;a/2 ﬁ)
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 3: IdC para media de poblacién normal con varianza desconocida

X — px
—tn_1. < ———— <tp_q,
n—1;a/2 Sx/\/ﬁ n—1;0/2
El estimador por intervalo de confianza de px es

SX
NG

El intervalo de confianza al (1 — a) X 100% de ux es

(Y’ﬂ 7tn71;a/2 7Yn+tn71;a/2

)

— SX _ SX
Tn — tnfl;a/Qﬁvx’ﬂ + tnfl;a/2ﬁ
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Distribucion chi-cuadrado

@ La distribucién de la suma de los cuadrados de d variables aleatorias N'(0, 1) independientes
es una chi-cuadrado con d grados de libertad.

QSiZn~ xi entonces su densidad es

1

—t/2,d/2-1q ‘
29721 (4)2) © (0,400) (t)

fa(t) =
—+o0
donde I'(a) = / e el at
0

0 E(x3) =d
Q@ Var(x3) = 2d.
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Distribucion ¢ de Student

Sean X ~ N(0,1) e Y ~ x7 independientes. La distribucién de

X
VY/n

se llama distribucién t de Student con k grados de libertad.

tr =
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Distribucion ¢ de Student

Sean X ~ N(0,1) e Y ~ x7 independientes. La distribucién de
X
VY/n

se llama distribucién t de Student con k grados de libertad.
Se verifica que:

tr =

o Si T ~ t; entonces

o E(tk) =0
k

o Var(ty) = =5 Yk >2
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Distribucion chi-cuadrado y ¢ de Student

Densidad t de Student

densidad
0.2 0.3 0.4
| |

0.1

0.0

Figura: Densidad t de Student con 1,4, 6,10, 50
y 250 grados de libertad.
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Distribucion chi-cuadrado y ¢ de Student

Densidad t de Student densidad chi cuadrado
< 0 ]
o o
<
™ | o
S
o |
o - 3
S o b}
g ° g o
S
S -
S
o | o |
° T T T T T © T T T T T
-4 -2 0 2 4 0 5 10 15 20
X X
Figura: Densidad ¢ de Student con 1,4,6,10,50 Figura: Densidad x2 con 1,2, ..., 10 grados de
y 250 grados de libertad. libertad.
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Distribucion chi-cuadrado y ¢ de Student

iA qué viene todo esto?
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Distribucion chi-cuadrado y ¢ de Student

iA qué viene todo esto?

La varianza corregida reescalada sigue una distribucién chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

En efecto:
Z(X — Xn)? 2
(n—-1)s% = " (X Xn> )
- § ~ Xn—1

2 2
Ox 9x i=1

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 37 / 106



SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Distribucion chi-cuadrado y ¢ de Student

iA qué viene todo esto?

La varianza corregida reescalada sigue una distribucién chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.
En efecto:

X; — Xn 2
(”—1)53( _1¥( ) i X; Xn 2
% % o

El denominador n — 1 se debe al hecho siguiente: si conocemos el valor de pux tendriamos n
variables aleatorias ZUTM iid, en cambio, al no conocer el valor de px y estimarlo por X, los

grados de libertad son n — 1 ya que tenemos n — 1 variables aleatorias iid 7XiG_XX”

conocemos n — 1 de ellas, se puede deducir facilmente el valor de la restante.

, pues si
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

Supongamos que X1, ..., X, es una MAS con distribucién normal N(/LX,U%) con ux y cr%(
desconocidas.
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

Supongamos que X1, ..., X, es una MAS con distribucién normal N(/LX,U%) con ux y cr%(
desconocidas.
Se quiere hallar un intervalo de confianza al (1 — «) x 100 % para c% .

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 38 / 106



SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

Supongamos que X1, ..., X, es una MAS con distribucién normal N(uX,crg() con ux y 0'%(

desconocidas.
Se quiere hallar un intervalo de confianza al (1 — «) x 100 % para c% .

@ Se sabe que

(n— 1)83{» 9
X=—5— ~Xa1
Ix

2 2
P2) Xn-1; 15 Xn-1 5

Planteo
2 2
P (anl;lfoz/Q <x< anl;oz/2) =l-a

2
5 (n—1)s% 5
P <Xn—1;l—a/2 < o2 < Xn—1ia/2 | = 1-a
X
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

2
9 (n—1)s% 9
anl;lfa/Q < o2 <Xn71;a/2
X
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

2
9 (n—1)s% 9
anl;lfa/Q < o2 < anl;a/2
X
1 ag( S 1
2 2 2
anl;oc/Q (’I’L— 1)SX X'nfl;lfa/Q
(n—1)s% 9 (n—1)s%
S > 0x > 55—
anl;a/2 anl;lfa/Z
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

2
9 (n—1)s% 9
anl;lfa/Q < o2 <Xn71;a/2
X

1 ag( S 1
2 2 2
anl;oc/Q (’I’L— 1)SX X’ﬂfl?lfa/Q

n—1)s3 n — 1)s3
(D (oD%
anl;a/2 anl;lfa/Z

El estimador por intervalo de confianza de og( es

( (n—1)s% (n-— l)s?)()
2 ’ 2
anl;lfa/Q anl;oz/Z
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SSMIUEIELIIN  Intervalos de confianza

Ejemplo 4: IdeC para la varianza de una poblacién normal

2
9 (n—1)s% 9
anl;lfa/Q < o2 <Xn71;a/2
X

1 og( S 1
2 2 2
anl;a/Q (TL— 1)SX X’ﬂfl?lfa/Q

(n—1)s% 9 (n—1)s%
S > 0x > 55—
anl;a/2 anl;lfa/Z

El estimador por intervalo de confianza de og( es

( (n—1)s% (n-— 1)s§(>
2 ’ 2
anl;lfa/Q anl;oz/Z

El intervalo de confianza al (1 — a) x 100% de 0% es
( (n—1)s2 (n— 1)si)
2 v 2
Xn—l;l—a/2 Xn—l;a/Q
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Tests de hipétesis

Plan

© Tests de hipdtesis
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Tests de hipétesis

Introduccién

@ Se basa en datos muestrales para la toma de una decisién sobre la validez de una conjetura,
una hipdtesis, sobre una poblacién: en general un pardmetro como la media y, o la varianza
o2 que estamos considerando.

o Esta hipétesis se llama hipdtesis nula (Hp), la que se supone correcta, y sera elegida a menos
que la muestra nos indique suficiente evidencia para decir lo contrario (se supone “la
inocencia a menos que se pruebe la culpa”).

@ Se tiene dos tipos de hipdtesis nula:
@ Hipdtesis simple: del tipo (Hp) : 0 = 6y como por ejemplo
(Ho): p=5, (Ho): p=0,4, (Ho): o =4
@ Hipdtesis compuestas: del tipo (Hp) : 6 > 609 o (Hp): 6 < 6g como por ejemplo

(Ho): w>5, (Ho): p<0,4, (Ho): o° >4
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Tests de hipétesis

Introduccién

Si la hipdtesis nula no es vélida, realizamos el contraste con una hipdtesis alternativa (H1):

o Es la hipdtesis por la que se inclina el investigador. Se establece en funcién de lo que se
espera descubrir del experimento.

@ Se tiene dos tipos de hipdtesis alternativa:

@ Hipdtesis unilaterales: del tipo (Hy1): 6 >0y o (Hi): 6 < 6y como por ejemplo

(H)): p<3, (H): p>0,4, (H): o> <4
@ Hipétesis bilaterales: del tipo (H1) : 6 # 6y como por ejemplo

(Hi): p#5, (Hi): o° #4

Ejemplo 1

Una empresa produce un tipo de tubos fluorescentes cuya duracién media es de por lo menos

1600 unidades de tiempo. Se quiere contrastar esta afirmacién a partir de los datos obtenidos en
una muestra aleatoria.

o Poblacién: X="unidades de tiempo de un tubo fluorescente”.
o Hipétesis nula (Hp) : p > 1600
o Hipétesis alternativa (Hy) : p < 1600
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Toma de decisién

Una vez que se establecen la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa y que se dispone de la
informacién proporcionada por la muestra, se toma una decisién decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipétesis nula (Hp).
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Toma de decisién

Una vez que se establecen la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa y que se dispone de la
informacién proporcionada por la muestra, se toma una decisién decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipétesis nula (Hp).

La regla de decisién se basa en el cilculo de un “estadistico”, el estadistico de prueba.
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Toma de decisién
Una vez que se establecen la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa y que se dispone de la

informacién proporcionada por la muestra, se toma una decisién decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipétesis nula (Hp).

La regla de decisién se basa en el cilculo de un “estadistico”, el estadistico de prueba.

Mas alld de la decisién que se tome, la misma puede ser equivocada, porque de lo que se dispone
es de una MUESTRA ALEATORIA y nunca se puede tener la certeza de que la hipétesis nula es
la correcta.
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Tests de hipétesis

Toma de decisién

Una vez que se establecen la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa y que se dispone de la
informacién proporcionada por la muestra, se toma una decisién decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipétesis nula (Hp).

La regla de decisién se basa en el cilculo de un “estadistico”, el estadistico de prueba.

Mas alld de la decisién que se tome, la misma puede ser equivocada, porque de lo que se dispone
es de una MUESTRA ALEATORIA y nunca se puede tener la certeza de que la hipétesis nula es
la correcta.

Los tipos de errores que se pueden cometer son dos:

@ error de Tipo |: rechazar la hipétesis nula cuando es correcta (importante). La probabilidad
de cometer un error de tipo | es v (nivel de significacion).

a = P(rechazar (Ho)|(Ho) es correcta)
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Tests de hipétesis

Toma de decisién

Una vez que se establecen la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa y que se dispone de la
informacién proporcionada por la muestra, se toma una decisién decidiendo si se rechazo o no se
rechaza la hipétesis nula (Hp).

La regla de decisién se basa en el cilculo de un “estadistico”, el estadistico de prueba.

Mas alld de la decisién que se tome, la misma puede ser equivocada, porque de lo que se dispone
es de una MUESTRA ALEATORIA y nunca se puede tener la certeza de que la hipétesis nula es
la correcta.

Los tipos de errores que se pueden cometer son dos:

@ error de Tipo |: rechazar la hipétesis nula cuando es correcta (importante). La probabilidad
de cometer un error de tipo | es v (nivel de significacion).

a = P(rechazar (Ho)|(Ho) es correcta)

o error de Tipo Il: no rechazar la hipdtesis nula cuando es incorrecta. La probabilidad de
cometer un error de tipo Il es 3.

B = P(no rechazar (Hy)|(H1) es correcta)

La potencia 7 es la probabilidad de rechazar (Hp) cuando es incorrecta

m =1— 3 = P(rechazar (Hy)|(H1) es correcta)
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Tests de hipétesis

Tabla de contingencia

Prediction \ Reality | (Hop) correcta | (Hp) incorrecta
No rechazar (Ho) Sin error Error de tipo Il
11—« B
Recharzar (Hyp) Error de tipo | Sin error
« 1-2

Los errores de tipo | y Il no se pueden cometer simultaneamente, y se prueba que si uno sube, el
otro baja, es decir

sia f) entonces 8

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 44 / 106



Tests de hipétesis

Estadistico de prueba

o La decisién que se toma se basa en el valor observado del estadistico de prueba. Si los datos
muestrales nos proporcionan una evidencia contraria a la hipétesis nula la rechazaremos.
o Para ello necesitamos:

o la distribucién del estadistico del contraste para la muestra, suponiendo cierta la hipétesis nula.
o el nivel de significacién a que definirad la region de rechazo o regién critica y la region de aceptacion.
Es el riesgo que uno estd dispuesto a correr si se rechaza, erroneamente, la hipétesis nula (Hyp).
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Tests de hipétesis

Estadistico de prueba

Estadistico del contraste, significacion y region de rechazo
I | n

Region de rechazo (RR) y de aceptacion (RA) en contrastes de tamano a
Contraste unilateral derecho _ $ /\
RR

={t:t>T,} RA, = {t To}

Contraste unilateral izquierdo m $

RR, ={t:t< T .} RA, t>Ti o}

Contraste bilateral $

RR, = {t: t<T1 020 t> Tl, 2}
RA, = {t: Th a2 St < Tapa}
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Tests de hipétesis

Estadistico de prueba

Sea X

EAT )

una m.a.s. de una poblacién X con media j y varianza a2, & un nivel de
significacién, z, el cuantil a de N(0,1), 1, la media de la poblacién bajo H;, etc.

Parimetro | Mipstes Tt dates comraste ARy comrane Biaters
Ditos normales X0 . wp,1) z
Varianza conocida a/m
Media Datos no narmales X—kg o N(0,1) {: —E <z
Muestra grande 7V F7m
Berr B ) 3 [
Datos Bernou B ., (0, 1) N T
Muestra grande Veol=my)/ e VPoll—pgl/n
Datas normaes R-ug _,
Varianza descono 7V " a1
da
w2
1) 2
Varianza Datos narmales ﬁi—d ~ Xp—1
(]
. (n—1)s% 2
Desv. Tip Datos normales +ﬂ) ~ Xp—1
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Tests de hipétesis

Procedimiento general

Plantear la hipétesis nula y la hipédtesis alternativa

Calcular el valor del estadistico de prueba E y su distribucién bajo (Hp).

Para un nivel de significacién elegido o definir la regién critica R en la que se rechaza (Hy)
si el estadistico £ € R y no rechazar en caso contrario.

o Dedidir.
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Tests de hipétesis

El p-valor

Suponiendo que (Hp) es cierta, es la probabilidad de obtener un valor del estadistico de la prueba
de hipdtesis que sea al menos tan extremo como el observado, o sea es el menor valor de o para

el cual se puede rechazar (Hp).
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Tests de hipétesis

El p-valor

Suponiendo que (Hp) es cierta, es la probabilidad de obtener un valor del estadistico de la prueba
de hipdtesis que sea al menos tan extremo como el observado, o sea es el menor valor de o para
el cual se puede rechazar (Hp).

Regla del p-valor: Una vez que el p-valor ha sido determinado, sabemos que la hipétesis nula se
rechaza para cualquier nivel de significacién a > p-valor; por el contrario, la hipétesis nula no se
rechaza cuando a < p-valor. Por lo tanto, el p-valor es un indicador del nivel de admisibilidad de
la hipétesis nula: cuanto mayor sea el p-valor, ms confianza podemos tener en la hipdtesis nula. El
uso del p-valor cambia por completo el enfoque en el contraste de hipétesis. Asi, en lugar de fijar
a priori el nivel de significacin, se calcula el p-valor, que nos permite determinar los niveles de
significacidn para los que se rechaza la hipétesis nula. En resumen, se puede usar en el paso 3)
descrito anteriormente como

o Si el p-valor es < a, entonces rechazamos (Hy).

o Si el p-valor es > «, entonces no rechazamos (Hp).
En general, si el p-valor es pequefio tendemos a rechazar (Hyp) y si el p-valor es grande tendemos
a no rechazar (Hp).

Conociendo el valor a*. podemos para cu, er a saber la decision a tomar

Parna <a No rechazamos Ho Sia > a* Rechazamos Hy .
No RechazoHo | Rechazo Ho

o

o
o o

e 7207386

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 49 / 106



Tests de hipétesis

El p-valor

Célculo del p-valor: t valor observado del estadistico del contraste T:

Contraste unilateral derecho | Hy : 0 > 6, E>

p-valor = P(T > t)

Contraste unilateral izquierdo | H; : 0 < 0 E>

p-valor = P(T < t)

p-valor
=areas
izq.+der.

Contraste bilateral | H; : 0 # 0y E>

p-valor = P(T < —|t]) + P(T > |t])
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Tests de normalidad

Plan

@ Tests de normalidad
@ Test de D'Agostino
@ Test de Shapiro-Wilk
@ Test de Kolmogorov-Smirnov
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Test de normalidad de D'Agostino

http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/dagostino.pdf

Sea una muestra X1, ..., X, con distribucién F' (desconocida)

(Ho): F = Normal
{ (H1): F # Normal
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Test de normalidad de D'Agostino

http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/dagostino.pdf

Sea una muestra X1, ..., X, con distribucién F' (desconocida)

(Ho): F = Normal
{ (H1): F # Normal

Estadistico de Prueba:
- ) X

- g Vn3(n—1)s2

donde X (1) < X(9) < X(3) < -+ < X(p,) es la muestra ordenada
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Test de normalidad de D'Agostino

http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/dagostino.pdf

Sea una muestra X1, ..., X, con distribucién F' (desconocida)

(Ho): F = Normal
{ (H1): F # Normal

Estadistico de Prueba:
- ) X

- g Vn3(n—1)s2

donde X (1) < X(9) < X(3) < -+ < X(p,) es la muestra ordenada

IN

Region critica:
E¢ (Kl,a(n)vKQ,a(”))
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Test de normalidad de D'Agostino

Ejemplo:
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Xk 75.02 76.42 77.94 77.74 75.22 77.2 77.74 78.32 75.62 75.58 77.6 77.5
X(k) 75.02 75.22 75.58 75.62 76.42 77.2 775 77.6 77.74 77.74 77.94 78.32
n=12
~ 45,17
X, =76,825 2 =1,395427 E ) =0,27735

T V/123(11)(1,395427273)

a* > 0,2 > 0,1 por lo que no se rechaza la hipétesis de que los datos provengan de una
distribucién normal.
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Test de normalidad de Shapiro-Wilk

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida)

(Ho) : F = Normal
(H1): F # Normal
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Test de normalidad de Shapiro-Wilk

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida)

(Ho) : F = Normal
(H1): F # Normal

Estadistico de Prueba:
k

W =
k

(n/2] 2
n | 2 ai(Xn—it1) — X))

i=1

(n—1)s2

Il
=

donde X (1) < X(9) < X(3) <+ < X(y) es la muestra ordenada y los a; se obtienen de la tabla
http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/tablas/Shapiro%20Wilk.pdf
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Test de normalidad de Shapiro-Wilk

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida)

(Ho) : F = Normal
(H1): F # Normal

Estadistico de Prueba:
k

W =
k

(n/2] 2
n | 2 ai(Xn—it1) — X))

i=1

(n—1)s2

Il
=

donde X (1) < X(9) < X(3) <+ < X(y) es la muestra ordenada y los a; se obtienen de la tabla
http://www.cmat.edu.uy/bioestadistica/archivos/tablas/Shapiro%20Wilk.pdf

Regiodn critica: W < Cq(n)
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Test de Shapiro-Wilk

Ejemplos

o

(2]

http:
//webdelprofesor.ula.ve/ciencias/segninis/Docencia/ANEX0_A_Sahapiro-Wilks.pdf
# Test de normalidad de Shapiro-Wilk

set.seed(10)

x <- rnorm(100) # Creamos una variable normal con 100 valores

x.test <- shapiro.test(x)

print(x.test)

x2 <- runif (100) # Creamos una variable con distribucin uniforme (no normal) cor
x2.test <- shapiro.test(x2)

print(x2.test)
Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9891, p-value = 0.5911
Shapiro-Wilk normality test

data: x2
W = 0.9285, p-value = 4.082e-05
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RSN EIEL I Test de Kolmogorov-Smirnov

El test de Kolmogorov-Smirnov

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida) y sea Fp una distribucién
continua y conocida (incluido sus pardmetros).

{(HO): F=F
(Hi): F#F
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RSN EIEL I Test de Kolmogorov-Smirnov

El test de Kolmogorov-Smirnov

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida) y sea Fp una distribucién
continua y conocida (incluido sus pardmetros).

{(HO): F=F
(Hi): F#F

Estadistico de Prueba:
E = sup{|Fn(t) — Fo()[}
teR
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RSN EIEL I Test de Kolmogorov-Smirnov

El test de Kolmogorov-Smirnov

Sea una muestra X1, ..., Xy, con distribucién F' (desconocida) y sea Fp una distribucién
continua y conocida (incluido sus pardmetros).

{(HO): F=F
(Hi): F#F

Estadistico de Prueba:
E = sup{|Fn(t) — Fo()[}
teR

Regiodn critica: [Dq(n), +00)
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CEITUEIEL I Test de Kolmogorov-Smirnov

Ejemplo Test Kolmogorov-Smirnov

2.2 4.1 3.5 4.5 3.2 3.7 3.0 2.6
3.4 1.6 3.1 3.3 3.8 3.1 4.7 3.7
2.5 4.3 3.4 3.6 2.9 3.3 3.9 3.1
3.3 3.1 3.7 4.4 3.2 4.1 1.9 1.4
4.7 3.8 3.2 2.6 3.9 3.0 4.2 3.5

Probar que los datos si se ajustan a una distribucion nomal con # =35 y =07

Mathias Bour

OBSERVACION

F.REL.ACM

(IMERL)

0.025000
0.050000
0.075000
0.100000
0.150000
0.175000
0.225000
0.325000
0.400000
0.475000
0.550000
0.600000
0.625000
0.700000
0.750000
0.800000
0.850000
0.875000
0.900000
0.925000
0.950000
.000000

-

o

.9568

0068

0.0432
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RSN EIEL I Test de Kolmogorov-Smirnov

Ejemplo Test Kolmogorov-Smirnov

D, =0.1068, Es el mayor valor de las dos dltimas columnas.

D, =0.2150, Para un nivel de significancia & =0.05 y n=40.

Como D, <D, , no se rechaza la hipétesis nula de que los datos se ajustan a una
distribucion normal con =35y ¢=0.7
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Repaso de Algebra Lineal

Plan

© Repaso de Algebra Lineal
@ Matrices y vectores
@ Proyeccién ortogonal
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RECECCRCEWA-CLIENRNEEIIE  Matrices y vectores

Repaso Algebra Lineal: matrices y vectores

o Una matriz con n filas y p columnas se dice que tiene tamafio n X p:

ri1 T2 ... Tlp
T21 T2 ... T

X = . . . . S Mnxp
Tnl Tn2 .. Tnp

Notamos por z;; el elemento que esta en la interseccién de la fila i con la columna j.
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Repaso Algebra Lineal: matrices y vectores

o Una matriz con n filas y p columnas se dice que tiene tamafio n X p:

ri1 T2 ... Tlp
T21 T2 ... T

X = . . . . S Mnxp
Tnl Tn2 .. Tnp

Notamos por z;; el elemento que esta en la interseccién de la fila i con la columna j.

o La traspuesta de una matriz X € My, xp es la matriz X’ € My« definida por m;j =xj;
para todo i, j.

6
Por ejemplo, si X = 1 2 =3 2 entonces X' = ;1 _23 g
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RECECCRCEWA-CLIENRNEEIIE  Matrices y vectores

Repaso Algebra Lineal: matrices y vectores

o Una matriz con n filas y p columnas se dice que tiene tamafio n X p:

ri1 T2 ... Tlp
T21 T2 ... T

X = . . . . S Mnxp
Inl ITn2 cee Inp

Notamos por z;; el elemento que esta en la interseccién de la fila i con la columna j.

o La traspuesta de una matriz X € My, xp es la matriz X’ € My« definida por m;

g = Ty
para todo i, j.
> s o 2 1oe
Por ejemplo, si X = 1 2 -3 2 entonces X' =
6 3 -2 10 3.3 2
0 2 10
@ Un vector columna x es un matriz con una tdnica columna y un vector fila x’ es una matriz
1
con una sola fila. Si x = 4 entoncesx’ = ( 1 4 -3 ).
-3
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RECECCRCEWA-CLIENRNEEIIE  Matrices y vectores

Repaso Algebra Lineal: operaciones

@ Suma de matrices. Si X e Y son dos matrices n X p, entonces sumamos entrada a entrada,
obteniendo una nueva matriz de tamafio n X p. Por ejemplo, si

2 -1 3 0 4 2 5 -1
X = 1 2 -3 2 eY = 8 1 3 4 entonces
6 3 -2 10 2 -3 1 =3
6 1 8 —1
X+Y = 9 3 0 6
8§ 0 -1 7

@ Multiplicaciéon por un escalar. Si X es de tamafio n X py A € R entonces la matriz AX es la
matriz que se obtiene de X multiplicando todas sus entradas por A. Por ejemplo si
2 -1 3 0
X = 1 2 -3 2 entonces
6 3 -2 10

6 -3 9 0
3X = 3 6 -9 6
8 9 -6 30
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RECECCRCEWA-CLIENRNEEIIE  Matrices y vectores

Multiplicaciéon de matrices

Si X = ((zi5)) € MuxpeY = ((¥ij)) € Mpxm entonces la matriz Z = XY € Mpxm y la

entrada ij de Z es
P
zij = Z TikYkj
k=1

. . 2 3 -1 2 =2
Por ejemplo SIX—( 14 ) eY_( 3 9 _4 ) entonces

Z:XY:( 7 10 —14>

13 6 -14

Cuidado con el orden:

@ Observar que en el ejemplo anterior no se puede hacer Y X...

@ Si u € R" es un vector entonces u'u € R pero uu’ € My, xn,...
La traspuesta de una matriz verifica:

o (X+Y)=X"+Y"'

o (aX) =aX'

°o (XYY =Y'X'
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RECECCRCEWA-CLIENRNEEIIE  Matrices y vectores

Interpretacion geométrica de los vectores

xr1
2

Unvector filax’ = (21 @2 ... ©n ) o un vector columna x = . es un punto en
Tn

R’I’L

El producto escalar entre dos vectores x e y de R" se nota por

n
(x,y)=> wiyi =Xy
i=1

Se dice que dos vectores son ortogonales si (x,y) =0

La norma del vector x es
llzl] = /af + 23 +...2% = V(% x)

(6 y) = [xlllylleos(x,y)

Es posible probar que
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Proyeccién ortogonal sobre un vector no nulo

Sea u un vector no nulo. Entonces la proyeccidn ortogonal de x sobre u es el vector

(x,u)  (x,u) u

u=
[[ull? [all [[u

Pu(x) =

Observar que si u es unitario (tiene norma 1) entonces

Py(x) = (x'u)u

La coordenada de Py, (x) es Mull

Por ejemplo si x = ( _31 )

y la coordenada de Py(x) es %

Si {u1,uz2,...,ur} es una base ortogonal de S, entonces la proyeccién ortogonal de x sobre S es
el vector
/ x/ x'uy

Ps(z) = ug + uz + -
[luz]2 [[uz||? H Turl 2
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo

tal que
Ax = \x

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .
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Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo
tal que

Ax = \x
Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .

Una matriz A € M, xn es simétricasi A’ = A.
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo
tal que

Ax = Ax
Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .

Una matriz A € M, xn es simétrica si A’ = A. Una matriz A € M, xn es invertible si exite una

matriz B € My xn tal que AB= BA=1,.
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Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo
tal que
Ax = Ax

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .

Una matriz A € M, xn es simétrica si A’ = A. Una matriz A € M, xn es invertible si exite una

matriz B € My xn tal que AB= BA=1,.
Si A'y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A~L
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo
tal que

Ax = Ax
Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .

Una matriz A € M, xn es simétrica si A’ = A. Una matriz A € M, xn es invertible si exite una

matriz B € My xn tal que AB= BA=1,.
Si A'y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A~L

Una matriz U € My xn, es ortogonal si U es invertibley U'U = UU’ = I,,.
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Sea A € My xn. Decimos que X € R es un valor propio de A si existe un vector x € R™ no nulo
tal que
Ax = Ax

Al vector x se le llama vector propio asociado al valor propio .

Una matriz A € M, xn es simétrica si A’ = A. Una matriz A € M, xn es invertible si exite una

matriz B € My xn tal que AB= BA=1,.
Si A'y B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A~L

Una matriz U € My xn, es ortogonal si U es invertibley U'U = UU’ = I,,.

Si A € My, xn €s una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.
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Algunas propiedades matriciales
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Si A € My, xn es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Si A € My, xn es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Para ver esto:
@ Si A € My, xn es una matriz cualquiera entonces

<A.’E, y) = <1'7 A/y>

Esto es porque (z,y) = z'y
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Si A € My, xn es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Para ver esto:
@ Si A € My, xn es una matriz cualquiera entonces

<A.’E, y) = <1'7 A/y>

Esto es porque (z,y) = z'y
@ Si A € M,,xn es una matriz simétrica entonces

(Az,y) = (z, Ay)
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Si A € My, xn es una matriz simétrica entonces los vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Para ver esto:
@ Si A € My, xn es una matriz cualquiera entonces
(Az,y) = (z,A'y)
Esto es porque (z,y) = z'y

@ Si A € M,,xn es una matriz simétrica entonces

(Az,y) = (z, Ay)

© Sea A simétrica ahora y consideramos wu; vector propio de A asociado a A1 y ug vector
propio de A asociado a A2 entonces

(Aug,u2) = (Aur,u2) = A1 (u1, uz)
que es igual a
(u1, Auz) = (u1, A2u2) = A2 (u1, uz)

Por lo tanto
(A1 — A2)(u1,u2) =0

y al ser A1 # A2 se tiene que up L uo.
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales
Si A € My, xp es una matriz entonces:

o AA" € Muxny A’A € Mypxyp son simétricas. )
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales

Si A € My xp es una matriz entonces:

o AA" € Muxny A’A € Mypxyp son simétricas. J

o rg(A’A) =rg(AA") =rg(A). J

Para probar que rg(A’A) = rg(A) probamos que N(A’A) = N(A) ya que
nu(B) + rg(B) = p siendo p la cantidad de columnas de una matriz B y
nu(B) = dim N(B). Es claro que N(A) C N(A’A) para probar la otra inclusién, si
x € N(A’A) entonces A’ Az = 0 y entonces
0= (A'Az,z) = (Az, Az) = ||Az||? = Az =0

por lo que z € N(A).

Mathias Bourel (IMERL) Material de Nivelacién en Probabilidad - Estadistica 17 de marzo de 2019 67 / 106



Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Algunas propiedades matriciales
Si A € My, xp es una matriz entonces:

o AA" € Muxny A’A € Mypxyp son simétricas. J

o rg(A’A) =rg(AA") =rg(A). J

Para probar que rg(A’A) = rg(A) probamos que N(A’A) = N(A) ya que

nu(B) + rg(B) = p siendo p la cantidad de columnas de una matriz B y

nu(B) = dim N(B). Es claro que N(A) C N(A’A) para probar la otra inclusién, si
x € N(A’A) entonces A’ Az = 0 y entonces

0= (A'Az,z) = (Az, Az) = ||Az||> = Az =0
por lo que z € N(A). Para probar que rg(AA’) = rg(A) usamos que rg(A’) =rg(A) y

hacemos un razonamiento andlogo al anterior.
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Algunas propiedades matriciales
Si A € My, xp es una matriz entonces:

o AA" € Muxny A’A € Mypxyp son simétricas.

o rg(A’A) =rg(AA") =rg(A).

Para probar que rg(A’A) = rg(A) probamos que N(A’A) = N(A) ya que

nu(B) + rg(B) = p siendo p la cantidad de columnas de una matriz B y

nu(B) = dim N(B). Es claro que N(A) C N(A’A) para probar la otra inclusién, si
x € N(A’A) entonces A’ Az = 0 y entonces

0= (A'Az,z) = (Az, Az) = ||Az||> = Az =0
por lo que z € N(A). Para probar que rg(AA’) = rg(A) usamos que rg(A’) =rg(A) y

hacemos un razonamiento andlogo al anterior.

@ Los valores propios de A’ A son no negativos.

En efecto si A es valor propio (A’ Az, x) = A||z||? por un lado, y
(A' Az, x) = (Az, Az) = ||Az||? > 0 por otro. Entonces
|| Az
[J]]?
ya que ||x||2 # O por ser z vector propio y por lo tanto A > 0.
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Descomposicion espectral

Teorema Espectral para matrices simétricas:
Sea A € My, xn simétrica. Entonces A es diagonalizable en una base ortonormal de R" y

podemos escribir:
A=UDU’" con U € My, ortogonal

A1 0 0 ull
7
0 A Ug
A= (u1 uz ... uUn) 2 .
0o ... 0 A Up,
)qu,l
’
)‘QU‘Q n ’
= (u1 u2 ... un) . = z:)\%u,u1
. i=1
Anu;

n
s .. / . s
La descomposicién matricial A = > A;u;u; en suma de n matrices se llama descomposicién
i=1
espectral de A.

n / n
Importante: no confundir con 3 Nu,us = > A=A+ -+ A €R
i=1 i=1
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Descomposicion en valores singulares

Si A€ My xp con n > p tiene rango r entonces A se puede descomponer como
A=UDV’

con

o V € Myx, cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de A’A.

e D € Myx, =diag(o1,...,0r), donde o1 > o2 > -+ > o > 0 donde los r valores
singulares de A corresponden a la raiz cuadrada de los valores propios no nulos de A’ A
(0 =+/Aj Vj=1,...,7), en su diagonal principal ordenados de mayor a menor.

o U € My, xr cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de AA’.

Entonces la descomposicion en valores singulares de A es

r !
A= E oiuiY,
i=1
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Descomposicion en valores singulares

Si A€ My xp con n > p tiene rango r entonces A se puede descomponer como
A=UDV’

con

o V € Myx, cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de A’A.

e D € Myx, =diag(o1,...,0r), donde o1 > o2 > -+ > o > 0 donde los r valores
singulares de A corresponden a la raiz cuadrada de los valores propios no nulos de A’ A
(0 =+/Aj Vj=1,...,7), en su diagonal principal ordenados de mayor a menor.

o U € My, xr cuyas columnas son los vectores propios de norma 1 correspondientes a los
valores propios no nulos de AA’.

Entonces la descomposicion en valores singulares de A es

r !
A= E oiuiY,
i=1

Obs: todo se basa en que AlA y AA’ tienen los mismos valores propios no nulos y que si v es vector propio de A’ A entonces Av es vector propio de
A A’ asociado al mismo valor propio. En efecto, por construccién, si )‘j es valor propio de A" A asociado a w ; entonces )\j es valor propio de AA’

asociado a u ; ya que
Av Asvg

TooN ’ J — J J = Nsws

AA(uJ)_AA< )-A( )_k]u]
o o

J

J

J
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Descomposicién SVD - Ejemplo

Ejemplo: Hallar la descomposicién SVD de A = ( g 3 32 )

13 12 2
© La matriz A’A es 12 13 -2 con valores y subespacios propios
2 =2 8
-2 1 1
2 0, -1 9, 1 <~ 25
1 4 0
5 o 1/vV2  1/V/18
Q@ o D:< o 3 > V= -1/vV/2 -1/V18
0 4/V/18
1/v2
) 3 2 2 1 1/V2
o Haciendo ( o 3 _9 ) ( _16\/5 ) X g = ( 71/\/5 )7

(25 22)(%5%)‘< 20 )
La matritesU:( 711//\?5 %g)

o Por lo tanto

A:< jl/;(% %g >( g g )( 11//\/\/128 :11//\/% 4/?/ﬁ )ZUDV/
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Repaso de Algebra Lineal MEVECEIRTECE]

Descomposicion SVD

Si n > p, entonces podemos considerar A’ € Mpxrn y n > p (como en el caso que demostramos)
A’ =UDV'. Porlo tanto A=VDU’ (jylaU’ esla V' ylaV esla U!). Por ejemplo, sea
y y y d]

1 1
A= 1 0 |.Acdn > p, entonces A’A = ( ? ; ) tiene como valores propios 3y 1
0 1

. . 1 —1
asociados respectivamente a 1)y 1 . Entonces

2/3v3 0
_ B V3 0 1/vV2  1/V2
a= (e e ) (50 V) (s 1)
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Matriz de datos

Plan

© Matriz de datos
o Estudio descriptivo
@ Matriz de varianzas y covarianzas
@ Correlacién entre variables
@ Eliminacién de variables redundantes lineales
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Matriz de datos

o Las estadisticas estdn en todos lados: sondeos, noticias, medicina, biologia,etc. Cuando se
estd en presencia de datos se puede hacer estadistica.
@ Estadistica descriptiva: describir, representar, estructurar, resumir, sintetizar los datos (analisis de
datos - Data Mining)
@ Estadistica inferencial: entender los datos, modelar los datos a partir de una funcién matemdtica y
tomar decisiones. El objetivo consiste principalmente en extender las propiedades observadas en una
muestra a toda la poblacién (Machine Learning).

@ Poblacién, muestra, observacién
o Las variables son las caracteristicas de un individuo y pueden ser

o Cuantitativas

@ continua: edad, precio, concentracién ozono
@ discreta: nombres de especie, cantidad de veces que va al cine por mes...

o Cualitativas
@ ordinal: nivel de satisfaccién, intensidad viento
@ nominal: 0/1, spam/non spam, hincha de qué cuadro
Cuidado que muchas de las estadisticas desriptivas que se verdn a continuacién tienen sentido o
no segln el tipo de variable.
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Matriz de datos

Hay dos maneras de ver la matriz de datos.
X = ((x:;)))=}" 7P € Mpx, matriz de datos (n datos con p variables).
Por filas (individuos):

11
21

Tnl

Ti2 ... Tip individuo 1
To2 ... Ty individuo 2
Tp2 ... Tnp individuo n

Por columnas (caracteristicas):

T11
z21

12
22

Tn2

Mathias Bourel (IMERL)
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a a a

Z1p ror r
Z2p i i
= a a a

b b b

Tnp l l l
e e e

1 2 p
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Matriz de datos

Datos Iris (salida de R):

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species

oG WN -

5.

5.

PSS
s O o N O R

3.

W www
O OO NO U

3.

Datos Airquality (salida de R):

Ozone Solar.R Wind Temp Month Day

41
36
12
18
NA
28

OO WN

190
118
149
313
NA
NA

7.4
8.0
12.6
11.5
14.3
14.9
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67
72
74
62
56
66

5

[S20¢2 B¢ ¢ Bey ]

OO WN -

1.

[ e = =

N ow e e

0.

O O O OO
BN NNDNDN

setosa
setosa
setosa
setosa
setosa
setosa
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Matriz de datos

Para cada una de las variables (columnas) j = 1,...,p tenemos estadisticos de descripcién:

n
@ Media de la variable j: T; = % S xi; €R
i=1

1=

e

. . S22 1 72
@ Varianza de la variable j: si =5 (xij — T5)

=1
@ Desviacién estdndar de la variable j: s;
@ El minimo, el méximo, el rango |Z; maz — Tj,min|
o La moda

El vector de medias de X es el vector X en el cual cada coordenada de X es la media de la
columna j, es decir:

z1
1 & T2 1
X=— X; = = -X'1 €RP
nz ! . n €
=1
Tp

donde 1 es el vector de R™ con todas sus entradas iguales a 1.
Observar que:

@ si T; = 0 entonces s; = ,/%||:z:j||
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Serie estadistica continua

Sea F(x) la proporcién de individuos de la muestra con un valor inferior o igual a z (la
distribucién empirica en z)..

o La mediana es el valor z,, tal que ﬁ(:rm) =0,5
o Cuantiles: F(Q1) = 0,25, F(Q2) = 0,5, F(Q3) = 0,75

o Intervalo intercuantiles: |Q3 — Q1]
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Ejemplo

Datos:

0.07 0.45 0.78 0.85 0.49 -0.72 -0.36 0.55 -0.34 0.57
0.38 0.44 -0.92 0.49 0.84 -0.18 -0.85 0.31 0.00 -0.57

Datos ordenados:

-0.87 -0.82 -0.82 -0.31 -0.13 -0.12 -0.11 -0.08 -0.03 -0.01
-0.01 0.03 0.08 0.21 0.22 0.23 0.40 0.61 0.76 0.99

Histograma:

0.8
|

Density
0.4

0.2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Ejemplo

Boxplot:

1.0

0.5

05

o El valor indicado por la linea negra en el medio de la caja corresponde a la mediana de los
datos

Las extremidas de la caja a los quartiles Q1 y Q3.

Los barras horizontales alrededor de la caja dan el mayor valor inferior a Q3 + 1,5(Q3 — Q1)
y el menor valor superior a Q1 — 1.5(Q3 — Q1).

o Los puntos sefialan valores extremos de los datos (posibles outliers) fuera de este intervalo

Q1 — 1.5(Q3 — Q1),Q3 + 1.5(Q3 — Q1)]
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Pardmetros de posicién y de dispersién

3,5
3,5
3,5
3,5
3,5

S U W N

© Parametros de posicion
o Media o promedio: X = (3,5, 3,5)"
o Mediana: m’ = (%, 3'5;3'5) = (3,5,3,5)"

@ Parametros de dispersion
o Dispersién: d' = (ac(lmaI> — x&mm),zémaz) — xgmm))/ =(6-1,3,5-3,5) = (5,0)

6 6 4
o Varianza: v = (% S (i 771)2, % S (a2 7:1:*2)2) = (2,916,0)’
i=1 i=
o Desvio: es la raiz cuadrada de la varianza.
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Centrar y reducir la matriz de datos

Decimos que los datos de una variable son centrados si les sacamos su media y son
centrados/reducidos si ademas los dividimos por su desvio. Los datos de una variable centrada y
reducida son utiles porque no tienen mas unidades y datos provenientes de variables distintas
pueden ser comparables.

Tij — Zij = Lij — T
85
1 35 1,464 0
2 35 0,878 0
3 35 | -0203 0o
X=114 35 | 7%= o023 o
5 35 0,878 0
6 35 1,464 0

Cuidado que esto tiene sentido si todas las variables son continuas.
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Matriz de datos centrados

La misma se obtiene de la matriz de datos original restando en cada columna la media de la

1
variable correspondiente. Formalmente, si 1 = : € My x1, la matriz de datos centrados es:
1
v —/ 1 / 1 ’
X=X-1X'=X--11'X)=(I,——-11" ) X = PX
n n
N————
=P

Entonces P es simétrica, idempotente (PP = P) y de rango = n — 1 (pues es ortogonal al
subespacio generado por el vector 1).

Ademis:

P 1
S=-X'X=-X'PX
n

S|

Observacion: Se puede definir la matriz de varianzas corregida S = ﬁX’X (n — 1 en lugar de
n) a los efectos de tener un estimador insesgado de la matriz de la poblacién. Este cambio en la
divisién tiene el mismo origen que en el caso univariado: hay n — 1, y no n, desviaciones

n
estandares independientes ya que los vectores de desviacién estan ligados por > (x; — X) = 0.
i=1
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Matriz de datos Matriz de varianzas y covarianzas

Matriz de varianzas y covarianzas

La relacién lineal entre dos variables se mide por la covarianza. La covarianza entre las variables j
y k se define como:

T — T T1k — Th
1 - o 1 Toj — Ty Top — Tk
Cov(xj,xp) = Sjk = — Z(w” —Tj)(xik — T) = — ,
i3 n :
Tnj — @ Tnk — Tk
@ Si suponemos que T; =Ty = 0 y que s; = s;, = 1 (matriz centrada y reducida) entonces:
n
n = 3 (wij — T5) (@i — Tx)
_ _ i=1
Thog =Y (i — T;) @ik — Tx) = : =k
—1 n . n o
’ 1 Zl(wij —75)2, [ L Zl(xik —Ty)?
1= 1=

donde 7, es el coeficiente de correlacién de las variables j y k.

@ Si suponemos que T; = T}, = 0 se tiene que:

-

(zij — T5)(Tik — Tk)
J i=1
cos(xj,xp) = =Tjk

EANEA] L& , [1 & )
P _Zl(mz‘j —%5)2 [ > (@i — Tx)
i=

1
z’xp n

=
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Matriz de varianzas y covarianzas
Propiedades de la covarianza

1 —
Q cov(zj,xy) = g(%‘ﬂ%) —T;Tp
@ cov(xj,xy) es el coeficiente (j, k) de la matriz de varianzas covarianzas

S=13(x; —%)(xi — %
i=1
@ cov(xj, k) = cov(x, Tj).

Q cov(zj,x;) =var(z;) = s?
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(\EHEALNEILEN  Correlacion entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas

Propiedades de la covarianza
1 —
Q cov(zj,xy) = g(zj,xk) —T;Tp
@ cov(xj,xy) es el coeficiente (j, k) de la matriz de varianzas covarianzas

s=1 é(xi —X)(x; — %)’

@ cov(xj, k) = cov(x, Tj).

Q cov(zj,x;) =var(z;) = s?

Propiedades de la correlacion
©Q rjj; =1paratodoj=1,...,p.
Q@ —-1<rj, <1paratodo jk=1,...,p.
@ |rjk| =1 siy solo si existe X € R tal que z; — T; = Az — Tk)

Importante
@ Si la correlacién estd cerca de 1, la misma implica una relacién lineal entre los datos pero no
necesariamente una causa. Por ejemplo en invierno la cantidad de resfrios de una poblacién
puede ser correlada con la cantidad de garrafas vendidas pero ningiin hecho es causante del
otro.
@ Si la correlacién estd cerca de 0, ésto no significa que no haya relacién entre las variables,
solo que no es lineal. Puede ser de otro tipo (cuadrética, logaritmica, etc.)
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(\EHEALNEILEN  Correlacion entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas

Consideramos distintas matrices:
o Matriz de datos:

11 12

x21 x22
X =

Tnl Tn2

o Matriz de varianzas y covarianzas:

n

S=2 36 - H)0x - %) =

=1

@ Matriz de correlaciones:

siendo 7;; =

Mathias Bourel (IMERL)

T1ip
xT2p

Tnp

2
51
s21

812
52

Sp2

X,l
X5
. S Mn)(p
’
Xn
S]_p
82p
. € Mpxyp
2
Sp
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(\EHEALNEILEN  Correlacion entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas en R

Un ejemplo en R. Datos de 150 flores de lirio.

Adjunto los datos: attach(iris)

Considero la parte de la base con las variables independientes x=iris[,1:4]
Célculo la media de cada variable: colMeans(x)

Cilculo la varianza o el desvio de cada variable: apply(x,2,var) ; apply(x,2,sd)
La matriz de varianzas y covarianzas es: S=cov(x) o S=var(x)

La matriz de correlaciones es: R=cor(x)

Buscar los valores y vectores propios de S: eigen(S)
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(\EHEALNEILEN  Correlacion entre variables

Matriz de varianzas y covarianzas - Propiedades

Veamos una serie de propiedades de la matriz de varianzas y covarianzas

s% S12
1 , s21 83
S = *Z(X,‘ —f)(xi —f) =
n <
i=1
Spl Sp2

@ S es simétrica y tiene el mismo rango que X.

@ S es diagonalizable en una base ortonormal de RP.

S1p
S2p
€ Mpxp

<o

@ S es semidefinida positiva, o sea para todo w € RP w’Sw > 0.

@ S tiene todos sus valores propios > 0.
@ det(S) >0, tr(S) > 0.
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(EHEALNEILEM Eliminacion de variables redundantes lineales

Eliminacién de variables redundantes lineales

Veamos como es posible reducir la cantidad de variables de la matriz de datos cuando una
variable es combinacién lineal de otras.

Lema: {w € R? : w'Sw = 0} = N(S). )
Proposicién: N(S) = N(X) J
Dem:

weN(S) & Sw=0r < wX'Xw=0
o Xw)Xw=0«e|Xw||?=0s Xw=0gr < we NX)

Conclusién: si un vector w se encuentra en el nicleo de S, sus coordenadas son los coeficientes de
la combinacién lineal existente entre las variables de la matriz de datos.
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(EHEALNEILEM Eliminacion de variables redundantes lineales

Eliminacién de variables redundantes: ejemplo

Consideremos la siguiente matriz de varianzas y covarianzas (ejemplo 3.3 del libro de Pefia):

0,0947 10,0242 0,0054 0,0594
0,0242 0,0740 0,0285 0,0491
0,0054 0,0285 0,0838 0,0170
0,0594 0,0285 0,0170 0,0543

cuyos valores propios son 0.172, 0.08762, 0.0461 y 0.00005 (el rango es aprox. 3).

Un vector propio asociado al valor propio cero es (0,408, 0,408,0, —0,816) que se puede reescribir
como (0,5,0,5,0,—1) por lo que la 4ta variable de X es el promedio de las dos primeras.

Obs.: El razonamiento anterior se puede extender para cualquier ndmero de valores propios nulos:
si S tiene rango h entonces existen p — h variables redundantes que podemos eliminar y los
vectores asociados a estos valores propios indican la CL de estas variables redundantes (ver
paginas 76 y 77 del libro de Pefa).
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Comparacién de variables

Plan

@ Comparacién de variables
@ Relacidon entre dos series quantitativas
@ Relacién entre dos series cualitativas
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Comparacién de variables

Relacion entre dos series estadisticas

Se observa sobre n individuos dos caracteres (z1,...,2n) € (Y1,-..,Yn). correspondientes a dos
variables x e y. Hay tres casos:

o Las dos variables son cuantitativas (continuas)
o Las dos variables son cualitativas (discretas)

@ Una es cuantitativa y la otra es cualitativa
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Comparacién de variables Relacién entre dos series quantitativas

Dos series continuas

Dibujar la nube de puntos

o
(=]
2
o
o 9 4
8 @
@ = o0Q
5 ° 08 o °
S o 9@ ©%0 o
8 e © 00 o
o
w7 g Cop ]
03§° L S °
8088@88§9 OOS o 6 o
o]
o
T T T T
5 10 15 20

Wind
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Comparacién de variables Relacién entre dos series quantitativas

Dos series continuas

Correlacién lineal:

n n
1 — — 1
n > (zi =) (yi — ) " > Ty —TY
P _ i=1 _ i=1
i L& L& Sz Sy
w2 (@i =) [ 3 (v — 7)?
=1 i=1
cor=0.069
@
o §8
“ 7 OO g’ . .z 7 ye .
@% o Si la correlacién esta cerca de 0, ésto no sig-
oo o g nifica que no haya relacién entre las varia-
%8) éP bles, solo que no es lineal. Puede ser de otro
- q% ésf’ tipo (cuadratica, logaritmica, etc).
‘2900 @gg
o - R
T T T T T
2 -1 0 1 2
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Dos series cualitativas

Podemos querer conocer la opinién de consumidores de tv cable en un barrio de Montevideo en
funcién del cable que tienen, I posibilidades, y su conformidad en cuanto a la programacién, J

posibles opiniones, obteniendose de esta manera una matriz X € My ;.

Cable Poco Conforme  Conforme  Muy conforme  Total
Nuevo Siglo 3 47 178 228
Montecable 24 56 20 100

TCC 12 8 23 43

DirectTV 2 14 88 104

Total 41 125 309 475

3 47 178
24 56 20

X=1 12 & 23 |SMs
2 14 88

Cada persona aparece en una sola casilla de la tabla.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Tabla de contingencias

XY | »n Yj Y7
1
Ty

n.j

Cuadro: Tabla de contingencias

@ Suponemos que [ > J.

@ x1,x2,...,2T] representan las modalidades de la variables X.

® Y1,Y2,...,Ys representan las modalidades de la variables Y.

@ n es la cantidad de individuos

@ n;; es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad i de la variable X y la modalidad
7 de la variable Y.

@ n;. es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad ¢ de la variable X

@ n.; es la cantidad de individuos que cumplen la modalidad j de la variable Y.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

ejemplo

Hotel [Locacidn [Res.Secund[Padres [Amigos [Camping|Grupo Viaje [Otros [Total
Prod. Rurales 195 62 1 499 44| 141 49| 65| 1056
Jefes 700 354 229 959 185 292 119 140 2978
Ejecutivo sup 961 471 633[ 1580 305 360 162 148 4620
Ejecutivo prom| 572 537 279| 1689 206 748 155 112 4298
Empleado 441 404 166 1079 178 434 178 92 2972
Obrero 783 1114 387| 4052 497 1464 525 387 9209
Otras prof. 142 103 210] 1133 132 181 46| 59 2006
Inactivos 741 332 327| 1789 311 236 102 102 3940
Total 4535 3377 2232| 12780 1858 3856 1336| 1105 31079
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Matriz de frecuencias relativas

Podemos trabajar con la matriz F' de frecuencias relativas, pensada como matriz de
probabilidades, que se obtiene de la matriz anterior dividiendo cada casilla de la tabla de
contingencia por n el total de valores observados

XY | yr ... Yj Yy
x1
T4 fzg = n# fi. = n,ri.
Tr :
—
fi=="

e A f;. se le llama frecuencia marginal de la modalidad 1.
o A f.; se le llama frecuencia marginal de la modalidad j.

: n; f . . .. . . .
o Afl= wt= # se le llama frecuencia condicional j sabiendo 1.
i- i

; N4 . ) . . .
o A f]’. = n”_ = J;#J se le llama frecuencia condicional i sabiendo j.
- )
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Distancia entre filas

Cada fila puede considerarse como un punto en el espacio euclideo R”. La idea consistird en
buscar un subespacio de R de dimensién menor donde podamos ver la distancia entre estos
puntos, de manera que las filas que tienen estructura parecidas estén cercas y las que tienen
estructuras muy distintas alejadas.

La distancia euclidea no es una buena medida de proximidad de los puntos en la matriz de
frecuencia F':

A | 0.03 006 015 0.06 | 0.3
B ‘ 0.07 0.14 035 0.14 ‘ 0.7
T[o0o1 02 05 02] 1

Si hacemos la distancia euclidea entre las filas obtenemos un valor alto. Sin embargo las dos filas
tienen exactamente la misma estructura relativa pues si dividimos cada casillero por la frecuencia
relativa de la fila f;. obtenemos:

A|l01 02 05 02]1
B|01 02 05 02]1
La operacién matricial par pasar de una tabla a otra es
_ -1
R= Df F
donde Dy es una matriz diagonal I x I que tiene en su diagonal principal al vector
f=(f1,fo, s f1.)

Esto motiva el poder considerar las tablas de los perfiles fila y columna.
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Tabla de perfiles por filas

Podemos trabajar con la matriz de perfiles filas que se obtiene de la tabla de contingencia
dividiendo cada casilla de la fila 7 por la suma n;. del total de valores observados para ella.

XY | v Y2 fyj Yy
z1 f1. f1. f1. f1. 1
¢ fi- fi- fi- T fi- 1
* In S T3 fro | g
1 fr. fr. fr. fr.

Cuadro: Tabla de perfiles filas; cada fila suma 1
La misma permite comparar la reparticién de los valores de Y en las distintas modalidades de X.

Como todas las filas suman 1, todos los puntos i estdn sobre un hiperplano de dimensién J — 1
de RY.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas
Ejemplo

Hotel

Locacidn

Res.Secund

Padres

Amigos

Camping

Grupo Viaje

Otros Total

Prod. Ruralek

0,184659091

0,058712121

0.00094697|

0.472537879]

0,041666667)0,133522727|

0,046401515,

0,06155303

Jefes

0,235057085

0,118871726|

0,076897246|

0,322028207]

0.06212223[0,098052384

0.039958704]

0.047011417]

Ejecutivo sup

0,208008658

0,101948052]

0,137012987]

0,341991342]

0,066017316|0,077922078|

0,035064935,

0,032034632)

1

1

1
Ejecutivo pret0,133085156|0,124941833|0,064913913(0,392973476(0,047929269|0,174034435)|0,036063285| 0026058632 1
Empleado |0,148384926|0,135935397|0,055854643)0.363055182(0.059892328( 0.14602961|0.059892328)0.030955585 1
Obrero 0,0850255190,120968618|0,042024107)0,440004344(0.053968943|0,158974916[0,057009447(0,042024107 1
Otras prof. |0,070787637]0,051345962/0,104685942(0,564805583(0,065802592(0,090229312|0,022931206)0,029411765] 1
Inactivas 0,188071066/0,084263959(0,082994924|0,454060914| 0,07893401|0,059838477(0,025888325(0,025888325 1
Total 1.2563079138|0,796967669|0.565330733|3.351456926 0.323210747[0.294937493 8

o

1

[u]

2

40

00%
90, - .
80%
Tl
G
5

10% I
0%

[ =
FFF

30

=
F & F

Prod. Rurales

0.476333356)0.938663939|
a

Jefes

Ejecutivo prom
Ejecutivo sup

Empleado

Obrero Inactivos

Otras prof.

El 23 % de los jefes van al hotel y en las otras profesiones el 56 % van a
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Tabla de perfiles por columnas

Podemos trabajar con la matriz de perfiles columnas que se obtiene de la tabla de contingencia
dividiendo cada casilla de la columna j por la suma n.; del total de valores observados para ella.

XY | yn oy oy
1 Jin f15 f1g
fa fj f

2 f21 f25 fag
f2 foj fa

i i1 : fij : fig
fa ’ fj ’ fa

I fn : frj : frr
f1 ) £ ) fg

1 1 1

Cuadro: Tabla de perfiles columnas; cada columna suma 1.

La misma permite comparar la reparticién de los valores de X en las distintas modalidades de Y.

Idem acd: todas las columnas suman 1, todas los puntos j estdn sobre un hiperplano de
dimensién I — 1 de RT.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Ejemplo
Hotel Locacidn Res.Secund [Padres Amigos Camping Grupo Viaje |Otros Total
Prod. Ruraler|0,042998897(0,018359491|0,000448029)0.039045383(0.023681378| 0.03656639|0,036676647|0.058823529|0,256599744
Jefes 0,154355017]0,104826769|0,102598566)0.075039124/0,099569429(0,075726141)0,089071856|0,126696833|0,827883735
Ejecutivo sup|0.211907387|0,139472905|0,283602151)0,123630673|0,164155005|0,093360996|0,121257485|0,133936652|1,271323253
Ejecutivo pre|0,126130099[0,159016879 0.1256[0,132159624|0.110871905)0.193983402|0,116017964|0,101357466] 1.06453734
Empleado 0.09724366) 0,11963281| 0,07437276(0,084428795(0,095801938)0.112551867|0,133233533(0,083257919|0,800523262
Obrero 0,172657111| 0.32987859|0,173387097)0,317057903(0,267491927| 0,37966805|0,392964072|0,350226244/2,383330994
Otras prof.  |0,031312018[0,030500444|0,094086022|0,088654147|0,071044133{0,046939834|0,034431138/0.053393665/0.45036 1401
Inactivos 0.16339581)0.098312111/0.146505376(0,139984351|0.167384284) 0.06120332|0.076347305]0.092307692] 094544025
Total 1 1 1 1 1 1 1 1 8
100%
90% -
80% . . . l -
0% Otros
° B Grupo Vigje
60% Camping
50% mAmigos
40% w Padres
30% Res.Secund
2% w Locacidn
m Hotel
10% .
0%
Jefes Ejecutivo prom Obrero Inactivos
Prod. Rurales  Ejecutivo sup Empleado Otras prof.

El 15,4 % de las personas que van al hotel son jefes. Dentro de las personas que van al hotel hay
una mayoria de ejecutivos superiores, pero estos ultimos prefieren ir en lo de los padres (ver perfil
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Antes de comenzar el estudio debemos ver si las dos variables son independientes.
Recordamos que dos variables X e Y son independientes si para todo par (4,5) se tiene que

P(X ==,Y =y;) = P(X =2)P(Y = y;) (%)
Esto equivale, cuando se puede hablar de probabilidad condicional, a que
@ para todo par (3,7), P(X = z;|Y = y;) = P(X = ;).
@ para todo par (4,7), P(Y = y;|X = z;) = P(Y = y;).
La expresién () que se traduce en la tabla de frecuencias relativas por

fij=fif; Yi=1,...,1,5=1,...,J.
Si no se cumple esta igualdad para todo ¢ y para todo j hay algiin grado de asociacién entre

ambas variables.

Observar que

fig _ Mg
fi n;.
por lo que la propiedad de independencia se traduce como
=2 = ngj = = iy
n n n Ny n
N——

valor observado -
valor tedrico

Por dltimo:
e Si fij > fi.f.; decimos que las modalidades i y j se atraen.
o Si fi; < fi.f.; decimos que las modalidades i y j se repelen.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Se hace necesario definir un test estadistico global que mida de alguna manera la distancia entre
lo observado y lo que uno espera, dado que se cumple la hipdtesis nula de independencia entre las
variables.

(HO): X e Y son independientes
(H1): X e Y no son independientes

El estadistico es:

2

I J nz,mn# I J N2

N :E :E : ( J S ) :E E:(”fwnf.”;l;f-a)
g i [

1=1j5=1 n 1=1j=1

J
Z (fr. observadas - fr esperadas)?
=n
fr. esperadas
El valor n;; es el valor observado en la celda i/j y el cociente % es el valor esperado de la
celda ij bajo (HO). El estadistico x? mide el desvio entre lo que se observa y lo esperado en caso
de independencia y sigue asintoticamente una distribucién x? con (I — 1) x (J — 1) grados de
libertad.
Si el valor de x? es grande entonces tenemos una dependencia grande entre las variables.
Sin embargo al ser un indicador global, es insuficiente para medir las asociaciones entre las
modalidades.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Prueba de independencia entre las variables

Veamos en el ejemplo siguiente por qué se divide por el valor tedrico.

.

ng.n.j

ng.n.j
n

Jugamos a cara o cruz 10 veces. Se gana 1 vez y la diferencia es 4. Jugamos a cara o cruz 100

veces. Se gana 46 veces y la diferencia es 4.

Tebrico | Observado | Diferencia | Diferencia2 D'.er”C'E‘Z
€0rico
5 1 4 16
50 46 4 16 0.32

Claramente no es lo mismo ganar 1 vez en 10 que ganar 46 veces en 100.
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Comparacién de variables Relacién entre dos series cualitativas

Ejemplo

> base=read.table ("vacaciones.csv",sep=",", header=TRUE, row.names=1)

> k=chisqg.test (base)
> k$observed

Locacién Res.Secund Padres Amigos Camping Grupo.Viaje Otros

Hotel
Prod. Rurales 195
Jefes 700
Ejecutivo sup 961
Ejecutivo prom 572
Empleado 441
Obrero 783
Otras prof. 142
Inactivos 741
> k$expected

Hotel

Prod. Rurales 154.0899
Jefes 434.5452
Ejecutivo sup 674.1433
Ejecutivo prom 627.1576
Empleado 433.6697
Obrero 1343.7632
Otras prof. 292.7124
Inactivos 574.9188
>k

62
354
471
537
404

1114
103
332

Locacién Res.Secund

114.
323.
502.
467.
322.
1000.
217.
428.

Pearson's Chi-squared

data: base
X-squared = 2292.148

, df

= 49,

7435
5853
0026
0146
9333
6369
9691
1148

test

1
229
633
273
166
387
210
327

75.
213.
331.
308.
213.
661.
144
282.

499

959
1580
1689
1079
4052
1133
1789

83873 434.
87097 1224.
79446 1899.
66939 1767.
44007 1222.
36259 3786.

.06487 824.

95891 1620.

p-value < 2.2e-16

44
185
305
206
178
497
132
311

Padres

2379
5838
7909
3812
1165
8342
8875
1680

141
292
360
748
434
1464
181
236

Zmigos
63.13099
178.03417
276.19808
256.94791
177.67547
550.54287
119.92497
235.54555

49
119
162
155
178
525

46
102

65
140
148
112

92
387

539
102

Camping Grupo.

131
369.
573.
533.
368
1142
248
488

.0189

4832
2076
2568

.7388
.5691
.8863
.8394

45.
128.
198.
184.
127.
395.

86.
169.

En la primera tabla vemos los n;; y en la segunda tabla los productos n.;n.;/n.

Conclusion: Hay una dependencia significativa entre las variables.
(IMERL

Mathias Bou
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Viaje
39451
01596
60098
75910
75804
86937
23238
36967

37

164
152

327

17 de marzo de 2019

Otros

.54561
105.
.26204
.81348
105.
.42189
.32244
140.

88146

66814

08494
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