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Geoestadistica

D c R?
continuo

Z ={Z(s)}sep un proceso estocastico (campo aleatorio) i.e.,
una colleccion de variables aleatorias indexadas espacialmente
seD Z(s1),Z(s2),...,Z(sy) observados,
Preguntas
e Z(s0) no medida, prediccion Z(sq) de Z(sg), de S5 Z(s)ds?
e estimar la distribucion de probabilidad de Z(s), de p(Z(s))?

e estimacion de la relaciones de dependencia de (Z(s;), Z(s;))?



Estimacion de la media

Hypotesis
e BE(Z(s))=p VseD
e cov(Z (SL),Z(%)) = Cij

Z(s1),Z(s2),...,Z(sy) observados
Estimacion de E(Z(s)) = p ?

restricciones
e estimador lineal : 1 =>"" | \;Z(s;)
e insesgado : E(11) =

e varianza Var(i — p) minima

BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)



Estimacion de la media

(\;) son soluciones de

n n
min Z /\i)\jcij ; Z)\L =1
2,j=1 =1
c11 C12 ... Cln 1 )\1 0
Co21 C22 ... Con 1 )\2 0
CTLI Cn2 Cnn 1 )\TL
1 1 1 m 1
n
A=Y XNZ(s) i Var(i—p)=-m
=1

Necesita conocer a los ¢;;




Proceso estacionario

Definiciones
e / es un proceso de segundo orden si para todos los
s € D,E(Z(s)?) < oo.
e La media de 7 es la funcion
m:D — R
s — m(s) = E(Z(s))

e | a covarianza de Z es la funcion
c:DxD — R
(s,) — cls,t) = Cou(Z(s), Z(1))

Definicion
Z es un proceso gaussiano en D si para cada parte finita de S C D
y cada succesion real a. = (as,5 € S), > . qasZ(s) es una variable

gaussiana.



Proceso de segundo orden

Propiedad

Una funcion de covarianza c es una funcion semi definida positiva,

n n
Vn > 1,Va € R",V(s1,82,...,8n) ZZaiajc(si, sj) >0
i=1 j=1

c es definida positiva si la desigualdad es estricta para a # 0.



Proceso estacionario

Definicion

Z es un proceso aleatorio de segundo orden estacionario en D si la
media m de Z es constante y si la funcion de covarianza c de Z es
invariante por translacion:

VseD m(s)=EZ(s) = n
V(s,t) € D x D c(s,t) =cov(Z(s), Z(t)) = C(t—s)

Definicion
Z es un proceso aleatorio isotropo si es estationario y si su funcion
de covarianza verifica

Vhe R?  C(h)=C(|[]))



Funciones de covarianza

Propiedad
C'(h) la funcion de covarianza de un campo aleatorio estacionario
e YhcR? C(h) = C(—h)
e C(0) = Var(Z(s))
e Yh e R? |C(h)| < C(0)
e C(h) es definida positiva i.e.
VSl ooy 8n, VAL ...u A\ Z” AiX;C(s; —s5) >0

Propiedad

- la suma y el producto de dos funciones definidas positivas es una
funcion definida positiva.

- las combinaciones lineales positivas (y sus limites) de funciones
definidas positivas son definidas positivas.



Funciones de covarianza

Teorema (Bochner)
C'(h) es una funcion definida positiva de R? si

C(h) = [ga cos(w'h)G(dw)

G es una medida positiva.

Teorema (Shoenberg)
C(h) es una foncion definida positiva isotropa en R?
si
C(h) = [pe ™/ G(dt)
G es una medida positiva.



Incrementos estacionarios

Definicion
7 es un proceso con incrementos estacionarios si los incrementos
de Z son estacionarios de segundo orden, i.e.

E(Z(s+h)—2Z(s)) =0 Var(Z(s+ h) — Z(s)) = 2v(h)

La estacionaridad de segundo orden conlleva la estacionaridad de
los incrementos.

Ejemplo: W; movimiento Browniano
-P(Wy=0)=1

-E(Wy) =0, Var(Wp) =t, E(W;W,)=min(t,s)
- los incrementos son independientes

A=W, - Wi, ~ N(0,h)

- E(A?) =0, E(A?A?Jrs) =0, Var(Ai}EL) =h



Variograma

Definicion
El semivariograma de un proceso con incrementos estacionarios es
la funcion

v(h) = %Var(Z(s +h)—Z(s))

Propiedad
-7y(h) 20, 7(0) =0, v(=h) = v(h)

- 1inl||h||~>oo % =0
- si el proceso es estationario de segundo orden

A(h) = C(0) - C(h)

- si limyj,| . 7(h) = £ < +00 entonces el proceso es estacionario
de segundo orden y { = C(0)



Variograma

Definicion
Una combinacion lineal autorizada (CLA) es una combinacion
lineal que verifica:

Var( Z NiZ(si)) < 400

Proposicion
Las combinaciones lineales autorizadas para un proceso con
incrementos estacionarios son las que verifican

Z)\i:O

Propiedad
La funcion variograma ~(h) es condicionalmente definida negativa

i.e.
Vsi,.. .y 8n, YA, p con Yo N =0
Eij Aidjy(si —s5) <0



Variograma

Teorema
Si~ es una funcion continua en R?, que verifica v(0) = 0,
entonces vy es condicionalmente definida negativa es equivalente a

Ya >0 e~ es definida positiva

Funciones variograma admisibles
- pepita y(h) = C
- exponencial y(h) = o?(1 —exp(—|h|/p)) >0 p>0
53|k 1|RP :

a(f——f—:s) si. 0<|h|<p

2 p 2 p

o’ si|h[=p

- gaussiano y(h) = 02(1 —exp(—|h|?/p)) *>>0 p>0
- potencia y(h) = d?|h|* o <2

- esferico y(h) =



Variograma

Clase de Matern

() = I 2V11F(V) (21/1[)/2h>lcu(2y1p/2h)}

IC,, : funcion de Bessel modificada de tercera especie, de orden v

v : parametro que regula la regularidad en 0.
e v =1/2: modelo exponencial

e v — 400 : modelo Gaussiano



Variograma de Matern

Variogrammes de Matern
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Efecto de los parametros

- silo (sill) 0% = limy, oo y(h)
- rango (range) a t.q. ||h]| > a — o? —~(h) <¢
- pepita (nugget) 72 = limy, oy (h)

variogramme théorique

palier

0.5
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° 0.5 portée



Efecto de los parametros

El silo
Si es finito, el proceso Z es estacionario de segundo orden y

o = Var(Z(s))

La escala (scale)

p es una medida de la fuerza de la correlacion, la distancia a partir
de la cual ya no hay correlacion est el rango a. Esta relacionada
con p.

La pepita

- si 72 # 0 el proceso es muy irregular (ruido blanco, error de
medida)

- si 72 = 0, la regularidad del variograma en 0 (parametro v en el
variograma de Matern) indica la regularidad del proceso.



Efectos de los parametros : la escala

L 10




Efectos de los parametros : regularidad




Efectos de los parametros : pepita




Anisotropia

Variograma direccional (direccion 7)

v (h) = %Var(Z(s +Rd) - 2(s)

Si la funcion variograma depende de la direccion el proceso es
anisotropo.

- Anisotropia geometrica
La escala varia segun una elipse.

- Anisotropia zonal
El silo depende de la direccion.



Efecto de los parametros
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Estimacion del variograma

Nube variografica

o _ (2(si) — 2(s5))?
Vij = S dij = |[si — s;l

Nuée variographique
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Estimacion del variograma

Variograma experimental

V(dy) = : Y (Z(si)=2Z(57)* irj € Clk) & (k=1)8 < ||si—s;]

€ ijeC(k)

Variogramme empirique
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Estimacion del variograma

Ajuste
Y022 Variograma admisible, (p, v, 0%, 7%) solucion del problema
K
lpin : 1(7,).,02,V,T2(dk) —A(dy,))?

par un modele

Otros metodos :
maxima verosimilitud,
minimos cuadrados generalizados ...



Lluvias suizas

Cumuls pluviométriques en Suisse

apres le passage du nuage de Tchernobyl
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Lluvias suizas

Histogramme pluies
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Lluvias suizas

Nuée variographique

semivariance
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Lluvias suizas

variogramme par classe
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Lluvias suizas

Variogrammes par directions
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Lluvias suizas

variogramme par classe
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Lluvias suizas

Variogrammes par directions
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