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SOLUCION EXAMEN - 18 de diciembre.

EJERCICIO DE DESARROLLO 1. (25 puntos) Counsidere el siguiente conjunto de nimeros reales
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Definir cota inferior e infimo de un conjunto B C R no vacio.
Probar que A estd acotado inferiormente. Notemos « al infimo de A.
Verificar que o > 0.

Deducir que o = 0.

= a € R es cota inferior de A si se verifica que para todo z € Az > a

= g € R es nimo si es la mayor de las cotas superiores.

. Si n > 0 entonces por propiedades de la desigualdad % > 0 para todo n € N por lo que 0 es

una cota inferior de A.

. Como 0 es cota inferior y el infimo es la mayor de las cotas inferiores entonces se tiene que:

a > 0.
1

. Sea 3 > 0 entonces 7 es también un nimero positivo. Por la propiedad Arquimediana de los

reales existe N > 0 tal que % < N. Entonces 8 > % € A. Por lo que si # > 0 entonces 3 no

es cota inferior. Esto implica que 0 es el infimo de A.

EJERCICIO DE DESARROLLO 2. (25 puntos)

1. Defina primitiva de una funcién f : [a,b] — R y enuncie la regla de Barrow .
2. Calcular
1 sl
/ €% sin L dg y /3 tanxdx
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1. = Decimos que F : [a,b] — R una funcién derivable es una primitiva de f si F'(t) = f(t).
= Si F' es una primitiva de f entonces
b
| st =Fe) - Fla)
a
2. = Aplicando una vez partes obtenemos

Aplicando partes de nuevo:

1 1
/Oexsin?dm:e—g(—l+g/o emsin?d:U).

Despejando llegamos a que
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= Usando la férmula de la tangente de un angulo:

us s
3 tanz 3 sinz
de = ——dz.
T COST = (cosz)

Aplicando sustitucion :

™ 1
3 tanx 3 sinx 2 1 11
dr = ——dr = —du=——|%, = -2.
/Z cos = (cos x)3 2 u? u? ‘§
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EJERCICIO DE DESARROLLO 3. (25 puntos)
1. Enunciar el teorema de Bolzano.
2. Demostrar que existe un nimero ¢ € R tal que es solucién de la ecuacion:

2cos(x) =z —1

3. Sea f: R — R una funcién continua. Considere la siguiente afirmacion:
Si existen a,b € R tales que: lim f(x)=a y lim f(xz) =b entonces [ tiene mdzimo o minimo.
T——00 Tr——+00

Probar o dar un contraejemplo.

1. Dada f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(a).f(b) < 0 entonces existe ¢ € (a,b) tal

que f(c) =0.
2. Considero la funcién g : R — R definida por

g(z) =2cosz —x + 1.

Sabemos que la funci 6n g es continua y que si ¢ es raiz de g entonces serd solucién a la
ecuacion pedida.
Observemos que g(0) = 3 y que g(7) = —7 — 1 luego podemos asegurar usando Bolzano
que g tiene una raiz c.
3. Esto es falso un ejemplo es la funcién f : R — R definida por f(x) = arctanz. Esta funcién
verifica que:

7r 7r
lim f(z)=—= lim f(z)=—-—=
Jm f@)=2 y  lm f)=—
= La funcién es continua y estrictamente creciente pues es la inversa de una funcién continua
y estrictamente creciente (tanx).

s Como la funcién es estrictamente creciente NO tiene ni maximo ni minimo.

EJERCICIO DE DESARROLLO 4. ( 25 puntos)

1. Demuestre que si f es derivable en (a,b) y tiene un minimo relativo en ¢ € (a, b) entonces f’(c) = 0.
2. Considere f : [a,b] — R una funcién continua. Sea ¢ € [a, b]; Demuestre o de un contraejemplo:
a) Si f no es derivable en ¢ entonces ¢ no puede ser un extremo relativo.
b) Si f'(c) =0 entonces c es un extremo relativo.
3. Hallar el rectangulo de mayor drea que puede inscribirse en un semicirculo de radio 1, teniendo la base
inferior en el didmetro.
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1. Supongamos por absurdo que f'(¢) # 0 vamos a suponer que f’(¢) < 0. El otro caso es
completamente analogo. Como ¢ € (a,b) existe € > 0 tal que B(c,€) C (a,b). Definimos una
funcién continua g : B(0,¢) — {0} — R tal que

oty = LN =10)

Por definicién de derivada sabemos que }ILI,H%] g(h) = f'(¢) < 0. El teorema de conservacién
%

del signo implica que existe € < e tal que para todo h € (—¢€,€) se tiene que g(h) < 0.
Luego si 0 < h < € tenemos que ¢+ h > ¢y que

gty = LM =IO o

Multipicando la desigualdad por h concluimos que f(c+ h) — f(c¢) < 0y por lo tanto
O0<h<é= flc+th)<f(e).

Lo que contradice el hecho de que ¢ era minimo relativo.
» f:R— R f(x) = |z| tiene un minimo relativo en 0 y no es derivabale en dicho punto.
» f:R—= R f(z) =23 es estricatemente creciente y f/(x) = 322 que tiene una raiz en 0.

2. Supongamos que nuestro rectangulo tiene 2z de base e y de altura.

2X

Se cumple que por estar inscripto en un semi-circulo
El drea del rectangulo estd dada por A(z,y) = 2zy y sustituyendo el vinculo

Az) = 2x\/1 — 22
donde z € [0, 1].
Derivando llegamos a
22— 4a?
V11— a2

estudiando el signo llegaos a la conclusién que en z = @ se da un maximo del area.

Al(x)

EJERCICIO DE DESARROLLO 5. (25 puntos) Considere la funcién F : R — R

0
F(x)z/ et dt
2

X

1. Justificar la derivabilidad de F y calcular F'(z).
2. Calcular el polinomio de Taylor de grado 3 de F' alrededor del 0.
3. Calcular el siguiente limite justificando cada una de las propiedades utilizadas:

. 3F(x) + 6z + 23
lim ————
z—0 2x3



1. Definamos .
Glz) = / et
0

Sabemos por el Teorema Fundamental del Célculo que G es derivable y G'(z) = e, Se
cumple que F(z) = —G(2z), usando la regla de la cadena F es derivable por ser composicién
de funciones derivables. Ademas:

F'(z) = —G'(22)2 = —2¢ 4

2. Derivando se tiene que :

Fl(z) = —9e 4 F'(z) = 16ze 4" F"(z) = —1667412(—1 + 8x%)

Substituyendo:

F0)=0 F(0)=2 F"(0)=0 y F"(0)=—16

Asi que
8
T3,07F($) = 2z + §x3
3 S _ - r3(x) N _
. Sabemos que F(z) = T30 r(z) + r3(z) y que hn% 5~ = 0. Esto implica que:
T— T

. 3F(z)+6x+23 | 3T3orp(z)(w)+ 62+ 23
lim = lim =
z—0 213 z—0 2x3

Y por lo tanto

, 3F(x)+6x+a®> |, —6r+82°+6r+ad 9
lim = lim ——
x—0 2.%3 x—0 2.%'3 2




