1. Ecuacién diferencial lineal con coeficien-
tes constantes y variables
Sea x : I C R — R un funcién definida en el intervalo I, diremos que

x satisface una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de primer orden con
coeficiente constante si

dx(t)
dt

= ax(t) + g(t). (1)

Si g(t) = 0, diremos que la ecuacién es homogénea. Y si consideramos el valor
inicial 2(0) = x¢ entonces podemos considerar la EDO

dx(t)
= ) )

z(0) = . (3)

La solucion para esta tltima ecuacién puede obtenerse de manera muy sen-
cilla por cuadraturas o separando variables

dz

— = adt = que implica logz(t) = at +log C' = z(t) = Ce™.

x
Y como se debe satisfacer la condicién inicial se desprende que z(t) = zge®.
Por inspeccion se puede ver que efectivamente esta funciéon es solucién de
(2).

Para resolver (1) con la condicién inicila z(0) = zy podemos usar el

método de variacién de constantes suponemos z(t) = C(t)e* y derivando se
obtiene

de(t) _ dO(t)
dt  dt

e igualando obtenemos %ﬁt) = e "g(t) integrando C(t) = ¢+ fot e "g(u)du.

De aqui se concluye que

+ C(t)ae™,

t
z(t) = (c +/ e "g(u)du)e™,
0
luego evaluando en cero se verifica que z(t) = (2o + fg e”"g(u)du))e™.

1.1. Movimiento circular uniforme

Si r(t) denota la posicién de una particula que se mueve en una circunfe-
rencia de radio R. Denotemos por 6(t) el angulo. Si la velocidad angular es
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constante w entonces # satisface la EDO lineal de primer orden %g) =wy

si consideramos que la particula parte del reposo entonces #(0) = 0. Por lo
desarrollado anteriormente se tiene que 0(t) = wt. De esta forma

r(t) = (R cos wt

. = Rcoswte; + Rsinwte,.
Rsinwt

Hemos denotado por e; los vectores de la base canénica de R2. Derivando el

vector se tiene
t) dr(t) —Rsinwt
v(t) = —~> =w .
dt RcoswT

Obteniendo entonces ||v(t)|| = Rw. Finalmente podemos calcular la acelera-
cién Pr(t) A
r(t coswt
t) = = —w? = —wr(t
a(t) dt? “ (Rsinwt) wrr(t),
ast ||a(t)]| = Rw? y el vector aceleracién estd dirigido hacia el centro.

La velocidad angular tiene una relacién sencilla con la frecuencia ordina-
ria. En efecto w designa el nimero de radianes barridos por unidad de tiempo

y entonces

2 1
27rf:wo—7T:T:—,
w f

arriba f es la frecuencia del movimiento y 71" es el periodo.

1.2. Segunda ley de Newton.

Ahora tenemos la posicion de una particula en el espacio que describe un
movimiento. Su posicion esta representada por el vector

La particula se mueve en un campo de fuerzas una funcién F : O C R® — R?
y que vale F'(z,y,z) en el punto (x,y, z) denotamos entonces

F,
F(z,y,z) = | F,
F,

El campo se puede representar por medio de lineas de fuerza. En dimensién
dos es facil representarlo.



La segunda ley de Newton establece que la aceleracion de una particula de

masa M que se mueve en un campo de fuerzas I’ experimenta una aceleracién
d’r(t) _ .
—z = a(t) que verifica

d*r(t)

Ma(t) = F(x(t), y(t), (1)) = M

=F.

Existen diversas fuerzas en la naturaleza
» Fuerza gravitatoria

= Fuerza electrostatica

= Fuerza magnética

» Fuerzas nuecleares, etc

1. Particula en un campo eléctrico constante Vamos a estudiar el movi-
miento de una particula en un campo eléctrico constante en este caso

E, B
E=|E, | =|E
E. Es

E
dr(t !
&) _ | B,
dt? E
3
Aqui ¢ es la carga. Luego
cr(t) ¢ gl
2~ a7 | 2
dt M o

es la posicién de la particula podemos escribir la EDO como

xgtg , gl
AN
g(t) M\ g,



Para resolver este sistema debemos dar dos condiciones iniciales la po-
sicién inicial r(0) = ry y la velocidad inicial v(0) = vy. Una integracién
inmediata nos conduce a la solucion
2
q -t
r(t) = —E— + vot 4+ rg.
®) M 2
La introduccién de condiciones iniciales es importante para garantizar
la existencia y la unicidad de la solucién.

. Particula en un campo eléctrico uniforme alterno.

Suponemos que el campo solo posee componente en el eje z la cual se
escribe
— 0
E = E sinwtey,

donde w = 27 f es la frecuencia angular y EY es la amplitud. La ecuacién
del movimiento sélo tiene efecto en el eje x y es en este caso

d*x q
— = —F,sinwt, x(0) =z, v(0) = vy,
= LE, (0) = 0, v(0) = vo
observar que hemos suprimido el supraindice 0 en la amplitud. De esta
manera integrando se obtiene

(1) = — 15 ot + gt +
x(t) = — sinwt + v xg.
Mo? 0 0
Derivando se tiene
dx(t) qE,
v(t) = = — cos wt + vg.
D=0 = "M o
Si suponemos que la vy = 0 entonces se ve que v(0) = —% quedando
la expresion para la posicion
ECC . xX
z(t) = _;]/[wz sin wt + ;Iwwt + .

Este resultado resulta inesperado: con la condicién inicial vy = 0, el
movimiento se compone de una oscilacion superpuesta a una velocidad

E
constante de valor ‘JZM”.
w

. Particula cargada en un campo magnético constante.

Una cosa interesante de este ejemplo es que nos permite introducir un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales. La ecuacion que arroja la
segunda ley de Newton es

d’r dv ¢
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Déjenme detallar los objetos que aparecen en la ecuacién anterior, v es
la velocidad de la particula, B es el campo magnético c es la velocidad
de la luz y x denota el producto vectorial entre dos vectores. El término
v X B expresa la fuerza ejercida por el campo magnético.

Supongamos que el campo magnético esta dirigido a lo largo del eje z,
es decir posee la siguiente representacion

0
B=1]0
B.

De esta manera si usamos la definicion del producto vectorial se obtiene
v X B = B,v,e; — B,vge,

donde, de nuevo, los e; denotan los vectores de la base candnica de
R3. Por consiguiente la ecuacién (4) se transforma en el sistema de
ecuaciones siguientes

. q
T = i sz
v Me v
. q
Vy = —m ’UyBZ (5)
v, = 0

Como veremos mas adelante las soluciones de este sistema pueden ex-
presarse de la forma

V(1) = vy sinwt vy (t) = vy coswt UV, = Uy

substituyendo en (5) se verifica que

qB;
= = We,
Mc

w

la constante w, recibe el nombre de velocidad ciclotrénica y es la velo-
cidad angular del movimiento. ;Qué aspecto tiene la trayectoria? Inte-
grando las velocidades y debido a que la aceleracion es cero en el eje z
se ve que

v
() = xo— — coswet
We

y(t) = yo+ N gin wet

C

2(t) = zo+ v.ot.



Vemos asi que la proyecciéon del movimiento en el plano (z,y) es una
circunferencia centrada en (zg, yp) y cuyo radio es p = - El movimien-
to completo de la particula es una hélice que tiene como eje la direccion
de B (en nuestro caso el eje z) y la componente de velocidad en ese eje
es constante.

2. Oscilador Armodnico

El oscilador armonico es un ejemplo de excepcional importancia debido a
que sirve de de modelo exacto o aproximado para muchos problemas en fisica
clasica o cudntica. Los sistemas cldsicos que son casos reales de un oscilador
armoénico incluyen cualquier sistema estable que se desplaza ligeramente de
su punto de equilibrio. Podemos citar a manera de ejemplo.

1. Un péndulo simple, en el limite correspondiente a angulos de oscilacién
pequenos.

2. Una masa sujeta a un resorte, en el limite de amplitudes de oscilacién
pequenas.

3. Un circuito eléctrico compuesto de una induccién y un condensador,
para corrientes o voltajes lo suficientemente pequenos de tal forma que
los elementos del circuito mantengan una respuesta lineal.

2.1. Péndulo simple

El grafico de abajo esquematiza un péndulo simple. Una particula de
masa M atada a una varilla de longitud L que gira libremente alrededor del
extremo superior.

Cuando la varilla se desvia un angulo 6, el extremo inferior se eleva la
distancia h = L — Lcos@. La energia potencial de la masa M en el campo
gravitatorio terrestre es U(h) = MgL(1 — cos#). La energia cinética del
péndulo es K = 1 Mv? = %MLQQQ. La energia total es

1 .
E=FEC+EP= 5ML292 + MgL(1 — cos ).

Por la ley de conservacion de la energia sabemos que esta cantidad de-
be permanecer constante. Ahora bien sabemos que para angulos pequenos
cosf=1-— %92. Asi que para 0 ~ 0 la ecuacién de la energia total deviene

1 1
E = 5ML292 + 5MgL92.



Figura 1: Péndulo simple

Despejando se obtiene

40 [2E — MgLo®\ ? [ 2E
(22 IR Dy (2 g2 (6)
dt ML? )\ gL

Si designamos por +6, la amplitud de la oscilacion. Resulta que en estos
angulos el péndulo esta en reposo y por consiguiente su energia cinética es
cero. Asi

1 2F
E=_-MgLt® = 05 = —.
5 Mg 0° = 0 Mol
Luego (6) se escribe
do g.1 1
&= (e - o)
Separando variables obtenemos la expresion
do g

@i L

Esta ecuacién admite solucion por cuadraturas. En efecto

© dy g1
/ o
01 ( 0 90) L
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Integrando y despejando obtenemos
0 1 0
% sin [(%)515 + arcsin 9_(1)}

Expresion que admite la escritura
0 = 0y sin(wot + ).

1 .
Donde wy = (£)2 y ¢ = arcsin g—é. La constante ¢ es una constante de mo-
vimiento. Aunque posee dimensiones de angulo no tiene explicacion simple.
De esta manera para un péndulo se tienen tres magnitudes angulares 6, 6,

y ¢.

= 0y es la amplitud maxima de la oscilacién.
= (; es el angulo en el cual se inicié el movimiento.

= ¢ no es un angulo particular. Se deduce de 6y y 6, y su contribucion es
corregir adecuadamente a 6 = 6, sinwyt, si el movimiento no se inicid
en 6; =0.

Por otra parte wq esta relacionada con la frecuencia de la oscilacion libre del
péndulo de la siguiente manera

=

(1)

wWo
= 2r 27
Una vez establecidas las caracteristicas basicas de la oscilacion del péndu-
lo podemos obtener su ecuacién a partir de consideraciones mecanicas. La

siguiente ecuacion expresa que la variacion del momento cinético es propor-
cional al momento de la fuerza

ML* = —LMgsin#.
De esta forma se obtiene la siguiente EDO.

é—l—%sin@:O.

Para angulos pequenos (cerca del punto de equilibrio) la ecuacion se trans-
forma en
0+ wih = 0.

Para resolverla recordemos la identidad de Euler e’ = cosa + isina. Si
postulamos una solucién

H — goei(wot+¢)’
es inmediato verificar que satisface la ecuacién. Asi la parte real e imaginaria
son soluciones y encontramos que la solucién tiene la forma que obtuvimos
anteriormente si usamos por ejemplo la parte imaginaria.

0 = Oy sin(wot + ).
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2.2. Otros modelos

Dos modelos satisfacen la ecuacién lineal para el péndulo que acabamos
de deducir. El primero es el de un cuerpo de masa M atado a un resorte.

Figura 2: Sistema Masa-Resorte

En este caso la fuerza restauradora aplicada el resorte resulta ser F, =
—Cz donde C' es la constante del resorte y x es la posicién del cuerpo en el
eje z. De nuevo aplicamos la segunda ley de Newton y obtenemos la ecuacion

C
M.ﬁi:—C’aj:>9'é+Mx:0.

Si denotamos w3 = %, la solucién al igual que antes se busca de la forma

x(t) = Asin(wot + ¢).
Si substituimos t = 0 obtenemos las siguientes dos ecuaciones.
To = Asin ¢ y vy = woA cos ¢.

De estas dos relaciones se pueden obtener tanto A como ¢.

Pasamos ahora a estudiar un segundo modelo: Circuito L — C' esquema-
tizado en el siguiente gréfico.

El modelo lo constituye un circuito formado un condensador C' y una
bobina L. Por el circuito pasa una corriente de intensidad I. Si denotamos
por () a la carga se tiene que la intensidad de corriente I verifica que % = CZQT?,
y la ecuacion del circuito resulta

?Q 1
La solucién general la obtendremos en el curso y consistird en encontrar una
solucién de la ecuacion homogénea V' = 0 al que se le anadird una soluciéon
particular.



Figura 3: Circuito LC

2.3. Oscilador Armoénico amortiguado

En la naturaleza no existen moviles perpetuos, siempre aparecen fuerzas
que de una manera u otra amortiguan el movimiento hasta llevar el mévil al
reposo si una fuerza externa no lo perturba. Incluiremos entonces una fuerza
amortiguadora que en el caso de una masa con un resorte se escribe

Fresorte + Frozamiento = —Cl’ - ’Yx
Asi la ecuacion queda
i+ i+ wir =0
T
Aqui - =Ly wi = % Buscamos una ecuacién de la forma

Bt

x(t) = xoe ' sinwt.

Al substituir en la ecuacién se obtiene
1

2
2wyt

[SII

)’

x(t) = Toe” 7 sin (wot[l —( ) .
En el régimen de amortiguamiento débil i.e. 1 << wr, se tiene
t .
x(t) = xoe” 27 sinwyt.
La ecuacion para el oscilador forzado
1
i+ -7+ wiz = F(t).
T

También puede ser resuelta para F'(t) = Fysinwyt.
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3. Ecuacion del calor

En el curso también estudiaremos la solucion de algunas ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales (EDP). En esta seccién hablaremos de la
ecuacién del calor en una barra infinita. Denotaremos por u(t, z) la tempe-
ratura de la barra en el punto x en el instante t. La temperatura satisface la
ecuacion de difusién siguiente

ou 1 0%u N
uw0,z) = f(z)

Para resolver este problema de valores iniciales debemos introducir la trans-
formada de Fourier de una funcién g : R — R integrable, esto es ||g||1 =
Je lg(x)|dz < +o0. Asi la transformada de Fourier de la funcién g es una
funcién que denotamos por ¢ y que se define como

o) = [ gy,

se ve que esta funcién es continua y acotada y sup, [g(7)| < [[g]l;. Ademas
se cumple que

mnzéa@m'

Sila funcién ¢ existe y [, |¢'(z)|dz < 400, podemos calcular su transformada
de Fourier, en efecto

/ e gl (z)dx = e g(x)|, + iy / e " g(x)dr = ivg(v).
R R

El primer sumando de la derecha se anula pues como [, |g(z)|dz < 400, la
funcién g debe tender a cero cuando x — co.
De igual manera

/ e g" (x)dx = —*g().
R

Intentemos ahora resolver la ecuacién del calor.
Aplicando esta transformada a nuestra funcién de temperatura.

a(t,y) :/e_iwu(t,x)dx.
R
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De esta forma si tomamos trasformada de Fourier a ambos lados de la
ecuacion (7) se obtiene la relacién
ot 1

— = —=~%u(t,v).
5 27'&(,7)

La variable aqui es el tiempo t y 7 resulta un parametro fijo. Luego podemos
separar variables y obtener

di 1,
— 2t
a 27

Integrando esta EDO lineal de primer orden obtenemos

2
~

a(t,y) = a(0,v)e ="

Para conseguir el primer término del lado derecho basta ver que

i0.9) = [ e mu.pds = [ e pa)ds = o),
R R
La solucién entonces satisface

W2

a(t,y) = f(y)e =" (8)
;,Cémo obtener de esta transformada la solucién como funcién de la varia-
ble 27 Tradicionalmente se debe aplicar una férmula de inversion que permite
obtener la funcion a partir de la transformada. Nosotros tomaremos otra via
mas elemental.
En primer lugar debemos introducir la operacién convolucion entre dos
funciones integrables. La convolucion de dos funciones f y g absolutamente
integrables es la funcién f * g definida por

fglx) = / £z - 1)9(y)dy.

Es inmediato ver que la funcion f * g es también integrable y se verifica que
I1f*glli < |Ifllillg|l1, ademé&s la convolucién es una operacién conmutativa.
Una propiedad muy importante es la que verifica la transformada de Fourier
de la convolucién esta es

—

Frg(v) = f(1)i0).

En efecto

—
*
Q
—~
2
|
%\
Q)
!
£
8
&h
*
=
&
4
3
I
%\

e~ E) =y / f(x — y)g(y)dyde
R



L@eiwwﬂyw/eiWwwfun—wd@dyzf%wgwy

R
Podemos ahora aplicar este resultado a nuestro problema. En vista de la
relacion (8) y el teorema de convolucion, sabemos que si existe una funcién

2
pi(x) cuya transformada es py(7) = e~ =, se satisface
ut.) = £+ (o) = [ mle = )W)y
R

En lo que sigue encontraremos esta funcion. Para ello introduzcamos las
funciones

1 , 2
g(v) = e e 2tdx, v h(y) = V2mwtg(7y).
9(7) o /R y h(v) 9(7)
322
Observemos que g es la transformada de Fourier de la funcion \/%me_ﬁ.
Calculando la derivada de h obtenemos

dh 2 o2 :
— = —z'/ re 2e My = it/(e%)'e”“d:ﬁ = —tyh(y).
dry R R

Se cumple asi la EDO de primer orden

dh

cuya solucion es

’y2

h(y) = h(0)e~ 2"

22
h(0) :/e_ﬂdx.
R

Para calcular esta integral hagamos el cambio u =

Vitdu = dx y asi

Pero por definicién

T

7 de lo cual se obtiene

h(0) = ﬂ/ =5 du = V2.

La tltima igualdad viene del calculo de la integral de la Gaussiana. De esta

2
forma h(y) = v2rte= 2t de lo que se concluye que
2
A o
g(v) =e 7"
luego, resulta inmediato que
1 o2




utr) = = [ F f)ay

Mas adelante en el curso volveremos a esta y otras EDP.

4. Circuito RLC

Ahora podemos estudiar con la herramienta de la transformada de Fourier
la circulacion de la corriente f en el siguiente circuito.

Figura 4: Circuito RLC

La ecuacién diferencial asociada es
. ) d
Af+Bf+Cf=d—::e,t>0, 9)

La constante A denota la inductancia de la bobina, C' es capacitancia del
condensador y B es la resistencia. Buscamos esta vez la solucién usando la
transformada de Fourier y suponemos que f se anula para t < 0 y también
esta funciéon y su derivada se anulan cuando ¢t — oo. De esta forma su
transformada de Fourier de f es

fly) = /Ooo ftyetdt = —£(0) +ivf (7).

Ademas

F() = =F(0) = ivf(0) = 4*f(7)-
Al tomar transformada en la ecuacién (9) y aplicar los resultados ante-
riores obtenemos

[—Ay? + Biy 4 C|f(v) = [Aiy + B]f(0) + Af(0) + é.
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Denotemos por
D = —Av*+ Biy + C.

Despejando se obtiene

[Aiy + B]
D

- A 1.
f) = FO) + B 70) + 2.
Para simplificar supongamos que f(0) =0, f(0)=0y A=1, B=2,C = 2.
De esta forma ]
con

D=—+2yi+2=(1+i(y— 1)1 +i(y+1)).

Usando descomposicion en fracciones simples

11 v 1
D 2 [1+i(y+1) 1+i(y—1)]"

esta suma de fracciones se puede escribir

1 1 [ A . ) 0 A
= = —./ [0t _ o= (DY o=t gy — / e tsinte "dt.
D 2 ) 0

Ahora bien usando el teorema de convolucion se concluye

f(t) = /0 e sin(t — s)é(s)ds. (10)

Esta férmula se deduce de lo siguiente. Usando que é(s) = 0 para s < 0
entonces

f(t) = /000 é(t — s)e”* sin sds,

pero t > s por la restriccion impuesta a la corriente. Luego

f(t) = /Ot é(t — s)e *sinsds,

y la integral de la derecha es igual a (10).
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