5. ANALISIS DE COMPONENTES
PRINCIPALES (ACP)

Una técnica que busca
describir la estructura

multivariada de los datos
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Analisis de componentes principales (ACP)

Origenes: Karl Pearson (1901) Aplicaciones a 2- o 3-
variables. Hotelling (1933)

Desarrollo: Vinculado a la expansién computacional de
finales del siglo XX.

Objetivo: Transformar p variables X,, X;,.....X, en p nuevas
variables Z,, Z,,.....,Z, no correlacionadas, denominadas
componentes principales, que son combinaciones
lineales de las variables originales.

La no correlacion de las nuevas variables puede
interpretarse como que éstas “miden diferentes dimensiones”
de los datos originales.
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Analisis de componentes principales (ACP)

O

Las nuevas variables Z; se ordenan en funciéon de la
varianza explicada, de modo que:

s(21)= 52(Zy) = -+ = 52(Z,,)

Esto, en muchos casos, permite reducir el nimero de
variables originales a un nimero menor de
componentes principales, facilitando la interpretacion.
No obstante, debe sefalarse que no siempre es posible
reducir el numero de variables (ej. Variables originales
no correlacionadas, variables de distinta naturaleza:
unidades y magnitud).
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Analisis de componentes principales (ACP)

O

O

Origenes: Karl Pearson (1901) Aplicaciones a 2- o 3 variables

Ejemplo: 2-Variables

Problema: Sea un proceso en el cual el test de control de calidad de
la concentracidon de un compuesto quimico en una solucion fue
efectuado por dos métodos diferentes.

Obs. No. Método 1 Método 2
(Estandar) (Alternativa)

1 10,0 10,7

2 10,4 9.8

3 97 10,0

s oo Hipotesis: Los métodos son intercambiables.
6 11,0 10,8 .z . .

7 8.7 88 La eleccién de n=15 es por conveniencia, las
8 95 93 . . -

o 2 técnicas de control de calidad requieren

11 105 10,4

- o s normalmente un n mayor.

13 11,3 11,6

14 10,1 98

15 8,5 9,2
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Analisis de componentes principales (ACP)

¢Qué podemos hacer con los
datos?

Existen oo alternativas a0

12,0
Representacién grafica. o . -
Facil deteccién de “anomalias” £ 100 P

o *
~ ’ = - . o
para muestras pequefias, asi 00 .
como una rapida indicacién de 80
la relacién entre los dos métodos. 7.0 ‘ ‘ ‘ ‘
7.0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0
Método 1

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
Ing. Luis Silveira, Ph.D.

Analisis de componentes principales (ACP)

Regresidn. (En qué medida es posible predecir los
resultados de un método a partir del otro?

Sin embargo, el requerimiento de que esos dos
métodos sean intercambiables - prediciendo en
ambas direcciones — conduce a dos ecuaciones
diferentes.

Minimos cuadrados

Método 1 = f (Método 2) Minimiza variabilidad método 1
Método 2 = f (Método 1) Minimiza variabilidad método 2
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Analisis de componentes principales (ACP)

|
Se requiere una simple ecuacién predictiva que pueda ser
utilizada en ambas direcciones.

Se podria invertir cualquiera de las dos ecuaciones de
regresion, pero écual? Y écudles son las consecuencias
técnicas de hacer esto?

La linea que cumple el requisito perseguido se denomina
Linea de Regresion Ortogonal, que minimiza las
desviaciones perpendiculares respecto a la linea. Esta linea
se obtiene por el método de componentes principales y
fue la primer aplicacion del ACP (Karl Pearson, 1901).
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Analisis de componentes principales (ACP)

O Vectores y valores propios

El analisis por componentes principales se basa
en una transformacioén lineal de las

observaciones originales, conocida en el campo
del algebra vectorial como generacion de
vectores y valores propios.
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Analisis de componentes principales (ACP)

O Dada S = matriz de covarianza (2 x 2), simétrica,
puede reducirse a una matriz diagonal L premultiplicando y
posmultiplicando por una matriz ortonormal U.

Uu'sus=L

O Los elementos de la diagonal de la matriz L (4, I,) son los
valores propios de S. Las columnas de U (uy, u,) son los
vectores propios de S.

O A cada valor propio corresponde un vector propio.
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Analisis de componentes principales (ACP)

Propiedades

O La suma algebraica de los valores propios, es
igual a la suma de los valores de la diagonal principal
de la matriz original S.

O =) es igual a la suma de
las varianzas de las variables, o sea - segun
definicidon - es la variacion total.
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Analisis de componentes principales (ACP)

O Los valores propios se determinan resolviendo la
ecuacion o polinomio caracteristico de igual orden a la
dimensidn de la matriz dada por el determinante

|S—1|=0

O Para determinar los vectores propios se establece la
condicion de que estos estén normalizados. Esto
equivale a que la suma de los cuadrados de los
elementos del vector debe ser 1.
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Analisis de componentes principales (ACP)

|
En el ejemplo bajo consideracion:

[0.745 0.634
~10.634  0.685

[s-uu=0
lots ows-ls sl

0.745-1 0634 Tu, | [0 ;
0.634  0.685—1|u,| |0 (1
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Analisis de componentes principales (ACP)

|
Operando [1] (resolviendo y sustituyendo):
(0.745—1)(0.685— N, — (0.634)*u, =0

Siu, # 0, se tiene :
[0.745 - 1)(0.685- 1)~ (0.634)" b, =0

es decir,

S—i=0

Los valores propios que satisfacen la ecuacion son:
I, =1.350
1,=0.081 >l =1431=0S
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Analisis de componentes principales (ACP)

| _0051_1
Igualando las / S NI
ecuaciones que wttul =1
resultan de [1] y
separando ul y u2: Para cada valor de [ se tiene :
u, | [0.724
1, =1350 =
_ _ u, | [0.690
e introduciendo la
condicion de vectores 08 u, | [-0.690
propios normalizados: S uy, | | 0.724
0.724 —0.690
U=luwl=) o0 0724
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Analisis de componentes principales (ACP)

gue es ortonormal, esto es:
uu, =1 wu, =1 wu, =0

Ademas,

—.690 .724|.634 .685].690 .724 0 0.081

: 724 6907745 6347724 —.690] [1.350 0
U'SU = _ ==
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Analisis de componentes principales (ACP)

|
O Geométricamente, el

procedimiento descrito

no es mas que una " cos8, =24 =u, .
rotacion. 1o x
~ cos6,, =.690 = u,, ¢
O Los elementos de los Bi0o s
vectores propios = . Z°

representan las .
direcciones cosenos de /

Ios nuevos ejes 7.0 75 8,0 8,5 9,0 9,5 10,0 10,5 1,0 115 12,0
Método 1
respecto a los [u,, es el coseno del angulo entre el eje X, (Método
originales. 1) y el primero de los nuevos ejes (Z); u,, es el
coseno del angulo entre éste nuevo eje (Z,) y el eje
X, (Método 2).

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
Ing. Luis Silveira, Ph.D.

9/6/2016



Analisis de componentes principales (ACP)

|

O El nuevo eje es la linea de regresion ortogonal que
estamos buscando.

O La ecuacidon puede resolverse para p=2 o p=3. Para
valores mayores se requieren métodos iterativos
(software).

O Z, es ortogonal a Z;. u;, es el coseno del angulo
entre el eje X, (Método 1) y el segundo de los
nuevos ejes (Z,); u,, es el coseno del angulo
entre éste nuevo eje (Z,) y el eje X, (Método 2).
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Analisis de componentes principales (ACP)

|

Caso p variables

O El punto de partida del ACP es una matriz de datos (p
variables x n observaciones)

Observaciones X2 Xp
X12 X1p
X22 X2p
Xn2 Xnp
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Analisis de componentes principales (ACP)
|

O Seguidamente se obtiene la matriz de covarianza S

Su S12 S1p

Sa1 S22 S2p

Sn1 Sn2 Snp

n 1 -
8= ;ﬁ(xij - ;)

1 _ _
Sjk = z;(xij _xj)(xik _xk)

i=1
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Analisis de componentes principales (ACP)

O Dada S = matriz de covarianza (p x p), simétrica,
puede reducirse a una matriz diagonal L premultiplicando y
posmultiplicando por una matriz ortonormal U.

U'su=_L

O Los elementos de la diagonal de la matriz L (14, 15,....., 1)
son los valores propios de S. Las columnas de U (uy, u,,
.., Up) son los vectores propios de S.

O A cada valor propio corresponde un vector propio.
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Analisis de componentes principales (ACP)

O Al valor propio |; le corresponde el i-ésimo componente

principal:
Zi = ulin + uzl'Xz R 'U.piXp
donde Z, = componente principal
Uy = elementos del i-ésimo vector propio

Ademas se cumple que:

2 2 2 _ 1
U + Uy + o+ Uy =
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Interpretacion de los componentes principales

O En cada nueva variable Z; intervienen todos los valores
de las variables originales X; (i=1,2). El valor numérico
de u, indicard el grado de contribucion que cada
variable original aporta a la nueva variable definida
por la transformacién lineal. Si u;, tiene valor cero, o
muy cercano a cero, indica que esa variable no influye
en el valor de la nueva variable Z,.

Z, =0,724X, +0,690X,

Z, = —0,690X, +0,724 X,
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Interpretacion de los componentes principales

Z =0,724X, +0,690.X,

O Los coeficientes del primer vector, .724 y .690, son casi
iguales y ambos positivos, indicando que el primer C.P.,
Z,, es una media ponderada de ambas variables. Esta,
por lo tanto, relacionado con la variabilidad que X; y X,
tienen en comun. Ya hemos visto que Z, define la linea
de regresion ortogonal que Pearson (1901) denominaba
como “la linea que mejor ajusta”.
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Interpretacion de los componentes principales
|

Z, =—0,690X, +0,724 X,

O Los coeficientes del segundo vector, -.690 y .724
también son casi iguales, excepto por el signo; de aqui,
el segundo C.P., Z,, representa las diferencias de medida
de los dos métodos, que probablemente representa la
variabilidad de los métodos y medidas. (El eje definido
por Z, fue denominado por Pearson como “la linea que
peor ajusta”. Sin embargo, este término es apropiado
para el vector propio correspondiente al menor valor
propio, no al segundo, a menos que sélo existan dos
como en este caso).
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Nueva expresion de los datos

O Si se conocen los valores propios generados por la
matriz de covarianza de un conjunto de datos, es posible
calcular todas las constantes que forman la matriz U de
transformacion. Una vez encontrada esta matriz, es
posible posmultiplicar la matriz original de datos
(expresados como desviaciones respecto a la media,
matriz Y) y obtener una nueva matriz de datos Z =Y U.
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Nueva expresion de los datos

En el ejemplo bajo estudio:

Z=YU
Método 1 Método 2

Z representa la nueva 00 07 PO

o 04 -0.2 u =
expresion de los datos 03 00 e
03 04 -0,148 0,279
O - . 2,265 -0,088

17 15 - ’
en el eje de 10 08 2= 1276 0,111
Y= 13 12 1,769 0,029
coordenadas Z,y Z, 2 r—
01 06 0,342 -0,503
(C. P. ) 04 0,4 -0,566  -0,013
0,5 04 0,638 -0,056
-0.8 -1,0 -1,269 -0,171
1.3 1.6 2,045 0,261
0,1 -0,2 -0,066 -0,214
-1.5 0,8 -1,638 0,456
U= 0,724 -0,690
0,690 0,724
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Uso de la matriz de correlacion

En muchos casos no puede utilizarse la matriz de
covarianza. Dos posibles razones son:

O Las variables originales estan expresadas en unidades
diferentes. En este caso, las variables de mayor
magnitud ejercen una influencia considerable sobre la
forma de los C.P. puesto que el ACP tiene por objeto
explicar la variabilidad.
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Uso de la matriz de correlacion

O Aun cuando las variables originales estén expresadas en
las mismas unidades, las varianzas pueden diferir
ampliamente. En este caso se otorga una ponderacion
indebida a ciertas variables.

En estos casos, pueden calcularse los valores y los
vectores propios y, por lo tanto, la matriz de
transformacion U, empleando datos estandarizados, en
cuyo caso la matriz de covarianza sera la matriz de
correlacion. Los valores de la diagonal principal de R -
la matriz de correlacién - son 1, ya que las nuevas
variables estandarizadas poseen varianza unitaria.
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Uso de la matriz de correlacion

Esto significa que en el conjunto de datos a partir
del cual se generaran los componentes principales
se otorga la misma importancia a todas las variables
observadas. El uso de la matriz de correlacion

implica una ponderacion de las variables originales,
otorgandole a cada una la misma importancia,
independientemente de los valores relativos de sus
varianzas.
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Uso de la matriz de correlacion

O Es importante notar que la matriz de transformacién U
generada a partir de la matriz de correlacion R sera
diferente de la obtenida a partir de la matriz de
covarianza S. Por lo tanto, no existe una correspondencia
uno a uno entre los C.P. obtenidos a partir de R y los
obtenidos de S. Cuanto mas heterogéneas son las
varianzas, mayor sera la diferencia entre los dos
conjuntos de vectores.

Estas caracteristicas de los valores y vectores propios determinan

que el ACP sea sensible a los cambios de escala.
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SELECCION DEL NUMERO DE C.P.

riterios para seleccionar el nimero de componentes a

considerar, cuando se reduce la dimensionalidad
original de p variables a k (siendo k < p)

O Cada componente principal explica una proporcién de la
varianza total:

l

i

tr(S)
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SELECCION DEL NUMERO DE C.P.

O Puesto que los valores propios se ordenan en forma
decreciente, es posible seleccionar los primeros k valores
propios para representar los datos originales. La
eficiencia de la representacién por los nuevos k C.P.
estara dada por la proporcion de la varianza total

explicada: =
2l
O Porcentaje de la varianza = =100
tr(S)

O Sin embargo, no existe un valor magico (% de la
varianza total explicada) para determinar el 6ptimo k.
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SELECCION DEL NUMERO DE C.P.

Método grafico (The scree
test). Consiste en graficar los

E1 Graghi: Plot of Eigenvalues

. Plot of Eigamaluas

valores propios en orden 70
decreciente. El gréfico se -
asemeja a la pendiente de una gg \
montafia, el término “scree” se &5

- . 20 Y
refiere a los residuos rocosos que é a5 |
caen de ella y yacen sobre su o ),

Vo
base. El “scree test” propone o . [Tora Pt |
finalizar el analisis en aquel punto Eilg ﬁ
en que comienza la base o0 e
. o 1 F) 3 4 5 B I a o 10 1

(residuos). Mumber of Eigemvabues

Método de Kaiser. Considera
solamente aquellos valores
propios mayores que 1.
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Correlacién entre C.P. y Variables Originales

|

O La correlacion entre cada C.P. con cada una de las
variables originales puede ser Gtil para propositos de
diagndstico.

O La correlacién entre el i-ésimo C.P., Z;, y la j-ésima
variable original, es:

uji li

Sjj
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Correlacién entre C.P. y Variables Originales

O Por ejemplo, la correlacion entre Z, y X, es:

uyl, 72441431
Jsuo 745

=.974

O Y las correlaciones para este ejemplo son:
ZI ZZ
X, [974 —227
X, |.969 248

El primer c.p. estd mucho mas correlacionado con las
variables originales que el segundo c.p.
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Inversion del modelo de C.P.

O Otra interesante propiedad del A.C.P. es que el modelo
puede invertirse, de forma tal que las variables
originales pueden expresarse en funcion de los C.P.
Dicho de otra manera, cada variable puede expresarse
como una combinacioén lineal de los C.P.

X, = a11F1+a12F2+....+alpF
X, = a21F1+a22F2+....+azpF

P
P

Xp = ap Fitag, ot +ay F,

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
Ing. Luis Silveira, Ph.D.

9/6/2016

19



APLICACIONES DEL A.C.P.

O Ej. 2 Variables — Test de control

Mean and standard deviation of the columns:

Mean __Standard deviation MEDIAS Y DESVIACION ESTANDAR
Método 1 10,000 0,894
Método 2 10,000 0,857
Covariance matrix: MATRIZ DE COVARIANZA (1/n-1)
Método 1 Método 2
Método 1 0,799 0,679
Método 2 0,679 0,734
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Eigenvalues: VALORES PROPIOS
F1 F2

Eigenvalue 1,446 0,086

% variance 94,365 5,635

Cumulative % 94,365 100,000

Eigenvalues

Los valores propios reflejan la calidad de |,

la proyeccién del espacio p-dimensional .

a un espacio de menor dimension. Lo

ideal es que los dos o tres primeros T

valores propios representen un alto

porcentaje de la varianza. 0000 —
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Eigenvectors: VECTORES PROPIOS

F1 F2 MATRIZ U
Método 1 0,724 -0,690 Representa las direcciones coseno
Método 2 0,690 0,724 de los nuevos ejes F1y F2

o Componentes Principales
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Correlations of the variables with the factors: CORRELACIONES ENTRE LAS VARIABLES
ORIGINALES Y LOS C.P.

F1 F2
Método 1 0,974 -0,227 X1 Variables (axes F1 and F2: 100,00 %)
Método 2 0,969 0,248 X2

05

Meétodo 2

Método 1

-05

-1 -05 0 05 1
-- axis F1(94,36 %) -->
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Factor scores:

Z-SCORES O ESCORES FACTORIALES

F1 F2 COORDENADAS DE LAS OBSERVACIONES

1 0,483 0,507 EN EL ESPACIO DE LAS NUEVAS VARIABLES
2 0,151 -0,421 OC.P.

3 -0,217 0,207

4 -0,148 0,279

5 2,265 -0,088

6 1,276 -0,111

7 -1,769 0,029

8 -0,845 -0,161

9 -0,342 -0,503

10 -0,566 -0,013

11 0,638 -0,056

12 -1,269 -0,171

13 2,045 0,261

14 -0,066 -0,214

15 -1,638 0,456
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APLICACIONES DEL A.C.P.

06
0,1
-04

-09

Observations (axes F1 and F2: 100,00 %)

o5 L
o3 on
.
e ®8 oy o @6 4
0o1®2
24 19 44 09 04 01 06 11 16 21

-- axis F1(94,36 %) -->
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Ejemplo 5.1 Medidas de los gorriones s y no-s

SOVONOUBEWN S

Sample variance

La magnitud de las variables X1 y X2 es claramente superior en
comparacion con las restantes variables. También lo es la varianza
de estas variables. Por lo tanto, es conveniente utilizar la matriz de
correlacion para determinar los valores y vectores propios.

X1

156
154
153
153
155
163
157
155
164
158

13,081

X2
245
240
240
236
243
247
238
239
248
238

X3
31,6
30,4
31,0
30,9
31,5
32,0
30,9
32,8
32,7
31,0

25,159 0,619

X4
18,5
17,9
18,4
17,7
18,6
19,0
18,4
18,6
19,1
18,8

0,312

X5
20,5
19,6
20,6
20,2
20,3
20,9
20,2
21,2
211
22,0

0,963
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Correlation matrix:

X1 X2 X3 X4 X5
X1 1 0,735 0,662 0,645 0,605
X2 0,735 1 0,674 0,769 0,529
X3 0,662 0,674 1 0,763 0,526
X4 0,645 0,769 0,763 1 0,607
X5 0,605 0,529 0,526 0,607 1

In bold, significant values (except diagonal) at the level of significance alpha=0,050 (two-tailed test)

Eigenvalues:

F1 F2 F3 F4 F5
Eigenvalue 3,616 0,532 0,386 0,302 0,165
% variance 72,320 10,630 7,728 6,031 3,291
Cumulative % 72,320 82,950 90,678 96,709 100,000

El componente F1 es el mas importante pues representa el 72,3% de la

varianza total.
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Eigenvalues:

Eigenvalues

F1 F2 F3 F4 F5 4000 T
Eigenvalue 3,616 0,532 0,386 0,302 0,165
% variance 72,320 10,630 7,728 6,031 3,291 3000
Cumulative % 72,320 82,950 90,678 96,709 100,000

1000
F2 F o
Los dos primeros C.P. representan el oo B E e s
83% de la varianza total. Si se agrega
un tercer C.P., se explica el 90,7% de
la varianza total.
AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
Ing. Luis Silveira, Ph.D.
APLICACIONES DEL A.C.P.
Eigenvectors:
F1 F2 F3 F4 F5
X1 0,452 0,051 0,690 0420 0,374
X2 0,462  -0,300 0,341  -0,548  -0,530
X3 0451  -0,325 -0,454 0,606  -0,343
X4 0471  -0,185 -0,411  -0,388 0,652
X5 0,398 0,876 -0,178  -0,069  -0,192

Z, =0,452X, +0,462.X, +0,451X, +0,471.X, +0,398.X,

» Xy a Xs son las variables originales estandarizadas, puesto que

trabajamos con la matriz de correlacion.

» Los coeficientes son casi iguales, por tanto Z; es una media
ponderada del tamafo de los gorriones. Es decir, el 72,3% de
la varianza de los datos estéa relacionada con las diferencias en

tamano.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
Ing. Luis Silveira, Ph.D.

9/6/2016

21



APLICACIONES DEL A.C.P.

El segundo C.P. es:
Z, =0,051X,-0,300.X, —0,325X, — 0,185X, +0,877.X

representa un contraste entre las variables X;,Xs y las
variables X,, X3, X4.

» Z, representa, por lo tanto, las diferencias de forma
entre los gorriones. El bajo coeficiente de X;(longitud
total) significa que el valor de esta variable no afecta el
valor de Z,.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

» Los C.P. Z;5, Z, y Zs representan otros aspectos de las
diferencias de forma.

Eigenvectors:

F1 F2 F3 F4 F5
X1 0,452 0,051 0,690 0,420 0,374
X2 0,462 -0,300 0,341 -0,548 -0,530
X3 0,451 -0,325 -0,454 0,606 -0,343
X4 0,471 -0,185 -0,411 -0,388 0,652
X5 0,398 0,876 -0,178 -0,069 -0,192

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Es importante darse cuenta de que algunos programas
informaticos pueden dar los componentes principales como se
muestra en este ejemplo, pero con los signos de los coeficientes
de las mediciones del cuerpo invertido. Por ejemplo, Z, puede ser
mostrado como

Esto no es un error. El componente principal esta midiendo
exactamente el mismo aspecto de los datos, pero en la direccion
opuesta.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Correlaciones entre las variables originales y los dos
primeros C.P.:

Variables (axes F1 and F2: 82,95 %)

X5
05

wE

05

-- axis F1(72,32 %) -->
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Coordenadas de las observaciones en funcion de los nuevas

variables o C.P.

Factor scores:

F1 F2 F3 F4 F5
Obs1 0,064 -0,601 -0,171 -0,516 -0,549
Obs2 -2,180 -0,442 0,400 -0,645 -0,231
Obs3 -1,146 0,019 -0,676 -0,716 -0,209
Obs4 -2,311 0,172 -0,306 0,149 -0,478
Obs5 -0,295 -0,665 -0,474 -0,546 -0,244
Obs6 1,916 -0,595 0,621 0,007 0,286
Obs7 -1,050 -0,120 0,074 -0,088 0,530
Obs8 0,439 -0,164 -1,648 0,816 -0,562
Obs9 2,691 -0,782 0,368 0,465 0,058
Obs10 0,186 1,314 -0,409 -0,297 0,702
Obs11 0,371 1,138 -0,301 -0,147 0,133

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Recordemos resultados anteriores:

Ejemplo 3.1 No hay evidencia de diferencias en los valores

medios.

Ejemplo 3.2 Los sobrevivientes (gorriones s) parecen haber
sido menos variables que los no sobrevientes (gorriones no-

s).

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Representacién
grafica de las
observaciones
en funcion de
los 2 primeros
C.P. (EXCEL):

F2

NN b ow

D DD DO

A

[ 3R =R =}

o

DD DS

F1

# gorriones s ™ gorriones no-s
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Ej. 5.2 Empleo en los paises europeos

GRUPO AGR MIN AN Ps con SER FIN sPs Tc
B [sélgica 26 02 208 08 63 169 87 369 68
EU [Dinamarca 56 01 204 07 64 145 91 363 7,0
EU [Francia 51 03 202 09 7.1 167 102 331 64
B |Alemania 32 07 28 10 94 17,2 96 284 56
B |Grecia 22,2 05 192 10 68 182 53 198 69
EU_|irlanda 1338 06 198 12 7,1 178 84 25 58
B0 |ialia 84 11 219 00 91 216 46 280 53 A p—
£U 33 01 196 07 99 21,2 87 2956 68
EU__[Holanda 42 01 192 07 06 185 115 383 68 | MIN=mineria
€U [Portugal 115 05 236 07 82 198 63 246 48 |\,
B |Espana 99 05 211 06 95 201 59 267 58 s, .
EU__|Reino Unido 22 07 21,3 12 70 202 124 284 65 | PS= yak agua
EFTA__|Austria 74 03 26,9 12 85 191 67 23 64 | CON=construccion
EFTA__|Finlandia 85 02 193 12 68 146 86 33,2 75
EFTA__[Islandia 105 00 187 09 10,0 145 80 307 67 SER=servicios
EFTA__|Noruega 58 11 146 11 65 176 76 375 81 | i
EFTA__|Suecia 32 03 190 08 64 132 94 395 72 o .
EFTA_[suiza 56 00 247 00 92 205 107 231 62 | SPS=servicios personales y sociales
Este |Albania 55,5 19,4 00 00 34 33 153 00 30 | TC! porte y GG
Este[Bulgaria 19,0 00 350 00 67 94 15 209 75
Este |ct 128 373 00 00 84 102 16 2,9 69
Este |Hungria 153 289 00 00 64 133 00 213 88
Este _|Polonia 236 39 2,1 09 63 103 13 25 52
Este |Rumania 22,0 26 37,9 20 58 69 06 153 68
Este |ex URSS 185 00 288 00 102 79 06 256 84
Este |ex Yugoeslavia 50 22 387 22 81 138 31 191 78
Otro_|chipre 135 03 190 05 91 237 67 21,2 60
Otro_[Gibraltar 00 00 68 20 169 25 108 340 50
Otro__|malta 26 06 27,9 15 46 102 39 216 7.2
Otro__|Turquia 44,8 09 153 02 52 124 24 145 44
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Matriz de correlaciones (Pearson (n-1)):

Variables AGR MIN MAN PS CON SER FIN SPS TC

AGR 1 0,316, -0,254 -0,382 -0,349 -0,605 -0,176 -0,811 -0,487
MIN 0,316 1 -0,672 -0,387, 0,129 -0,407 0,248 0,316 0,045,
MAN -0,254 0,672 1 0,388] 0,034 0,033 0,274 0,050) 0,243
PS -0,382 -0,387 0,388 1 0,165, 0,155, 0,094 0,238 0,105
CON -0,349 -0,129 -0,034 0,165, 1 0,473 -0,018 0,072 -0,055
SER -0,605 -0,407 -0,033 0,155 0,473 1 0,379 0,388 -0,085
FIN -0,176 -0,248 -0,274 0,094 -0,018 0,379 1 0,166, -0,391
SPs 0,811 0,316 0,050 0,238 0,072) 0,388 0,166) 1 0,475,
TC -0,487 0,045, 0,243 0,105] -0,055 -0,085 -0,391 0,475) 1

En general, los valores de esta matriz no son particularmente altos, lo que
indica que se requeriran varios componentes principales para explicar la

variacion en los datos.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Valores propios:

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9
Valor propio 3,112 1,809 1,49 1,063 0,710 0,311 0,293 0,204 0,000
Variabilidad (%) 34,581 20,103 16,625 11,816 7,892 3,459 3,260 2,265 0,000
% acumulado 34,581 54,683 71,308 83,124 91,016 94,475 97,735 100,000 100,000

Gréfico de sedimentacién

s estandarizacion. El vector propio o C.P.

Valor propio
Variabilidad acumulada (%)

El dltimo valor propio es 0 puesto que la suma de
las 9 variables bajo andlisis es 100% antes de la

correspondiente a este valor propio tiene valor O
para todos los paises, y por lo tanto tiene una
varianza 0. Si cualquier combinacion lineal de las
" variables originales en un ACP es constante,
entonces esto necesariamente tendra como

. ’ resultado que uno de los valores propios sea 0.
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Z T 2 = = =z Este ejemplo no es tan sencillo como el
a7 7 27 27 7 G 2" anterior. El primer C.P. representa sélo el
35% de la variacién en los datos, y 4 C.P. son
réfco desedimentaciin necesarios para explicar el 83% de la
[ variacion. Es una cuestion de juicio cuantos
- C.P. son importantes. Se puede argumentar
que sdlo los primeros 4 deben ser
considerados porque son aquellos con valores
propios > 1. Hasta cierto punto, la eleccion
del nimero de C.P. que son importantes
dependera del uso que se va a hacer de ellos.
Para este ejemplo, se supondra que un
e A T pequefio nimero de indices son necesarios
para mostrar las principales diferencias entre
los paises, y por simplicidad se examinaran
solo los dos primeros C.P. que explican el
55% de la variacién en los datos originales.

acumulada ()

Valor propio

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Vectores propios:

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9
AGR 0,511 0,023 0,279 0,016 0,024 0,042 0,164 0,540 0,582
MIN 0,375 0,000 0,515 0,114 0,346 0,199 0,213 -0,449 0,419
MAN -0,246 0,432 -0,502 0,058 -0,234 -0,031 -0,236 -0,432 0,447
PS -0,316 -0,109 -0,294 0,023 0,854 0,206 0,061 0,155 0,030
CON 0,222 0,242 0,072 0,783 0,062 -0,503 0,020 0,031 0,129
SER 0,382 0,408 0,065 0,169 -0,267 0,673 0,175 0,202 0,245
FIN 0,131 0,553 -0,096 -0,489 0,131 -0,406 -0,458 -0,027 0,191
SPS -0,428 -0,055 0,360 0,317 -0,046 0,158 0,621 -0,041 0,410
TC -0,205 -0,517 0,413 0,02 -0,023 -0,142 -0,492 0,502 0,061

Z,=0,51(AGR)+0,37(MIN) = 0,25(MAN) = 0,31(PS) = 0,22(CON) = 0,38(SER) — 0,13(FIN) = 0,42(SPS) = 0,21(TC)

Representa el contraste entre AGR y MIN versus los ocupados en otras
actividades

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

El segundo C.P. es:

Z, =0,02(AGR) +0,00(MIN) = 0,43(MAN) = 0,1 1(PS) +0,24(CON) + 0,41(SER) + 0,55(FIN) = 0,06(SPS) = 0,52(TC))

gue contrasta principalmente los niimeros de MAN y TC con
los nimeros en CON, SER y FIN.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Agrupamiento de Biplot [ejes F1y F2: 54,68 %)
los paises en s verr
funcién de los .
a Vare
componentes Gibre v s
principales )
7 R
g0 + —
% vars 4] Greda Ch¥8Eslovaquia
- vard P.Ulgﬂmgr‘a
2 1.
exvugnetidl °, cRulgmis
Rumsania
4
Verd
varg
%
E % A 2 0 2 2 s 2 10
F1(34,58 %)
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APLICACIONES DEL A.C.P.

Biplot (ejes F1y F2: 54,68 %)

F2(20,10%)
™

F1(34,58 %)

La figura es sin duda bastante
significativa en términos de lo que
se sabe sobre los paises. La
mayoria de las democracias
occidentales tradicionales se
agrupan con valores ligeramente
negativos para F1 y positivos para
F2. Gibraltar y Albania destacan
por tener patrones de empleo
bastante distintos, mientras que
los restantes paises se
encuentran en una banda que va
desde la antigua Yugoslavia hasta
Turquia.

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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Analisis en modo Ry en modo Q

Analisis en modo R

O Los ejemplos presentados anteriormente son ejemplos
de analisis en modo R. Dadas n observaciones sobre p
variables se calcula la matriz de covarianza o correlacién
( p x p) y se determinan los valores propios y vectores
propios. Estos ultimos se utilizan para representar cada
vector de observaciones en términos de componentes
principales. En estos casos, el analisis se centra en
las variables (el objetivo es reducir el nimero de

variables).
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Analisis en modo Ry en modo Q

Geométricamente, la varianza es la
dispersion de los puntos
o, seemescfODSErvaciones) en una determinada
i - direccién. Por lo tanto, el C.P. I se

oror definira en la direccion del eje mayor
\\ del hiperelipsoide (vector propio I).
omue Srienre La varianza explicada esta dada por

e 0105 s SU lONgitud (valor propio I). Luego se

oTuC

; busca la direccién ortogonal al vector
! propio I que contenga la maxima
varianza remanente (vector propio
1) para definir el C.P. II, y asi
sucesivamente.

s g
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Analisis en modo Ry en modo Q

Analisis en modo Q

O Matematicamente es posible hacerlo en el otro sentido,
esto es, obtener una matriz de covarianza o correlacion
(n x n), determinar los valores y vectores propios, y
representar cada variable en términos de componentes
principales. Este metodologia se denomina analisis en
modo Q.

O El analisis en modo Q esta disefiado para estudiar las
interrelaciones entre observaciones. El objetivo es
encontrar grupos de observaciones que sean similares
entre si en funciéon de su composicién total.
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TUTORIAL XLSTAT

Datos: US Census Bureau
(http://eire.census.gov/popest/states dataset.csv).
Medicién de parametros demograficos en 51 Estados de los
Estados-Unidos en 2001.

State Total Pop. | Net Domestic Mig. Federal/Civilian Net Int. Migration Period Births Period Deaths <65 Pop. Est. > 65 Pop. Est.

Alabar 4464356 -1,78 -0,02 0,69 14,41 10,28 869,21 130,79
Alaske 634892 -1,72 -0,24 2,09 15,95 4,64 941,95 58,05
Arizon 5307331 14,25 -0,03 4,29 15,88 7,77 869,54 130,46
Arkans 2692090 0,36 -0,01 1,07 14,35 10,51 861,06 138,94

Con el fin de suprimir los efectos de escala, las variables
iniciales fueron convertidas en indices por 1000 habitantes.
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TUTORIAL XLSTAT

O Objetivo: Analizar las correlaciones entre las variables
e identificar Estados que se distinguen fuertemente de
los demés.

El ACP es un método muy eficaz para el analisis de
datos cuantitativos (continuos o discretos) que se
presentan bajo la forma de tablas de

p variables x n observaciones .

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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TUTORIAL XLSTAT

El ACP permite:
O Visualizar y analizar las correlaciones entre p variables.

O Visualizar y analizar n observaciones descritas por p
variables en un grafico de dos o tres dimensiones, que
preserva en lo posible la dispersion entre los datos
originales.

O Construir un conjunto de p nuevas variables o C.P. no
correlacionados (p<=n), que pueden luego ser
reutilizados por otros métodos (por €j.: la regresion).

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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TUTORIAL XLSTAT

O Limites del ACP:

O Es un método de proyeccion, y, por consiguiente, la
pérdida de informacion inducida por la proyeccion puede
provocar interpretaciones erréneas.
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TUTORIAL XLSTAT

O Activar XLSTAT-Pro

O Seleccionar en el mend XLSTAT/ Analisis de datos/
Analisis de Componentes Principales, o

O seleccionar el boton "Analisis de datos" en la barra de
herramientas

y a continuacién ERTHE 202 £ HIERSIF @Y
13
Analyzing data
PCA.

BYEEZAST| A EEMRSIF @4 x
Analyzing data y X

Sa ] e | | e B B0
= R

Principal Companent Analysis (PCA)
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TUTORIAL XLSTAT

En el cuadro de dialogo:
O Seleccionar los datos en la hoja Excel.

Principal Component Analysis (PCA)

General lOptions ] Supplementary data ] Missing data ] Qutputs ] Charts ]

Observationsvariables table: ™ Range:
| 'Data (rates x 10007 1$C:51 J
Data format: " wWorkbook

% Ohservations/variables table ¥ Varisble labels

Iv Observation labels:
| 'Data (rates x 1000Y154:54 =

PiCA Evpe: Pearson hd [ Weights:

Q ﬂ ﬂ Ok | Cancel | Help |

(™ Correlation matrix

(™ Covariance matrix

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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TUTORIAL XLSTAT
O El programa efectta los calculos
|

luego de presionar el boton "OK". Abscssa: 67,72 %
g - . ]‘
O Seguidamente, un cuadro de dialogo
. Ordinates:
presenta las opciones para la e 3
Fz2 -

visualizacion de los graficos.

Select Dane | Help

En este caso, el % de la varianza

representado por los dos primeros -y 3
C.P. no es particularmente alto Abscssa: 62,9%

(67.72%). Por lo tanto, para evitar " -

una mala interpretacion de los Ordinates:

graficos, se pide una visualizacion en = |

los C.P. 1 y 3. Select Done Help
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TUTORIAL XLSTAT

O Lo primero es analizar la matriz de correlaciones:

Carrelation matrix:

MNet Domestic lilian move f Int. Migrat'eriod Birth eriod Death55 Pop. E<B5 Pop. Est.

Met Dormes 1 0.020 0.206 -0.060 0.232 0.095 -0.095
Federal/Ci 0.020 1 0133 0.308 0.422 4.377 0.377
Met Int. b 0.206 0133 1 0.295 0.412 0.204 -0.204
Period Bit ~ -0.0680 0.308 0.295 1 10.506 0.640 1.640
Period Des  -0.232 0.422 0412 4.506 1 4.779 0.779
< B5 Pop. 0.095 0.377 0.204 0.640 0.779 1 -1.000
= 65 Pop. -0.095 0.377 -0.204 0.640 0.779 -1.000 1

in bold, significant values {except diagonal) at the level of significance alpha=0.050 (Two-talled test)
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TUTORIAL XLSTAT

O Los indices de poblacion > y < de 65 afnos de edad estan
perfectamente correlacionados (r = -1), por lo que las
dos variables son redundantes.

O La inmigracion procedente de otros estados de EE UU
esta muy poco correlacionada con las restantes
variables, incluso con la inmigracién procedente de
paises extranjeros. Eso indica que las razones de
inmigracion son seguramente diferentes para ambos
grupos de poblacion.
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O El siguiente cuadro y grafico A
muestran los valores propios,
que indican la calidad de la -
proyeccion cuando pasamos £
de p dimensiones (variables) 5
a un numero menor. o
Factor
Eigenvalues:
F1 F2 F3 F4 Fa F6
Eigenvalue 3.567 1.173 0.335 0.776 0.444 0.204
variance % 50.964 16.756 11.932 11.091 B.342 2914

curnulated  B0.984 K720 V9BRSZ 90744 97.085  100.000
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TUTORIAL XLSTAT

O Solucion ideal: Los dos primeros C.P. explican un % elevado
de la varianza, de modo que la representacion en el espacio de
los dos primeros ejes factoriales sea de buena calidad.

O En el ejemplo del “Tutorial”, ese no es el caso, por lo que es
necesario confirmar las hipotesis formuladas a partir del grafico
en los factores F1 y F2, con el gréfico en F1 y F3.

O Vemos también que el nimero de factores es 6, cuando las
variables originales son 7. Eso se debe a que dos de las
variables son redundantes. El ACP detecta automaticamente el
nimero maximo de dimensiones "utiles", en este caso 6.
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TUTORIAL XLSTAT

Circulo de correlaciones

Es el primer gréfico especifico al Varlables (axes T4 and F2: 67,72 %)

método. Corresponde a una
proyeccion de las variables 08
originales en el plano de dos

dimensiones determinado por

Domestic
ia.

Tt Int.

FederaliCivii Migigtien

anmave
from abroad

op:

-025 || Period Period Eiiths

los dos primeros factores. Los Diatne
puntos en rojo en el grafico

representan la correlaciéon entre
variables originales y C.P. (F1 y

F2 (16,76 %)

- 075 -05 -028 a 025 05 075 1
F1 (50,96 %)

F2).
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Interpretacion del circulo de correlaciones

Cuando dos variables estan alejadas del centro del grafico:

O Si estan proximas unas de las otras, estan
significativamente positivamente correlacionadas
(r proximo a 1).

O Si estan en posicion ortogonal unas respecto a las otras,
estan significativamente no- correlacionadas
(r proximo a 0).

AMARN 2018 - IMFIA.FI.UDELAR -
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O Si estan simétricamente opuestas con respecto al centro,
estan significativamente negativamente correlacionadas
(r proximo a -1).

O Cuando las variables estan préximas al centro del

circulo, cualquier interpretacidon es arriesgada, y es
necesario referirse a la matriz de correlaciones o a otros
planos factoriales para interpretar los resultados.
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TUTORIAL XLSTAT

O

El circulo de correlaciones es también Gtil para
interpretar la asociacion de los nuevos ejes con las
variables originales.

En este caso, F1 esta claramente asociado a la edad de
la poblacidn y a su reemplazo; F2 esta esencialmente
asociado a la inmigracion doméstica.

Estas tendencias son particularmente interesantes para
interpretar el grafico de las observaciones en el espacio
de las nuevas variables.
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Tablas de los cosenos

Para confirmar la asociacion de una variable a un factor,
debe consultarse la tabla de los cosenos: cuanto mas
elevado es el coseno (en valor absoluto), mas asociada
esta la variable original al factor en cuestion; y cuanto
mas proximo a cero es el valor del coseno, la variable
original esta poco asociada al factor.

En este caso, la inmigracién internacional debe
interpretarse valiéndose de los factores F2/F3.
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Squared cosines of the variables:

F1 F2_ F3 F4

Met Domed  0.025] (07070 0.175] 0.029

Federal/Ch  0.280  0.044 0041  (DE23)
Met Int. Mi 0174 4317 0463> 0017

Periad Birt ,u’.ssa\,. 0043 0043 D074

Perind Dec (0780 | 0026 0002 0002

<B5Pop.| \0.674) 007 0085 0015

>B5Pop. 0874 0.7 0055 0015

correlations? = squared cosines

Correlations between variables and factors:

F1 F2 F3 F4 F5 F6
Net Domet 0,161 0,841 -0,419 -0,170 0,248 0,026
Federal/Ci  -0,529 0,211 -0,203 0,789 -0,089 -0,052
Net Int. Mi¢ 0,417 0,563 0,681 0,131 -0,122 0,121
Period Birt 0,748 -0,208 0,207 0,273 0,521 -0,100
Period De: ~ -0,883 -0,162 0,043 0,050 0,257 0,351
<65 Pop. | 0,935 -0,132 -0,235 0,124 -0,106 0,162
>65Pop.|  -0,935 0,132 0,235 -0,124 0,106 -0,162
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