“ FACULTAD DE
“ INGENIERIA

P UNIVERSIDAD .. . . .
QI oeueom A Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales 2023 .“
IMERL

Practico 3
1. Esbozar un diagrama de fase para las siguientes ecuaciones:
a) =y b) §=-y’ o) y=y>-1 d) 3 = sen(y)

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

P T=—x+3z
2 {.:_ Y (o) = (1,1) B 3 §——8r+y+ilz
y=—2r+3y PR

3. Para las siguientes ecuaciones diferenciales lineales encontrar la solucion general y dibujar el diagrama

de fase:
T=ux T=ux T =2z
a ) b . c )
) {yzy ) {y=2y ) {y=3y
P r=x r=—-x
d) {y:—y e) y=y f) y=-y
z==x z=z

4. a) Se considera el sistema:
T=-y
=

i) Probar que si ¢(t) = (x(t),y(t)) es solucién de la ecuacién entonces x2(t) + y%(t) = cte.
ii) A partir de i), dibujar el diagrama de fase.

b) A partir de la parte a), dibujar el diagrama de fase del sistema lineal:
T =y
y==x
z=—z
5. Encontrar la solucién general del sistema lineal
{ T==x
Y=oy

donde « es una constante real. Hacer un esquema del diagrama de fase para los valores « = —1,0, 1.

Observar: la estructura cualitativa del diagrama de fase es la misma para todos los valores
a < 0, asi como para todos los a > 0, sin embargo cambia en el pardmetro a = 0.

6. Sea A una matriz 2 X 2, con valores propios reales A y u diferentes. Supongamos que (0,1) y (—1,1)
son vectores propios asociados a los valores propios A y u respectivamente. Bosquejar el diagrama
de fase de la ecuacién X = AX para los siguientes casos:
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a) 0<A<up b) O<pu<A c) A<pu<O0
d) A<0<up e) p<0<A f) 0=X\u>0

7. Hallar la solucion general y dibujar el diagrama de fase de la ecuacion X = AX para los siguientes
€asos:

bus(T) wa(3h) a3
0as(11) o as(30) nas(3 )
pas() mas(i) e ae(0)
poas(U) was( )y as(5 )

8. Encontrar los valores y vectores propios de la matriz A, resolver el sistema X = AX y obtener un
esquema del diagrama de fase para

9. Escribir las siguientes ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes en la forma X = AX|
y resolver:

a) T+x—22x=0 b) i+xz=0 ¢) ¥ —2i—d+2x=0

10. Hallar la matriz et para las siguientes matrices:

6 —2 1
a) A—(4_6) b) A—<O2> ) A=|6 -1
2 —4 —2 4
0 0
1 0 2 1 -1 A0 0
d A=|1 0 -1 e) A= 0 2 -1 il A= 1 X 0
1 -1 0 -3 -2 3 0 1 A

11.  a) Probar que si A = < _g g ) entonces et = ¢ < —scgzggg izrslggg ) '

Nota: para probar esta parte vamos a admitir el siguiente resultado:
Si Ay B son dos matrices tales que A.B = B.A entonces e(AtB)t = AteBt,

b) Probar que si A € Msy2(R) tiene un valor propio complejo A = « + i3 entonces existe una

matriz invertible P tal que < _g g > = PAP~ .

¢) A partir de a) y b), hallar e4* para una matriz A € Moo (R) que tiene un valor propio complejo.
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12. Encontrar la solucién general del sistema
X = AX

cuando A es una matriz diagonal n X n. jQué condicion debe cumplir A para que todas las soluciones
cumplan que lim X (t) =07
t——+o00

13.  a) Dada una matriz A € M,,»x,(R) y un vector B € R", probar que si & no es valor propio de A
entonces la ecuacion X = AX + e* B tiene una tnica solucion de la forma X (t) = U con
U € R™. Calcular U en funcién de A, B y «.
b) Resolver el sistema:
& =2x+y+ et
y=x+2y—e*

14. Se considera la ecuacién lineal ‘
X =AX
donde A € M, xn(R). Se definen

E° = D E)\; E¢ = &) E)\; EY = @& E)
Re(M\)<0 Re(N\)=0 Re(N\)>0

los espacios estable, central e inestable respectivamente, donde E es el subespacio propio generali-
zado asociado al valor propio A.

Recordar: si A es un valor propio con multiplicidad algebraica m, el subespacio propio ge-
neralizado se define como E) = ker [(A — AI)™]. @ representa la suma directa de espacios
vectoriales.

a) Demostrar que los espacios E) son invariantes por A.
b) Mostrar que si ¢ es una solucion tal que p(0) = oy € E) entonces ¢(t) € E\, Vt € R.

¢) Encontrar E* E¢, E* y bosquejar los diagramas de fase para la ecuacion X = AX en los
siguientes casos:

wa-(} ) aas(21)
(3)A=<_(1) _;’> (4)A=<_1 j)
—1 0 0 0 —1 0
(5)A( 0 -2 o) (6)A(1 0 0
0 0 3 0O 0 -1
-1 -3 0 2 3 0
(7)A( 0 2 0 (8)A(0 10
0 0 —1 0O 0 -1



