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Practico 11

1. Defincién de Limite y Propiedades.

1. Considere la funcién g definida en el intervalo [—3, 3] cuyo gréfico se muestra a continuacién:

a) Discutir la existencia de los siguientes limites. En caso positivo calcule y en caso negativo explique
por que no existe el limite.

a) lim g(x) b) lim g(z) ¢) lim g(z) d) lim g(x)

r——1 x—0 rx—1 T—2

b) Calcular

2. A partir de la funcién cuya grafica se muestra aqui explique por que

3




3. Encontrar L € Ry 6 > 0 tal que |f(x) — L| < € para todo = que cumple 0 < |x — a| < ¢, para los valores
e=10"2,10-5,10"1,

a) f(z)=2*ack b) f(x) =2*+52—2,a =2 c) f(x):%,azl d) f(:r:):a?‘l—l—é,a:l

e) flx)=vz,a=1 f) fl@)=V]zl,a=0 g) fl@)=Va2+1,a=0

h) f(z) = a[3—cos (2%)],a=0 ) f@):m’a

4. Primer parcial, segundo semestre 2012, MO
Sea f: R — R tal que f(x) = 1 para todo  # 1y f(1) = 0. Sea B*(1,6) = {z : 0 < |z — 1] < &}. Se

realizan las siguientes afirmaciones:

(I) Existe € > 0 tal que para todo § > 0 existen x1,z2 € B*(a,d) con |f(z1) — f(z2)] > €.
(IT) Dado € > 0 cualquiera existe § > 0 tal que si x € B*(1,6) entonces |f(x) — 1] <e.
(III) Cualquiera sea € > 0, no es posible hallar § > 0 tal que si | — 2’| < § entonces |f(z) — f(a')] <€

(IV) Para todo a € R existe lim f(z) — fla)

T—a T —a
Entonces:

A) Solamente la afirmacion (I) es verdadera.

B) Solamente la afirmacion (II) es verdadera.

(A)
(B)
(C) Solamente las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
(D) Solamente la afirmacion (IV) es verdadera.

)

(E) Solamente las afirmaciones (IV) y (II) son verdaderas.

5. Sean f,g: I — R dos funciones donde I es un intervalo abierto y p € I tal que

lim f(z) =a y limg(z) ="

a—p T—p
a) Sea A € R, probar que la }gr;))\ +fl@)=A+a.

b) Probar que la funcién h(z) = f(x) + g(x) tiene limite en p y il_r)r; h(z) =a+b.
¢) Sea X\ € R, probar que la funcién f(x) = Af(z) verifica que 11:13; f(z) = \a.

d) Probar que la funcién h(z) = f(z)g(z) verifica que lim h(x) = ab.

T—p
e) Probar que si b # 0 entonces la funcién h(x) = % cumple que 1i_r>n h(z) = %.
. T—p
. fl@) ., : . h(z) . :
f) Supongamos que lim ——= = 1. Sea h(x) una funcién real, probar que existe el lim si solo si
o @) o @)

existe el limite lim M , méas aun lim M = lim M
v=p f(2) w=p g(x)  wop f(2)

g) Sea h(x) una funcién acotada y suponga que a = 0, probar que la funcién r(x) = f(z)h(z) cumple
que lim r(z) = 0.
r—a
h) Suponga que f(z) < g(z), Vz € I. Probar que a < b. Dar un ejemplo de funciones f(z) < g(x) Vz # p
y con a = b.
i) Suponga que a = by que Vo € I f(x) < g(x). Probar que si h(z) verifica f(z) < h(x) < g(z)

entonces lim h(z) = a.
T—p



j) Suponga que a = p y sea h(x) = g(f(x)) probar o dar un contraejemplo de la afirmacién: Existe el
limite de h en p y lim h(z) = b.
T—p

6. Calcular para los siguientes ejemplos lim f(xz) si f es continua en R
Tr—a

a) limM:3,a:2 b) h’mM:La:—Q c) limM:O,a:O
=2 1 — 2 -2 12 z—0 22
(G S cf@?) =3f(@) N (G VN
) M T slast 9 MM TR slest ) i Sy =1e=0
) - V2f(x) -1 N V2f(@) -
2 _ — = = = =
9) 3161_>m2f(a:) +flx)+1=7,a=2 h) glgl_}lno @) lL,a=0 ) il_)ml @) lLa=1

(Guia de ejercicios: 1,3 a)c)e), 5 b) g) h), 6 a)c)h))

Calculo de limites y continuidad
1. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:

a) lmz*+23+22+2+1 b) lim+vax—-1+1 ¢) lim log(z) d) lim sin(z)+ cos(z)
rz—1 T—2 x—1 z—0

o2 —x+2 , x? -1 oxt =228 o x?—a? . .|z =3

O MM ) Mm99 Meoe P oo ) Iy
Va1 —1 T1z— VI -

§) lim YE T S T m) lim Y2 T% R P k.
=2 \/x + 2 z—0 I z—1 xr —1 z—0 €T z—1 x—1

2. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:

2 1 n __ ,n
@) lm 2*—2 b)) lim S ¢ ImZ "% 4 lim -
T—400 z—+o0 1+ 2 z—a T —a z—0+ (%—I

7. # z _ 2 z _ 2
) A e £ e=Varel g lm ow- Vet

1 i 2 1 1
h) lim xsin (> i) lim sin(z) j)  lim - — —
=0 x z—0t X a0t T[]
; P . 1 ; x™ +
k) lm z— [z [) lim sin(-— m) lim —:meR
r— 400 r—+00 €T z—+oo 27T

3. Determinar en qué puntos son continuas las siguientes funciones:

a) f(z) = [z] ([z] es la parte entera de x).

b f(x) = [1/a]

0) fz) = Vo

d) f(z) = el primer nimero del desarrollo decimal de z.

e) f(z) = el nimero de sietes del desarrollo decimal de z si este ntimero es finito y cero en el caso

contrario.

4. Determinar la existencia y calcular 1ir% f(x) en los siguientes casos
r—r

z?  si x es raccional b flz) = x  siz es racional
0 six es irracional 0 siz es irracional



5. Primer parcial, primer semestre 2011, Problema 7 parte d.

Sea f: R — R tal que
_fxz siz#lconneN
f(m)_{l siz=2conneN

Probar que f no es continua en 0.

6. a) Examen mayo 2017, Problema 1, parte 1.b
Probar que si f es continua en el punto a y g no es continua en el punto a, entonces f 4+ g no es
continua en el punto a.
b) Primer parcial, primer semestre 2014, MO
Para toda pareja de funciones f,g : R — R se consideran las siguientes afrimaciones:
(I) Si f es discontinua en ¢y g es continua en ¢, entonces f + g es discuntinua en ¢
(IT) Si f es discontinua en ¢ y g es continua en ¢, entonces fg es continua en ¢
(IIT) Si f es discontinua en ¢ y g es discontinua en f(c), entonces g o f es discontinua en ¢

Indicar la opcion correcta:

(A) Solo las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
(B) Ninguna de las afirmaciones es verdadera

(©)

(D) Solo las afirmaciones (I) y (II) son verdaderas.
(E)

Solo la afirmacién (I) es verdadera

E) Solo las afirmaciones (II) y (III) son verdaderas.

7. Primer parcial, primer semestre 2010, ejercicio 7 partes a) y b)
Sea f:[0,1] — R tal que

fz) = % Si%<x§ﬁ, para n > 2
0 siz=0

a) Bosquejar el grafico de f y deducir que 0 < f(z) < z, Vz € (0, 1].

b) Probar que f es continua en x =0

8. Primer parcial, primer semestre 2012, ejercicio 2.a y 2.b

a) Si f es una funcién que satisface |f(z)| < |z| para todo x € R, demostrar que f es continua en cero.

b) Si g es una funcién continua en 0y |f(x)| < |g(x)|, demostrar que f es continua en cero.

9. Primer parcial, 2005, VF
Si f,¢9: R — R son funciones continuas que cumplen f(r) = g(r), Vr € Q, entonces f(z) = g(x), Vz € R

10. Calcular las indeterminaciones de logaritmo

a) lim log(z)

1 1
B tm B8 sy ) g 8@
z—=1 x—1

= a>1
r—+oo @ r—0t xT
Determinar ahora las siguientes indeterminaciones de la inversa de la funcién log

exp(z) — 1 exp(x)

d) lim e) lim
x—0 x r—r+00 x

11. Funciones moné6tonas

Sean f:R — R una funcién mondtona creciente y a € R.

a) Probar que dado d > 0 el conjunto Cyq = {f(x) : 0 < x — a < d} esta acotado.



b) Verificar que si d; < dz entonces Cy, C Cy,, en particular inf(Cy, ) > inf(Cy,) y sup(Cy, ) < sup(Caq,)
¢) Probar que sup(Cy,) = f(a+d;) y inf(Cy,) = inf(Cy,) > f(a).

d) Verificar que dado € > 0 existen y. € Cyy zc > a tal que y.—inf(Cy) = |y —nf (Cy)| < ey f(ze) = Ye-
Sea 0 = x —a > 0, probar que para todo z € Cjs se tiene que f(z) —inf(C;) = |f(z) —inf(C,)| <e.

e) Deducir que existe el limite h'rn+ f(x). Mostrar de forma analoga que existe el limite lim f(x).
r—ra r—a—

f) Dar un ejemplo de una funcién mondtona tal que no existe el limite lin% fx).
z—

12. Dados a,b € R calcular el limites:

13. Polinomios
Sean P, @ : R — R dos polinomios, definidos por P(z) = >} _, axz® y Q(z) = E;-":O bjzd con ap # 0 # by,

Probar que:
a)
lim P(z) =0 sisolosi n<m
r—+00 Q(:L‘)
b)
P(z) a,

= — sgisolosi n=m

i
vt00 Q) bm

P(z)

xkr}rloo o) = signo(a,bm)oo sisolosi n>m
d) Suponga que a € R esraiz de Py Q. Se tiene asi que P(x) = Pi(z)(x—a)™ y Q(z) = Q1(z)(x—a)™*,
donde Pi(a) # 0 # Q1(a), por lo tanto la multiplicidad de a como raiz de Py Q es ny y my
respectivamente. Probar que:

n

P(x) . .
1 _ si solo s
zlg}zQ(x) 0 sisolosi ny >my
2)
P(x) Pi(a) .
lim = sisolosi ny =m
2=a Q(z) — Qi(a) S
3)

. Pz)
Jm e
(Guia de ejercicios: 1a)e)i)l), 2a)f)i)l), 4, 5, 6 y 8)

=4000 —o0 sisolosi ng <my

3. Aplicaciones

1. Sea N(P) la cantidad de calculadoras que puede vender una compania manufacturera a un precio P.
Determinar el maximo dominio posible para la funcién P

Si la funcién N(p) = EI’%J, calcular el lim,,_,o+ N(P). Interpretar este resultado.



2. Circuitos electricos

a) La ley de Ohm para circuitos electricos como el que se muestra en la figura siguiente, establece que
V = RI. En la ecuacién, V' es una constante de voltaje, en volts, I es la corriente, en amperes, y R
es la resistencia, en ohms. A la empresa en donde trabaja le han pedido que sustituya las resistencias
por un circuito en donde V sea de 120 voltios, e I sea de 5 + 0,1 amperes;En que intervalo deben
contrarse R para que I esté a menos de 0,1 amperes del valor Iy = 57

Vv f I R

T

b) Si dos resistencias eléctricas con resistencias Ry y Rs respectivamente, se conectan en paralelo,

entonces la resistencia total I esta dada por R = — !
R " R2

R,

MW

R,

AW

Suponga que se fija la resistencia Ry con Ry = 10 ohms, calcule la funcién f : R — R donde f(z)
= la resistencia de tomar R; = x ohms.

Calcule lim f(z)y lim f(z). Interprete estos resultados.
z—0t T—+00



