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Practico 9

1. Particiones y funciones escalonadas
A lo largo de este practico definiremos la funcién parte entera, dado = € R
[x] =n donde n representa al mayor entero n < x.

1. Considere f(z) = [z] y g(x) = 22. En cada caso dibujar la grafica de la funcién h definida en [—1, 2]
a) h(z)=f(z)+g(x) b)) hz)=flr)g(z)

) @) =f@)+g(3) A ha)= 1 f@neBr -9

2. En cada caso f representa una funcién definida en el intervalo [—2,2] por la férmula indicada. Grafique
cada una de ellas. Si f es escalonada encuentre P la particiéon asociada a f.

a) flx)=z+[z] b)) flx)=2[] ¢ flx)=2z—][a]

) f@)=|orz] O f@=l 9 f@= o] -1
3. Demostrar que la funcién parte entera cumple las siguientes propiedades:
a) [r+n]=[z]+n paratodo n en los enteros. b) [~z]=—[z]—-1 si =z¢Z
O [el=-f s zeZ &) fryl=ld+l]l o [+h+1

o pal=la+ford] 0 pad=la+[peg]+[or 2]

4. Escriba las particiones equiespaciadas por n intervalos de I en los siguientes casos. En cada uno identifique
el k-ésimo intervalo y la longitud de cada uno de ellos.

a) n=5,1=1]0,1] b) n=6,1=[-1,1] ¢) n arbitario , I =0, 2] d) n arbitario , I = [3,5]

2. Integral de Funciones Escalonadas.

1. Calcule las siguientes integrales de funciones escalonadas.

e) /i[x]dx ) /31 2[z|dx 9) /31 {x + ﬂ dx

h) /31[2x}dx ) /i(@ﬁ[wﬂ)dz i) /iZ[—x]dac

2. De un ejemplo de una funcién escalonada s definida en [0, 5] tal que f05 s(x)de =2 'y f02 s(z)dx =17.

3. Probar que ff[m]dw + f:[—x}dx =a—0b.



n(n—1) )

4. @) Sea n un entero positivo demostrar que fon t dt = 5

b) Considero: f(z) = [;[t]dt, graficar para x € [0,7].
5. a) Demostrar que fo [t?]dt =5 — V2 — /3.
b) Calcular [°,[t%]dt
. s n _ n(n—1)(2n—1)
6. @) Sin esun entero positivo, demostrar que ['[t?]dt = =*—F="—.
b) Considero f(x fo [t?]dt, graficar f para x € [0, 3]
¢) Hallar todos los z € R tales que [ [t*]dt = 2(x — 1).

7. Sea f una funcién escalonada.

a) Demuestre que la propiedad de la traslacién se puede expresar en la forma siguiente:
V5 f(a)de = ) f(a+ c)de

b) Demuestre la propiedad de dilatacién o contraccién del intervalo de integracion:
o/ (§)do =k [} f(2)da

¢) Muestre que lo anterior es equivalente a f:f f(z)dx =k f; flkz)dz

8. Considero f : [a,b] — R una funcién escalonada y P su particién asociada,

a=x0<x1 <...<Tp1<zTp=0 ,f(x)=ar si z€ (xp_1,2k), k=1,....n

Si en lugar de definir integral de funcién escalonada como se defini6 en el curso, se tomard como definiciéon
la férmula:

b

f(z)dx = Z ay(Tn — Tp_1),

a k=1

se tendria una teoria alternativa de integracién. Cual de las siguientes propiedades permaneceria valida
en este nuevo marco tedrico?

a) /b(f( ) +g(x dm—/ f(z dac+/b (x)dz  b) /abkf(x)d;v:k/abf(a:)dm
/f dl’—/f da:/f d) al:cf(x)da:/abf(erc)

b b
e) Si f(x) < g(x) entonces / f(z)dz </ g(x)dx

Optativo ) Resolver el ejercicio anterior si definimos,

b n
/ f(x)dz:Zak(xﬁfxi_l).
a k=1



3. Sumas Superiores e Inferiores.

1. Calcule S*(f, P) v S«(f, P) en los siguientes casos

] w

)

DO =

a) f(ac):x2,P:{—1,07 1} b) f(x):%7P:{l,2,3,4} ¢) f(x)=+z, P=1{0,1,4,9}

[yl e e p ol 1113
d) f(x)e,P{O,g,Q,l} e) f(z)=2x x,P{O,6,4,3,2,1,2,2}

k

f) f(x)=2% siendo P ={xo,21,...,2y_1,2,} con g = k=0,....n

k
g9) flz)=2x—2% P={x0,21,...,%p_1,2,} con xkzg——i—l k=0,...,n
n

o

a) Calcular fl x dz hallando sus sumas superiores e inferiores para particiones equispaciadas.
n
Recordar que Y i = %
i=1
b) Calcular fo 22 dz hallando sus sumas superiores e inferiores para particiones equiespaciadas.
n n
. n(n+l) .9 _ n(n+1)(2n+1)
Recordar que Z i= "5y Z i° = e
i=1 i=1
T size’Z

b
0 en otro caso Calcular [ f(x)dzx

3. Bosquejar la funcién f(z) definida por f(z) = {

4. Sea P una equiparticién de [0, 1], halle la suma superior e inferior de las siguientes funciones. Discuta la
integrabilidad de cada una.

o fo={] 3558w @={) 3158 o fe-

5. Considero f : [a.b] — R una funcién acotada y P, Q particiones del intervalo [a, b]. Pruebe las siguientes
propiedades:

n’

1 siz=L1neN
0 en otro caso

a) Sea M >0 tal que |f(z)] <M, entonces —M((b—a)<S.(f,P)<S*(f,P)<M(®-a).

b s
b) S.(f,P) < / f(x)dz < / f(x)dz < S*(f,P), para todo P particién.

¢) S«(f,Q) <S*(f,P), para todo para de particiones Py Q.
d) P es un refinamiento de Q entonces S, (f, Q) < S.(f,P) < S*(f,P) < S*(f, Q)

6. Mostrar las siguientes igualdades
b
a) / f(@)dx = sup{S«(f,Prn): Pn esla particién equiespaciada por n intervalos.}
Ja_

b
b) / f(x)dz = inf{S*(f,Pn): Pn esla particién equiespaciada por n intervalos.}



