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Apendice Practico 7

1. Funciones crecientes

» Dada una funcién f : R — R decimos que f es creciente si f(x) < f(y) para todo par de
reales z < y.

» Decimos que f : R — R es estrictamente creciente si f(z) < f(y) para todo par
z,y € R tal que z < y.

» Una funcién f : R — R es decreciente si f(x) > f(y) para todo par de reales = < y.

» Decimos que f : R — R es estrictamente decreciente si f(x) > f(y) para todo par
z,y € R tal que = < y.

1. Verificar que si f es estrictamente creciente entonces es creciente. Dé un ejemplo de una
funcién creciente y no estrictamente creciente.

2. Dadas las funciones f; con las siguientes graficas determinar cudles son crecientes, decre-
cientes, estrictamentes crecientes, estrictamentes decrecientes o ninguna de estas.
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3. Probar que si f,g : R — R son estrictamente crecientes entonces f o g y g o f también lo
son.

4. Sean f:R — R una funcién creciente, y a,b € R tal que a < b.

a) Probar que el conjunto {f(z) : = € [a, ]} estd acotado
b) Probar que sup{f(z): x € [a,b]} = f(D).



¢) Probar que se cumplen las siguientes desigualdades.
sup{f(z) 1z < a} < f(a) < Inf{f(z) : 2 > a}
d) Dé ejemplos donde las desigualdades sean estrictas.

5. Probar que si una funcién es estrictamente creciente entonces es inyectiva. Vale lo mismo
si f es creciente?
2. Funciones lipchizianas
Una funcién f: R — R se dice lipchiziana si:
3 KeR: |f(z)— f(y)| < Klr—y| paratodopar z,y€cR.

1. Bosquejar las siguientes funciones y determinar cudles son lipchizianas.
a) fle)=xz b fl@)=lz o fle)=2> d) f(z)=/|z]

2. Probar que si f,¢g : R — R funciones lipchizianas entonces f o g, f 4+ g son lipchizianas.
Estudiar qué ocurre con fg.

3. Interpretar geométricamente la condicién de que f sea lipchiziana.

3. Funciéon Potencia
Definiciéon funciéon potencia

En este ejercicio se definird la funcién f(z) = 2% y se probaran las propiedades bésicas de la
potencia.

1. Definimos f; : N — R por induccién como

= (1) =2
» filn+1)=2f(n),VneN

a) Probar que f(n+m) = f(n)f(m) para todo par n,m € N

b) Probar que la funcién f; es estrictamente creciente y Im(f1) no estd acotada

2. Para definir la funcién en los enteros simplemente invertimos. Sea fs : Z — R definida por
filn)  sineN
1 .
m S1 —n & N
a) Probar que fa(n +m) = fa(n)fa(m), Yn,m € Z

b) Probar que la funcién fo es creciente

3. Veamos ahora como definir f en Q, surge asi el problema de cémo definir, por ejemplo 2%,

Sea f3 : Q@ — R definida de la siguiente forma: dado g fraccion irreducible f3 (g) =
sup{y € R: y? < fa(p)}-



a) Verificar que la funcién f3 es una extensiéon de fa, es decir fa(n) = f3(n), ¥n € Z.
b) Probar que f3(z +y) = f3(z) f3(y)

¢) Probar que la funcién f3 es creciente

4. Estamos ahora en condiciones de definir f como funcién real
Sea f: R — R definida por

f(z) =sup{y € R:y = fy(2) tal que = <z}

a) Verificar la que funcién f esta bien definida.

b) Probar que la funcién f es una extension de f3, es decir f(z) = f3(z), Vo € Q

)
)
¢) Probar que la funcién f es creciente
)
)

d) Probar que f(z +y) = f(x)f(y)
e) Probar que dado a € R se cumplen las igualdades sup{f(z) : © < a} = f(a) =

inf{f(z): x> a}

5. Verificar que la definicién se puede adaptar a cualquier base. Explique qué cambiaria para
definir 37.

6. Dadas f,g: R — R definidas por f(z) = a” y g(x) = b* probar que f(z)g(z) = (ab)*.



