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Practico 7

1. Cotas, Supremo e Infimo

1. Representar los siguientes conjuntos en R, ademds hallar supremo e infimo y estudiar si
son maximos o minimos.

a) [-1,1] b (25 ¢ (26 d) [-10,—-2) e [0,0]

) 250,10 g [=L,10N(0,2)  h) [0,5)\(1L,2) 4) [1,2]\(1,2)
7) L2334 k) ([1L,2Juf3,4))n[0,3] 1) [1,2]U([3,4]N0,3])

2. Hallar supremo e infimo de los siguientes conjuntos y estudiar si son maximos o minimos
respectivamente.

a) {xeR:m2§3} b) {m€R+:(x—1)(x—2)<O} c) {xGR:3;j2120}

&) {(=1)":n €N} e){<4>an6N}

2
Ho0UNQ g [1L,2NQ k) {z:a’+2-1<0}NQ
. n_n . —1\" -n
i) {(=D)"":neZ} J) {(2> e :nGN}
3. a) Primer parcial, primer semestre 2014, MO
Sea A = A; U Ay, donde:

1 1
= —_ N > = —_— . >
Aq {2n—1 1 n_l},Az {2n+1 n_l}

Entonces:

A) sup(A4) =2,inf(A4) = —1.
B

(

(B) max(A) = 2, inf(A) = —1.

(C) sup(A) = 3,inf(A4) = —1 pero A no tiene méximo ni minimo.
(D) sup(A) = 3,inf(A) = —1; A tiene maximo pero no tiene mfnimo.
(E) sup(A) = 2,inf(A) = —1; A tiene minimo pero no tiene maximo.

b) Primer parcial, segundo semestre 2014, MO
Sea A= A; U Ay, donde, A; =[0,1]\Qy Ay = {r € R: 2 =cos(n]),n € N,n > 0}

(A) sup(A) =1 e inf(A) = —1; A tiene minimo pero no tiene maximo.
(B) sup(A) =1 e inf(A) = —1; A tiene mdximo pero no tiene minimo.
(C) sup(A) =1 e inf(A) = —1 pero A pero no tiene méximo ni minimo.
(D) sup(A) =2 e inf(A) = —1.

(E) méx(A) =1y min(A) = -1



. Consecuencias béasicas de la definicién de supremo

a) Probar que el axioma de completitud (existencia de supremo para conjuntos acotados
superiormente) es equivalente a la propiedad “todo conjunto acotado inferiormente
tiene infimo”.

b) Sea A un conjunto no vacio, acotado superiormente y o = sup(A). Probar que para
todo § > 0, existe ag € A tal que o — § < a5 < a.

. Sea A = {% 'n € N+}. Probar que A estd acotado inferiormente. Notemos « al infimo de
A.

a) Verificar que o > 0.

b) Verificar que si « es una cota inferior entonces 2« también lo es.

¢) Deducir que a = 0. Deducir que para todo x > 0 existe n € N tal que = >
. A partir del ejercicio anterior se pueden deducir algunas propiedades.

a) Probar que N no estd acotado superiormente. Deduzca que para x € R, existen m y
n enteros, tales que m < x < n.

b) Dado g € R™ definimos el conjunto A, como Az, = {z € R: 2 =2 paran € NT}.
Probar que inf(A,,) = 0.

Deducir que para cualquier par de puntos =,y € R tal que x < y existe z € R\ Q tal
que x < z < y.

. Primer parcial, primer semestre 2016, MO

Sea A= {2:0<m<n,m,neN}

a) A estd acotado superiormente, tiene supremo, pero no maximo.

b

) A no esta acotado superiormente, por lo tanto no tiene supremo.
¢) A tiene supremo, que es maximo.

d

(&

A no esta acotado superiormente, no tiene maximo, pero tiene supremo.

A estéd acotado superiormente, pero no tiene supremo.

. (*) Sean A, B C R no vacios y o € R, se define A ={aa:a€ A} y A+ B={a+b:ac
A, be B}

a) 1) Si AC By B es acotado demostrar que inf(B) < inf(A) < sup(A4) < sup(B).

2) Dar un ejemplo donde A C B, B acotado e inf(B) = inf(A) < sup(4) < sup(B).
b) 1) Sia<b,Vaec AyVbe B, demostrar que sup(A) < inf(B).

2) Dar un ejemplo donde a < b, Va € Ay Vb € B, y sup(A) = inf(B).
¢) 1) Probar que si A y B son acotados entonces inf(A + B) = inf(A) + inf(B) y

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2) Si A=(0,2] y C = (0,3], encontrar un conjunto B tal que A+ B = C. Verificar
con estos conjuntos A y B las igualdades demostradas en el item anterior.
d) 1) Probar que si A es acotado y a > 0 entonces sup(aA) = asup(A) e inf(ad) =
ainf(A).
2) Probar que si A es acotado y o < 0 entonces sup(aAd) = ainf(A) e inf(ad) =
asup(A).



Numero real

. Probar que v/2 y v/3 son irracionales. ;Por qué esto no se aplica a /47
. Seana € Qy b eR\Q. Probar que a+b ¢ Q. ;Se puede decir lo mismo de ab?

. Dé ejemplos de pares de nimeros irracionales (digamos a, b) tal que a + b y ab sean
racionales.

. Probar que dados z,y € R tales que x < y existe z € R con = < z < y. Repetir esta parte
para x,y, z € Q.

. (*) Demuestre que si z = p + ,/q donde p, ¢ son racionales entonces dado m € N existen
a,b € Q tal que 2™ = a + b,/q.

Demuestre ademds que (p — /q)™ = a — b\/q.

Funciones reales

. Sea f: R — R la funcién definida por f(x) =sup{n € Z: n < z}, es decir el mayor entero
menor o igual a x.

Bosquejar las funciones

a) f(x) b)) filz)=z—f(z) o falx)=/filz) d) fs(x)=f(@)+f2(2)

O K@=1(3) D 0=

. Sean f,g: R — R funciones tales que los conjuntos {f(z) : z € R} y {g(z) : = € R} estan
acotados.

Fijo un intervalo [a,b] C R, probar que
sup{(f +9)(z) : x € [a,b]} < sup{f(z) : x € [a,b]} +sup{g(x) : x € [a, b]}
mf{(f +g)(z): x € [a,b]} > Inf{f(z) : x € [a,b]} + inf{g(x) : x € [a,b]}

Dar un ejemplo de una funcién f : [a,b] — R tal que Im(f) = {f(z) : = € [a,b]} esté
acotado y f(x) < sup(Im(f)) para todo = € [a, b]



