Integrales

Cdlculo diferencial e integral en una variable

1. Introduccion

La teoria de la integracion es una herramienta fundamental para calcular las areas de las
regiones del plano definidas a partir de curvas. Sus origenes se remontan a mas de 2300 afios,
cuando los matematicos griegos calculaban dreas por el método de exhaucion'. Este método
consistia en aproximar las figuras curvas (tales como los circulos, las elipses o las pardbolas)
por poligonos para obtener aproximaciones del drea de dichas figuras. Por ejemplo, la siguiente
figura muestra como se puede aproximar un circulo por pares de poligonos regulares (uno
adentro, y otro afuera), para obtener aproximaciones por defecto y por exceso de su drea:

. r .
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Los matemdticos griegos también usaron el mismo método con éxito para calcular los volime-
nes de sélidos tales como las esferas, los cilindros o los conos, aproximédndolos por poliedros.

El célculo integral moderno apareci6 al final del siglo XVII, cuando el matematico y fil6-
sofo alemdn Gottfried Wilhelm Leiniz (1646—1716) descubrié un vinculo sorprendente entre
la integracién y la derivacion?. Sin embargo, la definicion de Leibniz carecia de una fundamen-
tacion rigurosa, pues le faltaba una definicién precisa de los nimeros reales. (De hecho, las
nociones fundamentales de infimo y de supremo, asi como el axioma de completitud, fueron
introducidos recién en la primera mitad del siglo XIX.) La primera formalizacién rigurosa de
la teoria de la integracion fue dada por el matemaético aleman Bernhard Riemann (1826-1866),
y es esencialmente ésta la que vamos a presentar en este capitulo’.

'El método de exhaucién fue introducido por Eudoxo de Cnido (390-337 a. C.) y completado por Arquimedes
de Siracusa (287-212 a. C.), quienes lo usaron para calcular multiples dreas y volimenes.

2Este vinculo es el objeto del teorema fundamental del cdlculo, que veremos més adelante en este curso. En
este capitulo, s6lo nos interesaremos por el problema que consiste en definir rigurosamente la nocién de area.

3Existe otra teorfa de la integracion, debida al matematico francés Henri LeBesGuk (1875-1941), que permite
integrar mas funciones, y que constituye hoy el marco de referencia de la teoria de la integracién. En este curso,
nos restringiremos a la teorfa de Riemann, cuyas definiciones son mds sencillas y que es (mds que) suficiente para
las necesidades de este curso introductorio.



2. Integral de una funcion

2.1. Objetivo y método

El problema de la teoria de la integracion es el siguiente: dada una funcién f : [a,b] — R
definida en un intervalo cerrado [a, b] (con a < b), ;como medir el area algebraica de la region
del plano ubicada entre el eje x y la gréfica de la funcién f?
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Por drea algebraica, se entiende el ndmero real (positivo, negativo o nulo) obtenido contando
con un signo positivo las dreas por encima del eje x, y con un signo negativo las areas por
debajo del eje x, como indicado en la figura anterior*. En matematica, el 4rea algebraica de la
region ubicada entre el eje x y la grafica de f se llama integral de la funcién f en el intervalo
[a, b], y el proceso que permite determinar dicha drea se llama integracion.

El método Para determinar la integral de la funcion f en el intervalo [a, b], el método de Rie-
mann consiste en aproximar (por defecto y por exceso) la regién correspondiente por regiones
poligonales construidas a partir de rectdngulos, y cuya drea (algebraica) se calcula facilmente
sumando las 4reas (algebraicas) de dichos rectdngulos® (Seccién 2.3):
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Formalmente, cada par de aproximaciones (una por defecto y otra por exceso) es construido
a partir de una particion P = {a,a;,as,...,a,_1,b} del intervalo [a, b] (Seccién 2.2), cuyos
puntos definen los limites horizontales de los rectingulos que usaremos para construir dichas
aproximaciones. Considerando particiones cada vez mds finas del intervalo [a, b], se obtienen
aproximaciones cada vez mds precisas del drea deseada, la cual puede ser definida como el
“limite” (Seccion 2.4) de las dreas de todas las aproximaciones asi definidas.

“El drea algebraica de 1a regién ubicada entre entre el eje x y la grifica de la funcién f tiene propiedades al-
gebraicas mucho mejores que el drea geométrica correspondiente (obtenida contando todas las dreas involucradas
con un signo positivo), y es la razén por qué la teoria de la integracién sélo considera ésa. Por otro lado, ambas
nociones de drea (algebraica y geométrica) coinciden para las funciones positivas o nulas, y cuando se trata de
calcular el 4rea geométrica de la region ubicada entre el eje x y la grafica de un funcién f con un signo cualquiera,
basta con remplazar la funcién f por la funcién x — |f(x)| (véase Seccién 3.3).

3 El 4rea algebraica de un rectingulo de ancho £ > 0 (positivo) y de altura L € IR (algebraica) es el producto
¢ x L. Este producto es positivo, negativo o nulo segtn si la altura algebraica L es positiva, negativa o nula (siendo
el ancho positivo, por convencién).



2.2. Particiones de un intervalo

Definicion 1 (Particion de un intervalo). Sea un intervalo cerrado [a,b] C IR, con a < b. Se
llama particion de [a, b] a todo subconjunto finito P C [a,b] talquea € Py b € P.

Notacion 2. En lo siguiente, escribiremos sistematicamente las particiones P del intervalo [a, b]
ordenando sus elementos de modo creciente; es decir: de la forma

P={ay,ay,...,a,}, cona=aqy<a;<---<a,=b.

Intuitivamente, una particion P = {agy,ay,...,a,} del intervalo [a, b] sirve para descomponer
dicho intervalo en una unién finita de subintervalos esencialmente disjuntos®:

la,b] = [ap,a;]V[aj,a]lVU---Ula,_,a,].

Definicion 3 (Orden entre las particiones). Las particiones de un intervalo [a, b] estdn ordena-
das por el orden de la inclusion. Asi, dadas dos particiones Py Q del intervalo [a, b] tales que
P c Q, se dice que Q es mds fina que P, o que P es mds gruesa que Q.

Observacion 4 (Relacion de orden parcial). La relacion de inclusién entre las particiones del
intervalo [a, b] es una relacion de orden parcial, en el sentido de que es una relacién

= reflexiva: P CP
= transitiva: si Pc Q y Q CR, entonces P C R
= antisimétrica: si Pc Q y Q Cc P, entonces P = Q.

(para todas las particiones P, Q, R C [a, b]). Por otro lado, esta relacién no es una relacion de
orden total (al contrario de la relacién de orden usual sobre los niimeros reales’), pues existen
pares de particiones no comparables, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5. Sean las siguientes cuatro particiones del intervalo [2, 8]:

Py =1{2,8} 2 8
P =1{2,3,1,5.8) 2 33 5 8
P, ={2,4,5,2,8) 2 4 5 2 g
Py=12,3,1,4,5 2,38 2 334 5 g

Se observa que Py = {2, 8} es la particién mds gruesa del intervalo [2, 8], pues estd incluida en
cualquier otra particion de [2, 8]. En particular, estd incluida en las particiones Py, P, y P3. Por
otro lado, las particiones P; y P, no son comparables, pues P; ¢ P, y P, ¢ P, (aunque tengan
tres elementos comunes: 2, 5 y 8). Finalmente, se observa que la particiéon P; = P; U P, es mds
fina que las particiones Py, P, y P,, pues Py C P C P3y Py C P, C Ps.

®Es decir: subintervalos que no se intersectan, salvo quizds en sus puntos extremos.
"Recordemos que para todos los niimeros reales x e y, tenemos que x < y 0 y < x («o» inclusivo).



Observaciones 6. (1) Dado un intervalo cerrado [a,b] C IR (con a < b), se observa mas
generalmente que el conjunto Py = {a, b} es una particion del intervalo [a, b]: es la particién
mads gruesa de [a, b], pues Py C P para toda particién P C [a, b].

(2) Dadas dos particiones P, P, C [a, b], suunién P;UP, también es una particion de [a, b],
que es mds finaque P,y P,alavez: P Cc PLUP, y P, C P, U P,. Se dice que la unioén
Py U P, es el refinamiento comiin de las dos particiones Py y P;.

Definicion 7 (Norma de una particién). Dada una particiéon P = {ay,ay,...,a,} del intervalo
[a, b], se llama norma de Py se escribe ||P|| a 1a longitud del subintervalo [a;, a;+1] C [a, b] més
grande (0 < i < n) definido por la particién P:

IPll = max (a1 — a;)
i=0..n—1
Por construccién, tenemos que: 0 < ||P|| < b — a.

Observacion 8. Dadas dos particiones Py Q del intervalo [a, b], es claro que P C Q implica
que ||Q|| < ||P]|, pero el reciproco no se cumple en general (véase el ejercicio més abajo).

Ejercicio 9 (Orden y norma). (1) Construir dos particiones Py Q del intervalo [0, 1] que no
sean comparables (es decir: P ¢ Qy Q ¢ P)y tales que ||Q|| < ||P]l.

(2) Dada una particién P de un intervalo [a, b], demostrar que para todo £ > 0, existe una
particiéon Q C [a, b] tal que P C Q (es decir: Q es mas fina que P) y ||Q|| < e.

2.3. Sumas inferiores y superiores

En esta seccion, se considera una funcién f : [a, b] — R definida sobre un intervalo cerrado
[a,b] C R (con a < b). Ademds, asumiremos que la funcién f estd acotada® en el intervalo
[a, b], en el sentido de que existen dos nimeros k., k* € R tales que

k. < f(x) < k" para todo x € [a, b]

Notacion 10. Dado un subintervalo [ay, b;] C [a,b] (con a < a; < by < b), se observa que el
conjunto {f(x) : x € [ay,b;]} C R estd acotado inferiormente por k. y superiormente por k*. Por
el axioma de completitud, este conjunto tiene infimo y supremo, que escribiremos:

inf(f, [a1, b1])
sup(f, [al’ bl])

Por construccién, tenemos que: k. < inf(f,[a;,b1]) < sup(f,[a1,b1]) < k"

inf{f(x) : x € [ay,b]}
sup{f(x) : x € [a1, b1}

Lema 11. Si [a,, by] C |a;,b1] C |a, b], entonces:

inf(f, [a1,b1]) < iInf(f,[as,b2]) < sup(f,[az,bs]) < sup(f,[ai,bi]).

Demostracion. Sean A = {f(x) : x € [a1,b1]} y A» = {f(x) : x € [as, by]}. Por construccion,
tenemos que A, C Ay, pues [ay, by] C [ay, b]:

8En lo siguiente, sélo integraremos funciones definidas en un intervalo cerrado [a, b], y cuyos valores estin
acotados por dos niimeros k. y k* fijados. Ambas condiciones sirven para asegurarnos que la regién que nos
interesa estd incluida en un rectangulo (aqui: el producto cartesiano [a, b] X [k, k*]) y que su 4rea es finita.

4
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Se trata de demostrar que inf(A;) < inf(A;) < sup(A,) < sup(A;). Demostremos la primera
desigualdad. Por construccion, el nimero inf(A;) es una cota inferior del conjunto A;, y como
A, C Ay, el mismo nimero también es una cota inferior del conjunto A,. Pero como todas
las cotas inferiores de A, son menores o iguales a inf(A;) (que es la cota inferior méds grande

de A,), se deduce que inf(A;) < inf(A,). La desigualdad sup(A;) < sup(A;) se demuestra de

modo andlogo, y la desigualdad central inf(A,) < sup(A;) es obvia. O
Ahora, consideremos una particion P = {ay, ay, . .., a,} del intervalo [a, b].
En cada subintervalo [a;,a;1] (coni =0,...,n—1), la funcién f toma valores entre los dos

nimeros inf(f, [a;, a;+1]) y sup(f, [a;, ai+1]). Asi, en dicho subintervalo, se puede aproximar el
area algebraica de la region ubicada entre el eje x y la grafica de f por las dreas de los siguientes
dos rectangulos:

= un rectdngulo de ancho a;.; — a; > 0 y de altura algebraica inf(f, [a;,a;+1]) € IR, cuya
drea algebraica’ es (aiy — a;) - inf(f, [a;, a;s1])  (aproximacién por defecto);

= un rectdngulo de ancho a;,; —a; > 0 y de altura algebraica sup(f, [a;,a;+1]) € R, cuya
area algebraicaes (a;1 — ;) - sup(f, [a;,a;+1]) (aproximacién por exceso).

R\
inf(f’ [ai’ aiy ]) Sup(‘f’ [ai’ it ])
a; Ai+1 a; Ai+1
Sumando estas dos familias de niimeros paratodoi =0, ...,n—1, se obtienen las siguientes

dos aproximaciones del drea algebraica de la regién que nos interesa:

Definicion 12 (Suma inferior y suma superior respecto a una particiéon). Dado una particion
P ={ag,ay,...,a,} C[a,b], se definen la suma inferior S.(f, P) y la suma superior S*(f, P) de
la funcién f respecto a la particién P por:

n—1

S.(f,P) = Z(a”l —a;) - Inf(f, [a;, ais1]) (suma inferior de f respecto a P)
i=0
n—1

S*(f,P) = Z(am —a;) - sup(f, ai, air1]) (suma superior de f respecto a P)
i=0

Graficamente, la suma inferior S.(f, P) y la suma superior S*(f, P) de la funcién f respecto
a la particiéon P representan las dreas algebraicas de la regiones poligonales dibujadas en la
siguiente figura (a la izquierda para la suma inferior y a la derecha para la suma superior):

9Véase nota 5 p. 2.
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Intuitivamente, la suma inferior S.(f, P) constituye una aproximacion por defecto del drea alge-
braica de la region ubicada entre el eje x y la grafica de la funcién f, mientras la suma superior
S*(f, P) constituye una aproximacion por exceso de dicha area. Se demuestra que:

Proposicion 13. Para toda particion P C [a, b], tenemos que: S.(f, P) < S*(f, P).

Demostracion. Escribamos P = {ag,ay,...,a,},cona = ag < a; < --- < a, = b. Para cada
i=0,...,n—1,se observa que inf(f, [a;, a;+1]) < sup(f, [a;, ai+1]). Multiplicando ambos lados
de la desigualdad anterior por el nimero a;,; — a; > 0, se obtiene la desigualdad

(aiv1 — a;) - nf(f, [a;, ai1]) < (a1 — @) - sup(f, [ai, air1])
y sumdndola paratodoi = 0,...,n — 1, se deduce que S.(f, P) < S*(f, P). O
Ejercicio 14. A partir de lo anterior, demostrar que
b-ak. < S.(f,P) < S(f,P) < (b-a)k"

para toda particién P = {ay, ay,...,a,} C [a, b].
Ejercicio 15. Sea f : [0,4] — R la funcién definida por f(x) = 4x — x2.

(1) Bosquejar la gréfica de la funcién f.

(2) Demostrar que f es mondtona creciente en [0, 2] y mondtona decreciente en [2, 4].

(Sugerencia: se puede estudiar el signo de la derivada de f, o bien demostrar el resultado

directamente, observando que f(x) = 4 — (x — 2)%.)
(3) Rellenar la siguiente tabla de valores:

x=10,0 0,5 (1,0 |1,5 (2,0 2,5 3,0 |3,5|4,0
f(x) =
(4) Calcular las sumas inferiores S.(f, P) y las sumas superiores S*(f, P) para las siguientes
particiones del intervalo [0, 4], asi como las normas de dichas particiones:
= Py =1{0; 4}
= P ={0; 2; 4}
= P, ={0; 1; 2; 3; 4}
s P3={0; 0,5, 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4}
Observacion: Para determinar los infimos y supremos de la funcién f en los subin-
tervalos definidos por las particiones Py, P;, P, y P, conviene usar las propiedades de
monotonia demostradas en (2).
(5) Comparar los pares de aproximaciones S.(f, P) y S*(f, P) para P = Py, P, P, P;.
(Cudl es el mejor par de aproximaciones? ;y el peor?




Mis generalmente, se puede demostrar que cuando dos particiones Py Q del intervalo [a, b]
son tales que P C Q (es decir: Q es mds fina que P), las sumas S.(f, Q) y S*(f, Q) inducidas
por la particién més fina siempre constituyen un mejor par de aproximaciones del drea deseada
que las sumas S.(f, P) y S*(f, P) inducidas por la particién mds gruesa:

S.(f,P)  S.(f,Q)  area? S, Q) S(f,P)

L |
aproximaciones inducidas por Q

aproximaciones inducidas por P

Formalmente:

Proposicion 16. Si dos particiones P, Q C [a, b] son tales que P C Q, entonces:

S.(fiP) < 8./, Q) < §(f,0) < S/, P).

Demostracion. En primer lugar, se considera el caso particular donde las particiones Py Q
s6lo difieren por un punto, es decir: Q = P U {a'}, con @’ ¢ P. En este caso, se pueden escribir

P = {aOa---aak’ak+la"'aan} y Q = {ao,...,ak,a’,ak+1,...,a,1},

suponiendo que el nuevo punto a’ agregado por la particién Q se interpone entre los puntos a; y
a1 de la particion inicial P (para algin k = 0, ...,n — 1). Asi, la suma inferior de la funcién f
respecto a la particion P se puede descomponer del modo siguiente

S.(f, P)

n—1

Z(am —a;) - Inf(f, [a;, a;+1])

i=0

= Sick + (k1 — ap) - Inf(f, [ak, ar1]) + Sisk

agrupando todos los sumandos correspondientes a los indices i < k en la suma S;, y todos los
sumandos correspondientes a los indices i > k en la suma S;.;. Asi obtenemos que

S.(f, P)

Sick + (ke — ar) - Inf(f, [ar, ax1]) + Sisi

= Sia + (@ — @) + (a1 — @) - Inf(f, [ax, ax1]) + Sis

Sick + (@ —a) - Inf(f, [a, axn1]) + (arer — ') - Inf(f, [ag, ar1]) + Sis
Sick + (@ —a) - Inf(f, [ar, d']) + (are1 —a') - Inf(f, [d, ar1]) + Sisk

= S.(f,PU{a’}) = S.(f,Q)

IA

observando que inf(f, [ax, ar+1]) < Inf(f, [ax,a’]) e Inf(f, [ax, ars1]) < Inf(f, [a’, ar1]) porel
Lema 11 p. 4. De modo andlogo, se demuestra que

S(f,.P) =2 S(f,Puld}) = S/, Q),

usando de nuevo el Lema 11, pero con los supremos. Ahora, consideremos el caso general,
donde Py Q son dos particiones tales que P C Q, pero de tamaifios cualesquiera. Como Py Q



son conjuntos finitos tales que P C Q, se puede escribir Q = PU{aj, ..., a,} paraalgin p € IN.
Usando de modo repetido el caso particular demostrado anteriormente, obtenemos'® que

A

S.(f,P) < S.(f,PUla}}) < S.(f,PUlaj,a}) < ---
< S(f,PUlay,....a, ) < S.(f,PUlay,....a,}) = S.(f, Q)

y S*(f,P) = §*(f,PU{a}}) = §'(f,PUla},a,}) >
> S*(f,PU{a’l,...,a;_l}) > S*(f,PUlay,...,a,D) = S'(f,0),
lo que acaba demostrar que S.(f, P) < S.(f,0Q) < S*(f,0Q) < S*(f,P). O

Una consecuencia importante de la proposicion anterior es que todas las sumas inferiores
S.(f, P) (las “aproximaciones por defecto”) son menores o iguales a todas la sumas superiores
S*(f, Q) (las “aproximaciones por exceso’), independientemente de las particiones Py Q:

Proposicion 17. Para todas las particiones P, Q C [a, b], tenemos que: S.(f,P) < S*(f, Q).

Demostracion. Por la proposicion anterior, tenemos que

S.(f,P) < S.(f,PUQ) < S(f,PUQ) < (/. Q). 0O

2.4. Integral inferior y superior

Los lectores habrdn observado que nunca definimos formalmente lo que es el “drea alge-
braica de la region ubicada entre el eje x y la grafica”, y que tampoco usamos esta nocién
para demostrar los resultados anteriores. Hasta ahora, la nocién de drea es una nocion pura-
mente intuitiva, sin definicién formal, que s6lo usamos como un hilo conductor para definir
(formalmente) las sumas inferiores y superiores.

Al final, se obtienen dos conjuntos de “aproximaciones’:

= el conjunto  A.(f) = {S.(f,P) : P particién de [a, b]}
formado por todas las sumas inferiores de la funcién f, que se pueden considerar como
aproximaciones por defecto del drea deseada (y todavia no definida);

= el conjunto  A(f) = {S*(f, Q) : Q particién de [a, b]}
formado por todas las sumas superiores de la funcién f, que se pueden considerar como

aproximaciones por exceso del area deseada.

Ademads, demostramos (Prop. 17) que todos los elementos del conjunto A.(f) son menores o
iguales a todos los elementos del conjunto A*(f):

AL O A
r A N r A N
S.(flab})  S(f.P) S(f.0) --- o SO ST(AP) ST(filab))

En particular:

= ¢l conjunto A.(f) estd acotado superiormente (por cualquier elemento de A*(f)), y

19Formalmente, la demostracién del caso general se efectia por induccién sobre el niimero p de elementos
agregados, usando el caso particular para pasar de p a p + 1 en el paso inductivo (ejercicio).



= el conjunto A*(f) estd acotado inferiormente (por cualquier elemento de A.(f)).
Lo que justifica la siguiente definicién:

Definicion 18 (Integral inferior y superior). Se llaman integral inferior e integral superior de
la funcién f a los dos ndmeros L(f) y I"(f) definidos por:

L(f) = sup(A.(f)) = supS.(f,P) (integral inferior de f)
Pclab]
I(f) = inf(A(f)) = Pl’l[lfb]S*(f , P) (integral superior de f)

Asi:

» La integral inferior L.(f) de la funcién f es definida como el supremo de todas las sumas
inferiores de la funcién f. Intuitivamente, este nimero constituye la mejor aproximacion
por defecto del area algebraica de la regién ubicada entre el eje x y la grafica de f;

= La integral superior I*(f) de la funcién f es definida como el infimo de todas las sumas
superiores de la funcién f. Intuitivamente, este nimero constituye la mejor aproximacion
por exceso de la misma 4rea.

En particular, se verifica facilmente que:
Proposicion 19. L(f) < I'(f).

Demostracion. Se sigue de la Prop. 17 (ejercicio). O

Observacion 20. Por definicion de las integrales inferior L(f) y superior I*(f), tenemos que
S.(f, P) < L(f) < I'(f) < S*(f, P) para toda particiéon P C [a, b], lo que implica que

0 < I'(NH-L() < S, P)-S.f.P)

como se puede observar en la siguiente figura:

S*(f, P) = S.(f, P)

S.(f.p) L) I'(f) S'(f.P)

—_—

I'(f) = L(H)

Mais generalmente, se verifica de mismo modo (usando la Prop. 16) que si P, Q, R, etc. son
particiones del intervalo [a, b] tales que P C Q C R C - - -, entonces:

0<I(H-L() = - <SR =-S(R) < S0 =50 < §(.P) - 5(f. P).

En lo siguiente, veremos que cuando la funcién f es suficientemente regular (lo que serd el
caso para la gran mayoria de las funciones que consideraremos en este curso), los dos ndmeros
L(f) e I'(f) son iguales. En este caso, podremos considerar que el nimero L(f) = I"(f) consti-
tuye una definicion del area deseada. En los otros casos, consideraremos que la regién ubicada
entre el eje x y la grafica de f no tiene drea bien definida. Formalmente:



Definicion 21 (Funcién integrable). Se dice que una funcién f : [a,b] — IR (acotada) es
integrable cuando sus integrales inferior y superior coinciden: L(f) = I"(f). Cuando es el caso,
este nimero se llama la integral de la funcion f en el intervalo [a, b], y se escribe

b b
f F obien f o0 d (= L(H) = I'()

Asi, por construccion, la integral de la funcién f : [a, b] — R representa el drea algebraica
de la region ubicada entre el eje x y la grafica de f:

b )
f f(x)dx = drea algebraical| T +

(Recordemos que, por definicidn, sélo las funciones acotadas pueden ser integrables.)

Observacion 22. Histéricamente, la notacion anterior fue introducida en 1686 por Leibniz,
que definia la integral de una funcién f como una “suma continua”!! de 4dreas de rectdngulos
infinitamente finos, de altura f(x) y de ancho infinitesimal dx:

b
ff(x)dx = ") Tf(0) -

x€la,b]
En particular, el simbolo f viene de la caligrafia de la letra s'? en el siglo X VII.
En lo que sigue, usaremos con frecuencia los siguientes dos criterios para demostrar que
una funcién acotada es integrable:

Proposicion 23 (Criterio de integracion “a menos de &”). Para toda funcion f : [a,b] — R
acotada y para todo niimero I € R, las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(1) La funcion f es integrable en [a, b] y su integral vale 1.

(2) Para todo € > 0, existe una particion P C [a, b] tal que

I—-¢ < S*(f’P) < S*(f,P) < I+e.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que L(f) = I"(f) = 1. Dado € > 0, queremos construir
una particién P que cumpla las desigualdades deseadas. Como I = L(f) es el supremo de las
sumas inferiores de f, existe una particion Py C [a,b] tal que I — & < S.(f, Py) < 1. Y como
I = I'(f) es el infimo de las sumas superiores de f, existe una particion P, C [a, b] tal que
I < S8*(f,P,) < I+ & Tomando P = Py U P,, se deduce de lo anterior (por la Prop. 16) que

[—e< S.(f,P) < S(f.P) < S°(f,P) < S'(f.Py) < I+s.

(2) = (1). Como ambos ntimeros L(f) e I*(f) se intercalan entre las sumas inferior S.(f, P) y
superior S*(f, P) de la funcién f para toda particién P C [a, b], la condicién (2) implica que

I-e<I(f)<l+e¢ e I-e<I'(f)y<Il+e¢

para todo € > 0. Por lo tanto, tenemos que L(f) = I"(f) = I. O

1 Aunque la definicién de Leibniz ya no sea considerada como correcta segtin los criterios modernos, las intui-
ciones subyacentes todavia son muy utiles en fisica y a veces también en matematica.
121.a s de la palabra latina «summa» (suma), que se escribia « fumma» en el tiempo de Leibniz.
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Observacion 24. El criterio anterior es un criterio de integracion, que sirve (1) para determinar
si la funcién considerada es integrable y (2) para determinar el valor de su integral. A veces,
s6lo se necesita determinar si la funcién considerada es integrable, sin conocer el valor de su
integral. En este caso, se usa el siguiente criterio de integrabilidad.:

Proposicion 25 (Criterio de integrabilidad “a menos de €”). Para toda funcion f : [a,b] — R
acotada, las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(1) La funcion f es integrable en el intervalo |a, b].
(2) Para todo € > 0, existe una particion P C [a, b] tal que 0 < S*(f, P) — S.(f, P) < &.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que la funcién f es integrable en [a, b], y llamaremos /
a su integral. Dado & > 0, existe por la proposicion anterior una particion P C [a, b] tal que

I-¢/2 < S.(f,P) < S"(f.P) < I+¢/2.

Entonces, tenemos que 0 < S*(f, P) — S.(f,P) < (I +&/2) - (I —€/2) = &.

(2) = (1). Como 0 < I'(f) — L(f) < S*(f, P) — S.(f, P) para toda particiéon P C [a,b], la
condicién (2) implica que 0 < I"(f) — L(f) < € para todo € > 0. Por lo tanto, L(f) = I"'(f). O

2.5. Ejemplos y contraejemplo

Ejemplo 26 (Integracién de una funcién constante). Dados un intervalo cerrado [a, b] (con
a < b) y un nimero k € R, se considera la funcién constante f : [a, b] — IR definida por

fx) =k para todo x € R.
Para demostrar que la funcién f es integrable, se considera una particiéon P = {ag, ay,...,a,}
(cualquiera) del intervalo [a, b], y se observa que en cada subintervalo [a;, a;41] (i = 0,...,n—1),

tenemos que inf(f, [a;, ai+1]) = sup(f, [a;, ai1]) = k. Asi, la sumas inferior S.(f, P) y superior
S*(f, P) de la funcion f respecto a la particiéon P son iguales, y:

n—1 n—1
SUAP) = SUP) = > —a)k = k- (@u—a) = k@, —ap) = (b-ak.
i=0 i=0

Por lo tanto, tenemos que A.(f) = A*(f) = {(b —a)k} (todas las aproximaciones son iguales),
de tal modo que L(f) = I"(f) = (b — a)k. Asi, la funcién f es integrable en [a, b], y

b b
ff(x)dx = fkdx = (b-ak.

Observacion 27. Como era de esperar, la integral fa ’ f)dx = fa " dx
de la funcidén constante f(x) = k en el intervalo [a, b] es igual al area k
algebraica (b — a) X k de un rectangulo de ancho b — a > 0 y de altura 0
algebraica k € IR.

a b

13Aqui se observa que Y1) (@is1 — @) = Y070 (—ai + aiy1) = —ao + 9 — G{ + Gf — -+ — A= + @y = Gy, — ap. En
lo siguiente, usaremos frecuentemente esta regla de simplificacion “de a dos” de modo implicito.
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En la Seccion 4 y en resto del curso, veremos otros muchos ejemplos (menos triviales) de
funciones integrables cuyas integrales se pueden calcular sencillamente en algunos casos. Sin
embargo, también existen funciones no integrables, asi como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 28 (Funcién de Dirichlet). Consideremos la funcién de Dirichlet f : [0, 1] — R, que
es definida por

1 sixe@
X) = ara todo x € [0, 1
f(x) 0 sixe¢Q (p [0, 1)
Sea una particién P = {ao,ay,...,a,} cualquiera del intervalo [0, 1]. Se observa que en cada
subintervalo [a;, a;,1] (coni =0, ...,n—1), existen a la vez nlimeros racionales (para los cuales

f(x) = 1) y nimeros irracionales (para los cuales f(x) = 0), de tal modo que
inf(f, [a;,ais1]) =0 mientras sup(f, [ai,ai]) = 1.

Calculando las sumas inferior y superior correspondientes, se obtiene

n—1
S.(f,P) = ) (@n—a)-0 = 0
i=0
n—1
mientras SHP) = Dlam-a)-1 = a—ay = 1,

i=0

y eso para todas las particiones P C [0, 1]. Por lo tanto, tenemos que L(f) = 0e I'(f) = 1, lo
que demuestra que la funcién de Dirichlet no es integrable, aunque esté acotada.

Observacion 29. Intuitivamente, la funcién de Dirichlet (que alterna entre los valores 0 y 1
infinitas veces en cada subintervalo de [0, 1]) es tan irregular que el método de aproximacion
por rectdngulos no logra capturar el drea de la regién correspondiente!.

El primer resultado importante de la teoria de la integracion es que todas las funciones
mondtonas (crecientes o decrecientes) son integrables:

Teorema 30 (Funciones monétonas). Si f : [a,b] — R es una funcion mondtona creciente o
decreciente en el intervalo [a, b, entonces f es integrable en dicho intervalo.

Demostracion. S6lo consideraremos el caso donde f es mondtona creciente; el caso donde
es mondtona decreciente es andlogo (véase Ejercicio 31 mds abajo). Cémo la funcién f es
mondtona creciente en el intervalo [a, b], estd acotada entre f(a) y f(b). En el caso particular
donde f(a) = f(b), la funcién f es constante, y ya vimos que es integrable (Ejemplo 26). A
partir de ahora, se supone que f(a) < f(b). Para demostrar que la funcién f es integrable, se
usa el criterio de integrabilidad a menos de ¢ (Prop. 25). Dado € > 0 fijado, se puede hallar un
entero n > 1 suficientemente grande para que 1% < m (por el principio de Arquimedes).
Luego se considera la particién P = {ay, ay, ..., a,} del intervalo [a, b] definida por

b-a

n

a, = a+i- (paratodoi =0,...,n)

de tal modo que todos los subintervalos [a;, a;;1] tengan la misma longitud (b — a)/n.

14Sin embargo, la teorfa de la integracién de Lebesgue (véase nota 3 p. 1) permite definir y calcular la integral
de la funcién de Dirichlet, que vale 0. (Intuitivamente, este resultado extrafio viene de que hay infinitamente mas
nimeros irracionales en el intervalo [0, 1] que nimeros racionales, aunque parezcan uniformemente mezclados).
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JO) b

_______________ fb) - f(a)
fa) .. R T EEEI EEE SRR SRR - -
e
a b n fb) - f(@)
Ahora, se observa que en cada subintervalo [a;,a;41] (i = 0,...,n—1),la funcién f es mond6tona

creciente, de tal modo que inf(f, [a;, a;+1]) = f(a;) mientras sup(f, [a;, ai+1]) = f(ais1). Por lo
tanto, tenemos que

n—1 n—1
0 < 8((,P)-S.(f.P) = Z(Clm —a)f(ai) — Z(aiﬂ —a)f(a;)
i=0 i=0

n—1 b'— n—1

= > (@ = a)(flap) = f@) = == (flaw) - f(a))
i=0 i=0
b-a £

= T'(f(b)—f(a)) < m'(f(b)—f(a)) =&

(véase figura anterior). Asi para cada £ > 0, demostramos que existe una particiéon P C [a, b]
tal que 0 < S*(f, P)—S.(f, P) < &. Por la Prop. 25, se deduce que la funcién f es integrable. O

Ejercicio 31. Usando como modelo la demostracion del caso donde la funcién f es mondtona
creciente, redactar la demostracion del caso donde f es mondtona decreciente, modificando el
razonamiento de modo adecuado.

Observacion 32. El resultado anterior expresa que el area algebraica de la region ubicada entre
el eje x y la grifica de la funcién f siempre estd bien definida cuando dicha funcién es monétona
(creciente o decreciente). Sin embargo, este resultado no explica como calcular dicha 4rea. En
la prictica, el método de integracion depende del ejemplo considerado. Aqui hay uno:

Ejemplo 33 (Integracién de la funcién f(x) = x*). Dado un niimero a > 0, queremos integrar
la funcién f : [0,a] — IR definida por f(x) = x2, cuya gréfica es un arco de parabola:
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Como la funcién f(x) = x*> es mondtona creciente en el intervalo [0, a], es integrable por el
teorema anterior. Para determinar el valor de su integral, necesitaremos el siguiente lema:
Lema 34. Para todos los niimeros reales x e y tales que 0 < x <y, tenemos que

3_.3

T S (v —x)y.

(v — x)x* < Y

Demostracion. Se observa que y* — x* = (y — x)(x* + xy + y*). Ademads, tenemos que:

2 2

302 = X+ % +x < xz+xy+y2 < y2+y2+y2 = 3y

(pues 0 < x < y). Multiplicando los miembros extremos y el miembro central de las desigual-
dades anteriores por el nimero y — x > 0, se deduce que:

3y —0x < (x—EF+xy+y) < 30 -x),

3_43

Y =x
lo que implica inmediatamente las desigualdades deseadas. m|

Ahora, consideremos una particion cualquiera P = {ay, ay,...,a,} del intervalo [0, a]. En
cada uno de los subintervalos [a;,a;;1] (i = 0,...,n — 1), la funcién f es mondtona creciente,

de tal modo que inf(f, [a;,ai1]) = f(a;) = a7, mientras sup(f, [a;, ai1]) = flaw) = a,,.
Entonces, tenemos que

(usando el lema anterior para establecer la desigualdad central), mientras

3
i

n—1 n—1 3 3 3
. _ 2 iy %) _a 4 _a
SUP = Y —a) iy > ZO( - —g) -G h

(usando de vuelta el lema anterior para la desigualdad central). Asi demostramos que

613

para todas las particiones P del intervalo [a, b]. Pasando al supremo (en la desigualdad izquier-

da) y al infimo (en la desigualdad derecha), se deduce que:

3

L) s 3 s TH.

S

Como la funcién f es integrable, tenemos que L (f) = I"(f) = a*/3. Luego:

a 3
ff(x)dx - fxzdx - 4.
0 0 3

14
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= cuando a = 1, dicha integral vale 13/3 =1/3;
» cuando a = 3/2, dicha integral vale (3/2)3/3 = 9/8;
» cuando a = 2, dicha integral vale 2°/3 = 8/3, etc.

W | oo

4
8

L=

a=1 a=3/2 a=2

Ejercicio 35. Modificar el razonamiento del ejemplo anterior para demostrar mis generalmente
que para todos los nimeros a y b tales que 0 < a < b, tenemos que

b 3 3
b a

2
e = — - —.
fax 373

Ejercicio 36 (Integral de la funcién identidad). En un intervalo cerrado [a, b] (con a < b), se
considera la funcién f : [a, b] — IR definida por f(x) = x para todo x € [a, b].

(1) Demostrar que para todos los nimeros x < y, tenemos que (y — x)x < e o (v = x)y.
2
(Sugerencia: usar la identidad notable y> — x*> = (y — x)(x + y).)

(2) Sea P ={ay,a,...,a,} una particién cualquiera del intervalo [a, b]. Usando el resultado
demostrado en (1), demostrar que S.(f, P) < # < S*(f, P).
(Sugerencia: usar la misma técnica que en el ejemplo 33.)

(3) Deducir de lo anterior que L(f) < % < I(f).

(4) Usando la monotonia de la funcién f, concluir que f es integrable y fa ’ f(x)dx = %.

(5) En el caso donde 0 < a < b, se observa que la regién ubicada entre el eje x y la gréifica
de la funcién f es un trapecio rectdngulo. Calcular el drea de dicho trapecio, y verificar
que el resultado obtenido es consistente con el resultado del item (4).

3. Propiedades de la integral

3.1. Monotonia

Una propiedad fundamental de la integral es que respeta el orden entre dos funciones:

Proposicion 37 (Monotonia). Sean dos funciones integrables f, g : [a,b] — R definidas en un
mismo intervalo [a, b] (con a < b). Si f(x) < g(x) para todo x € |a, b), entonces fa bf < fa bg.

15
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A

0
a b
Demostracion. Sea P = {ag,ay,...,a,} una particiéon cualquiera del intervalo [a, b]. En cada
subintervalo [a;,a;41] (i = 0,...,n — 1), se observa que inf(f,[a;,a;11]) < f(x) < g(x) para

todo x € [a;,a;:1], de tal modo que inf(f, [a;, a;+1]) < inf(g, [a;,a;+1]) (pasando al infimo). A
partir de la desigualdad anterior, se deduce que

n—1

n—1
S.(f,P) = Z(am —a;) - inf(f, [a;, ain]) < Z(Clm - a;) - inf(g, [a;, air1]) = S.(g, P),
i=0

i=0
y eso para toda particiéon P C [a, b]. Pasando al supremo entre todas las particiones P C [a, b],
obtenemos que L(f) < I.(g). Pero como ambas funciones f y g son integrables en el intervalo

[a, b], esto quiere decir que
b b
ff = I*(f) < I*(g) = fg . a

Observacion 38 (Interpretacion geométrica). La desigualdad f(x) < g(x) para todo x € [a, b]
(que a veces, escribiremos f < g) expresa que la grafica de la funcién f se ubica debajo de la
gréfica de la funcién g cuando x recorre el intervalo [a, b]. En este caso, es obvio que el drea
(geométrica) de la region ubicada entre las dos gréficas es dada por la diferencia

b b

area de la regién ubicada entre fy g = f g- f f (=0)
En la Seccion 3.2 (linealidad de la integral), veremos que la diferencia entre ambas integrales
también es igual a la integral de la diferencia: fa bg — fa bf = fa b(g - 1.

Una consecuencia obvia de la proposicidn anterior es que toda funcién positiva o nula (resp.
negativa o nula) en el intervalo [a, b] tiene integral positiva o nula (resp. negativa o nula):

Corolario 39. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable:
(1) Si f(x) > 0 para todo x € |a, b), entonces fabf > 0.
(2) Si f(x) <0 para todo x € |a, b), entonces fabf <0.
Demostracion. Ejercicio. O

Ejercicio 40. Usando la Prop. 37 y el resultado demostrado en el Ejemplo 26 p. 11, demostrar
que si una funcién integrable f : [a,b] — R estd acotada por dos nimeros k., k* € RR tales que

k. < f(x) <k (para todo x € [a, b])

b
entonces: (b—a)k, < f f < (b-ak".

Se interpretard geométricamente el resultado.
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3.2. Linealidad

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente teorema:
Teorema 41 (Linealidad). Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables. Entonces:
(1) La funcion f + g es integrable en [a, b); ademds: fab(f +g) = fabf + fahg.
(2) Para todo a € R, la funcion af es integrable en [a, b]; ademds: fa b(af f) = a- f bf

Observaciones 42 (Vinculo con el dlgebra lineal). Desde el punto de vista del dlgebra lineal,
el teorema anterior expresa que:

(a) el conjunto de todas las funciones integrables es un subespacio vectorial del espacio
vectorial'® formado por todas las funciones f : [a,b] — IR;

(b) la operacioén f — fa bf (que a cada funcion integrable f : [a, b] — R asocia su integral)
es una transformacion lineal del espacio de las funciones integrables hasta RR.

Mas precisamente, se observa que el conjunto de las funciones integrables en el intervalo [a, b]
es un subespacio vectorial del espacio de las funciones acotadas de [a, b] en R, que es a su vez
un subespacio vectorial del espacio vectorial de las funciones (no necesariamente acotadas) de
[a, b] en IR, como indicado en el siguiente diagrama:

’espacio vectorial de las funciones de [a, b] en R ‘

U(sev)

’ subespacio de las funciones acotadas de [a, b] en IR‘

Ucsev)

o

’ subespacio de las funciones integrables de [a, b] en R ‘ ——F— — R

(Se puede demostrar que los tres espacios son de dimension infinita.)

Como la demostracion del Teorema 41 (linealidad de la integral) al algo larga, vamos a
dividirla en miltiples resultados intermedios.

Lema 43. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones acotadas cualesquiera. Entonces, para todo
subintervalo [a’,b’] C [a, b], tenemos que:

(1) inf(f+g,[a,b']) = inf(f,[d,b’]) + inf(g, [a’,b'])

(2) sup(f +g,[a',b']) < sup(f,[a’,b']) +sup(g, [a’,b'])

Demostracion. (1) Tenemos que inf(f,[a’,b’]) < f(x) e inf(g,[a’,b’]) < g(x) para todo
x € [d’,b'], de tal modo que

inf(f,[a,b']) + inf(g, [@,b']) < F(x)+ g(x) (para todo x € [@’,b'])

Asi, el nimero inf(f, [a’,b’]) + inf(g, [a’,b’]) es una cota inferior de la funcién f + g en el

subintervalo [a@’, b’]. Por lo tanto: inf(f,[a’,b’]) + inf(g, [a’,b']) < Inf(f + g,[d’,]’]), pues

inf(f + g, [a’, b’]) es la cota inferior mds grande de la funcion f + g en el subintervalo [a’, b'].
(2) Andlogo al item (1), remplazando los infimos por supremos. O

SVéase el curso Geometria y Algebra Lineal 1 (GAL1).

16Recordemos que el conjunto de las funciones f : [a, ] — IR es un (IR-)espacio vectorial, cuya suma es la suma
de funciones, y cuyo producto por escalares es el producto e f de una funcién f por un nimero « € R. (Ejercicio:
verificar que esta suma y que este producto por escalares cumplen los axiomas de los espacios vectoriales.)
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Ejercicio 44. Usando como modelo la demostracion del item (1) del lema anterior, redactar la
demostracién del item (2), modificando el razonamiento de modo adecuado.

La siguiente proposicion establece el item (1) del teorema:

Proposicion 45 (Aditividad). Si f,g : [a,b] — R son dos funciones integrables, entonces la
funcion f + g también es integrable en |a, b]; ademads: fa b( f+g = fa bf + fa bg.

Demostracion. La demostracion se efectiia en tres etapas.
Etapa 1:  Demostracion de la desigualdad L(f + g) > L(f) + L(g).

Dada una particion P = {ay, ay, . ..,a,} C [a, b] cualquiera, se observa (por el Lema 43) que:
n-1
S(f+8P) = Y (@i —a)-f(f + g, [anai])
=
> ) (@i —a)) - (nf(f, [ai, a1 1) + i (f + g, [ai, @i 1))
i=0

n—1 n—1
= > (@ —a) - f(f [apaml) + ) (@ - a) - inf(g, [a, @i ])

i=0 i=0

S.(f, P) + S.(8, P)
lo que demuestra que

(%) S{(f,P)+S8.(g,P) < S.(f+gP) < L(f+g) (para toda particién P)

Ahora, queremos demostrar que L(f) + L(g) < L.(f + g). Para ello, se fija e > 0.

= Como el nimero .(f) es el supremo de todas las sumas inferiores S.(f, P), existe una
particién P, del intervalo [a, b] tal que L(f) —&/2 < S.(f,P1) < L(f).

= Y como el nimero /.(g) es el supremo de todas las sumas inferiores S.(g, P), existe otra
particion P, del intervalo [a, b] tal que L(g) —&/2 < S.(g, P2) < L(g).

Tomando la particiéon P = P; U P,, se observa (usando la Prop. 16) que

S(f,P) =2 S.(f,P) 2 L(f)—¢&/2 y S8 P) = S8, P2) 2 L(g)-¢€/2,

y combinando ambas desigualdades anteriores con (x), se deduce que:

L(f+8) = S{(f,P)+8.(8,P) > (L(f)—&/2) + (L(g) —€/2) = L(f) +L(g) —¢
Asi demostramos que L(f) + L(g) < L(f + g) + € para todo € > 0 (desigualdad “a menos
de £7), lo que implica la desigualdad L(f) + I.(g) < L(f + g) deseada.

Etara 2:  Demostracion de la desigualdad I*(f + g) < I"(f) + I"(g).
Andloga a la demostracion de la Etapa 1, remplazando los infimos por supremos.

Etapra 3:  Conclusion.
Como las funciones f y g son integrables en el intervalo [a, b], tenemos que L(f) = I'(f) e
L(g) = I"'(g). Usando las desigualdades obtenidas en las etapas 1 y 2, se deduce que

LN +1L(g) < L(f+8 < I'(f+8) < I'() +1'(g) = L(f)+L(g).

Por lo tanto, tenemos que L(f+g) =I"(f+g) = L(f)+L(g) = I"'(f) + I"(g), lo que demuestra
que la funcién f + g es integrable en el intervalo [a, b], y que fa b( f+g= fa bf + fa bg. O
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Ejercicio 46. Usando como modelo la demostracién de la etapa 1 de la proposicién anterior,
redactar la demostracion de la etapa 2, modificando el razonamiento de modo adecuado.

Ahora, nos queda demostrar el item (2) del teorema. Para ello, se necesita distinguir los
casos donde @ > 0y @ < 0. En primer lugar, se trata el caso donde a > 0.

Lema 47. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces, para todo subintervalo [a’,b’] C
la, b] y para todo niimero a > 0, tenemos que:

(1) inf(ef,[a’,b']) = a-if(f,[d,b])
(2) sup(af,ld’.0']) = a-sup(f,[d’,D'])

Demostracion. (1) En primer lugar, se observa que la propiedad es obvia cuando a = 0, pues
inf(0f,[a’,b']) = 0 = O-inf(f,[d’,b']).

Ahora, se supone que @ > 0. Para todo x € [@’, b’], tenemos que inf(f, [a’,b’]) < f(x). Multi-
plicando la desigualdad anterior por @ > 0, se obtiene que

a-inf(f,[d’,b']) < af(x) (para todo x € [d’, b'])
y pasando al infimo, se deduce que
a-inf(f,[d',b']) < inf(ef,[d,b]).

Pero el mismo razonamiento también se aplica a la funcién af (en lugar de f) y al factor
' > 0 (en lugar de @), lo que nos da:

a” ! - inf(af,[a’, b)) inf(a~'(af),[d’, b)),
es decir: inf(af,[a’,b']) < a-inf(f,[a,b]),

IA

(multiplicando ambos lados por @ > 0, y observando que a~'(af) = 1 - f = f). Por lo tanto:
inf(af,[d’,b']) = a-inf(f,[d,b]).
(2) Andlogo al item (1), remplazando los infimos por supremos. O

Ejercicio 48. Usando como modelo la demostracion del item (1) del lema anterior, redactar la
demostracién del item (2), modificando el razonamiento de modo adecuado.

Proposicion 49. Si f : [a,b] — R es una funcion integrable, entonces para todo niimero a > 0,
la funcion af es integrable en el intervalo [a, b]; ademds: fa b(a/ H=a- fa ’ f.

Demostracion. Sea P = {ay,a,...,a,} una particion cualquiera del intervalo [a, b]. Por el lema
anterior, se observa que:

n-1 n—1
S(af,P) = Z(am —a;) - inf(af, [a;, ai1]) = Z(am —a;) - (o - Inf(f, [a;, air1]))
i=0 i=0

—a;) - inf(f, [aj, ain]) = aS.(f,P)

Il
N
|'M
D
t

19



y de modo andlogo, se demuestra que S*(af, P) = a S*(f, P). Pasando al supremo (para las
sumas inferiores) y al infimo (para las sumas superiores), se deduce que L(af) = a L(f) e
I'(af) = aI'(f). Como f es integrable, tenemos que L(f) = I"(f), de tal modo que

L(af) = al(f) = aI'(f) = I'(af).

Por lo tanto, la funcién af es integrable, y se cumple que fa b(a fH=a- f bf . O

a

Ahora, nos queda demostrar el item (2) del teorema en el caso donde @ < 0. Para ello, se
necesita relacionar las integrales de la funcién f'y de la funcién opuesta —f.

Lema 50. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces para todo subintervalo [a’,b’] C
[a, b], tenemos que:

(1) inf(=f,[a",0']) = —sup(f,[a’,b'])
(2) sup(=f,[a’",b']) = —inf(f,[a’,b'])

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicion 51. Si f : [a,b] — R es una funcion integrable en [a, b], entonces la funcion — f
es integrable en [a, b] también; ademds: fu b(— f)=- fa b f.

Demostracion. Usando el lema anterior, se verifica sin dificultad que S.(—f, P) = =S*(f, P)
y §*(—=f, P) = =S.(f, P) para toda particiéon P del intervalo [a, b]. Pasando al supremo (para
la sumas inferiores) y al infimo (para las sumas superiores), se deduce que L(—f) = =I"(f) e

I'(—f) = —L(f). Como la funcién f es integrable en [a, b], tenemos que L(f) = I"(f), de tal
modo que

L(-f,P) = -I'(f) = —-L(f) = I'(-/.P).
Por lo tanto, la funcién —f es integrable en [a, b], y se cumple que fa b(— f)=- f ’ I O

a

Ahora se puede concluir que:

Proposicion 52 (Homogeneidad). Si f : [a,b] — R es una funcion integrable, entonces para

L . ., . b b
todo niimero « € R, la funcion af también lo es; ademds L (af)=a- L f

Demostracion. Ya demostramos la propiedad en el caso donde a > 0 (Prop. 49), y la demos-
tracion en el caso @ < 0 se sigue directamente de las Prop. 49 y 51 (ejercicio). m|

Esto acaba la demostracion del teorema.

Mas en general, se demuestra que:

Corolario 53 (Combinaciones lineales). Si fi,..., f, : [a,b] — IR son funciones integrables,
entonces para todos ay,...,a, € R, la funcion a; f, + --- + a,f, (combinacion lineal de las
funciones fi, ..., f,) también lo es. Ademds, su integral es dada por:

b b b
f(a1f1+--~+anfn) = m-ff1+~-+an~ffn.

Demostracion. Ejercicio. O
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Ejercicio 54. Se considera la funcién f : [0,4] — IR del Ejercicio 15 p. 6, la cual estd definida
por f(x) = 4x — x* para todo x € [0, 4].

4

3

2

1

0

0 1 2 3 4

(1) Escribir la funcién f como una combinacion lineal de las funciones f;(x) = x (Ejerci-
cio 36 p. 15) y f>(x) = x* (Ejemplo 33 p. 13).

(2) Usando la linealidad de la integral asi como los resultados demostrados en el Ejemplo 33
p. 13 y en el Ejercicio 36 p. 15, calcular la integral j: f(x)dx.

(3) Comparar el resultado con las aproximaciones construidas en el Ejercicio 15 p. 6.

3.3. Integral y valor absoluto

. . b s p
Por construccion, la integral fa f de una funcién integrable f : [a, b] — IR representa el drea
algebraica de la region ubicada entre el eje x y la gréfica de la funcién f, contando las dreas
arriba del eje x con un signo positivo y las dreas abajo del eje x con un signo negativo:

A_A
4

a b

Para calcular el drea geométrica de la misma region (contando esta vez todas las dreas con un
signo positivo), una solucién sencilla consiste en remplazar la funcién f por su valor absoluto
|f], es decir: por la funcion definida por [f|(x) = |f(x)| para todo x € [a, b].

If1

+ + +

| |
a ‘ b

0

En efecto, es claro que las regiones inducidas por las gréficas de la funcién f y de su valor
absoluto |f| tienen misma drea geométrica (por un argumento obvio de simetria, véase figura
anterior). Por otro lado, como la funcién [f| es positiva o nula, el drea geométrica de la region
inducida por su gréafica coincide con el drea algebraica de la misma region, la cual se puede

calcular con la integral fa b | f(x)| dx. Dicho de otro modo, tenemos que:

drea geométrica inducida por f b
= 4rea geométrica/algebraica inducida por [f| = f | f(x)| dx
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Aunque el argumento anterior sea bastante intuitivo, plantea un problema formal que es
el siguiente: dado que una funcién f : [a,b] — R es integrable, ;se puede deducir que su
valor absoluto |f| : [a,b] — R también es integrable? Para resolver este problema, se necesita
introducir la descomposicién de una funcién en sus partes positiva y negativa:

Definicion 55 (Partes positiva y negativa de una funcién). Dada una funcion f : [a,b] — R, se
llama parte positiva de la funcién f a la funcién f* : [a, b] — R definida por

f(x) sif(x)>0

f (x) = méX(O,f(X)) = {O si f(x) <0

Se llama parte negativa de la funcién f a la funcién f~ : [a,b] — R definida por f~ = (—f)"
(es decir: como la parte positiva de la funcion opuesta —f).

0
a
0 =

‘ v /—\f‘ =(=N"

a b

Observacion 56. Por construccion, ambas funciones f*y f~ son positivas o nulas, y permiten
descomponer las funciones f'y |f| del modo siguiente:

f=r-r v N=r+r.
(Ejercicio: demostrar ambas igualdades.)

Lema 57. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces, la parte positiva f* de la
funcion f también estd acotada, y para todo subintervalo [a’,b’] C [a, b], tenemos que:

sup(f*, [a',b']) — inf(f", [a’,']) < sup(f,[d’,0']) — inf(f, [a’,b'])

Demostracion. Es claro que la funcién f* estd acotada inferiormente por 0, y superiormente
por el maximo de los dos nimeros 0 y sup(f, [a, b]). Ahora, se distinguen los siguientes tres
casos, en funcién de la posicion de la gréifica de f respecto al eje x en el subintervalo [a’, b’]:

= Caso donde f(x) > 0 para todo x € [@’,b’]. En este caso, se observa que f*(x) = f(x)
para todo x € [a’, b’]. Por lo tanto, tenemos que:

sup(f*, [, b']) —inf(f*,[a’,b']) = sup(f,[a’,b']) —inf(f,[a",D']).

= Caso donde f(x) < O paratodo x € [a’,b’]. En este caso, se observa que f*(x) = 0 para
todo x € [a@’, b’]. Por lo tanto, tenemos que

sup(f*,[@',b']) — inf(f*,[d’,b']) = 0-0 < sup(f,[a’,b']) —inf(f,[a’,b']).
= Caso donde existen x*, x~ € [@/, '] tales que f(x*) > 0y f(x7) < 0. En este caso, se

observa que:
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o sup(f*,[a’,b']) =sup(f,[a’,b']) >0 (ejercicio)
o inf(f*,[a’,b']) =0 (yaque ff >0y f*(x7)=0)
e inf(f,[a’,D']) <0 (yaque f(x7) <0)
Por lo tanto, tenemos que
sup(f*,[a’,b']) — inf(f*, [a’,b']) = sup(f,[a’,b']) -0
< sup(f, [a’,b']) — inf(f,[a’,D']). O
Proposicion 58. Si una funcion f : [a,b] — R (con a < b) es integrable, entonces sus partes
positiva y negativa f*, f~ : [a,b] — R también son integrables en [a, b).

Demostracion. Para demostrar que la funcién f* : [a,b] — R es integrable, se usa el criterio
de integrabilidad a menos de & (Prop. 25). Dado &€ > 0, como f es integrable en [a, b], existe
(por la Prop. 25) una particiéon P C [a,b] tal que 0 < S*(f, P) — S.(f, P) < &. Escribiendo
P ={ay,a,...,a,}, se observa (por el lema anterior) que:

n—1
0 < §(f",P)-S.(f",P) = Z(am —a;) - (sup(f™, [a;, a1 1) — Inf(f7, [a;, ai1]))

o
< D (@1 — @) - (sup(f, [a, @i ]) = nf(f, [ai, @i )
i=0

_ SAP) =S P) < &

Luego se concluye por la Prop. 25 que la funcién f* es integrable en [a, b]. Para demostrar que
f~ es integrable en [a, b] también, basta con observar que [~ = (—f)". O

Ahora se puede demostrar la propiedad que relaciona las integrales de una funcién (inte-
grable) f : [a,b] — Ry de su valor absoluto |f]:

Proposicion 59 (Valor absoluto). Si una funcion f : [a,b] — R es integrable, entonces la
funcion x — |f(x)| (valor absoluto de f) también es integrable en el intervalo |a, b], y

b b
ff(X)dx < flf(X)IdX-

Demostracion. Por la proposicion anterior, sabemos que ambas funciones f*, f~ : [a,b] — R
son integrables, lo que implica que la funcion |[f| = f* + f~ también es integrable. Ademads,
como f = f*—f"yl|fl=f"+f (con f*, f~ > 0), obtenemos que

LAl = o= = |- L]
Lre+|fe| = Lre+ [ = [ar+m = [ 0
Observacion 60. Intuitivamente, la proposicion anterior expresa que el drea algebraica de la

region ubicada entre el eje x y la grafica de la funcién f siempre es menor o igual al drea
geométrica de la misma regién en valor absoluto.

IA

+

Ejercicio 61 (Médximo y minimo de dos funciones). Dadas dos funciones f,g : [a,b] — R
(con a < b), se consideran las funciones Ay, h; : [a,b] — R definidas por

hi(x) = min(f(x),g(x)) y  ha(x) = max(f(x),g(x)) (x € [a,D])

(1) Demostrarque hy = f—-(f—-g)"y hh=f+(g—- ).
(2) Deducir que si f'y g son integrables, entonces las funciones 4, y h, también lo son.
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3.4. Aditividad respecto al intervalo

Por construccion, la nocion de integral sélo tiene sentido en un intervalo cerrado [a, b], con
a < b. Sin embargo, cuando se trabaja con una funcién f : I — IR definida en un intervalo /
cualquiera de R, siempre se puede restringir el estudio a un subintervalo cerrado [a, b] C I para
determinar si la funcién f es integrable en dicho subintervalo y, llegado el caso, calcular el
valor de la integral fa bf . Por supuesto, la propiedad de integrabilidad depende del subintervalo
considerado, y una misma funcién f : I — IR puede ser integrable en algunos subintervalos
de I y no ser integrable en otros subintervalos.

Ejercicio 62. A partir de los ejemplos anteriores, construir una funcién f : [0,2] — R que sea
integrable en el intervalo [0, 1] y no integrable en el intervalo [1, 2].

Sin embargo, se puede demostrar que toda funcion integrable en un intervalo [a, b] también
es integrable en cualquier subintervalo [a’, b’] C [a, b]:

Proposicion 63 (Restriccion del intervalo de integracion). Si una funcion f : [a,b] — R
es integrable en el intervalo |a,b] (con a < b), entonces también es integrable en cualquier
subintervalo [a’,b’] C [a,b] (cona <a’ <b <b).

Demostracion. Sea fi = fyuw» la restriccion'” de la funcién f : I — R al subintervalo
[@’,b'] C [a,b]. Dado que la funcién f : [a,b] — IR es integrable, queremos demostrar que
la funcién f; : [a@’,b’] — R también es integrable. Para ello, se usa el criterio de integrabilidad
a menos de & (Prop. 25), y se fija &€ > 0. Como la funcién f es integrable en el intervalo [a, b],
existe (por la Prop. 25) una particién P C [a, b] tal que 0 < S*(f, P) — S.(f, P) < €. Ahora, se
considera la particiéon Q C [a, b] definida por Q = P U {a’, b’} (C [a, b]). Por construccién, la
particiéon Q es mds fina que P, de tal modo que

0 <S5 D-50 < S(,P-S(f.P) < ¢

(por la Prop. 16). Escribamos Q = {ag,a,...,a,},cona = ay < a; < --- < a, = b. Como
a’,b’ € Q (por construccién), tenemos que @’ = a, y b’ = a, para algunos indices p < g entre 0
y n. Escribiendo Q" = Q N [a’,b'] = {a,,a,41, ... ,a,}, se observa que el subconjunto Q" C Q

es una particion del subintervalo [a’, b'] C [a, b]. Respecto a dicha particién, tenemos que's:

q-1
D (@1 = @) - (sup(f, [ay, @z 1) = (£, [ai, @i 1)

i=p

0 < S*(fl, Q,) - S*(fb Q,)

n—1
< D (@1 — @) - (sup(f, [a, @i ]) — nf(f, [, @i 1)
i=0
= 5,0 -8(f,0) < .
Se concluye por la Prop. 25 que la funcién fi = fj » €s integrable. O

"Formalmente, la restriccion de la funcién f al subintervalo [a’, '] C [a, b] es la funcién Site 1 definida por
dom(fiw »7) = [@',b'], cod(fiw ) = RY fijw1(x) = f(x) para todo x € [a’, b'].

8La desigualdad Z?:_[} e < Z,’L‘OI --+ viene de que todos los sumandos de ambas sumatorias son positivos o
nulos, y de que la segunda sumatoria contiene todos los sumandos de la primera.

24



Observacion 64 (Funciones localmente integrables). En lo siguiente, diremos que una funcién
f : I — R (definida en un intervalo I C R cualquiera) es localmente integrable cuando es
integrable en todos los subintervalos [a, b] C I (con a < b). Por la proposicién anterior, es claro
que cuando el intervalo de definicion ya es de la forma I = [a, b] (con a < b), una funcién
f : 1 — R es localmente integrable en I = [a, b] si y sélo si es integrable!® en [a, b].

Proposicion 65 (Aditividad respecto al intervalo). Sean f : I — R una funcion definida en
un intervalo I C R, y tres puntos a,b,c € I tales que a < b < c. Si la funcion f es integrable
en ambos intervalos [a, b y [b, c], entonces es integrable en el intervalo [a,c] = [a,b] U [b, c]

también, y se cumple que
C b ¢
L= Lo L
a a b

Demostracion. Sean fi = fiap, f» = fine) Y 3 = filac) 1as restricciones de la funcién f a los
tres intervalos [a, b], [b, c] y [a, c] = [a, b] U [b, c]. Por hipétesis, las funciones f; : [a,b] — IR
y f> : [b,c] = R son integrables, lo que nos permite escribir /; = fa bfl = fa bf el, = f;fz = fbcf
Queremos demostrar que la funcién f; : [a,c] — R es integrable y que su integral vale I, + I,.
Para ello, se usa el criterio de integracién a menos de & (Prop. 23), y se fija un nimero & > 0.

= Como la funcién f; es integrable en el intervalo [a, b], existe (por la Prop. 23) una parti-
cién Py C [a, b] tal que L —¢/2 < S.(fi,P) < S*(f1,P1) < 1 +¢&/2 (1)
= Y como la funcién f, es integrable en el intervalo [, c], existe (por la Prop. 23) una
particion P, C [b,c]talque L —¢&/2 < S.(f2,P2) < S*(f2,P2) < L +¢€/2 (2)

Sea P; = P{UP,. Por construccidn, el conjunto (finito) P3 constituye una particion del intervalo
[a,c] = [a,b] U [b, ], obtenida “pegando” ambas particiones P; C [a,b] y P, C [b,c] en su
punto comun b € Py N P,. Se verifica sin dificultad (ejercicio) que

S.(f3, P3) = S.(f1, P1) + S.(f2, P2) y S*(f3, P3) = S°(fi, P1) + S (f2, P2) .
Sumando las desigualdades (1) y (2), se deduce que:

L+L—-¢& < S(fi,P)+S8(f,P) < S(fi,P)+S(fo,P2) < L+ +e.

$:(f3.P3) $*(f3.P3)

Asi demostramos que para todo € > 0, existe una particiéon P; C [a,b] talque I} + I, — & <
L(f,P3) < I'(f,P3) < I, + I, + €. Por la Prop. 23, la funcién f3 = fj,. €s integrable en en

intervalo [a, c] y su integral vale I, + I, = fa bf + fbcf. O

19 Asf, 1a nocién de funcién localmente integrable s6lo tiene interés cuando la funcién considerada es definida
en un intervalo que no es de la forma [a, b], con a < b.
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3.5. Extension de la notacion fa bf alos casosdondea =bya>b

2 . -, b L .-
Hasta ahora, s6lo definimos la notacién fa f en el caso donde a < b. En la practica, es muy
comodo extender la notacidn anterior a los casos donde a = b 'y a > b, escribiendo

b 0 sia=b
j;f: —ff sia>b
b

cuando los lados derechos estan bien definidos.

Gracias a esta extension de la notacion fa f, se puede generalizar la propiedad de aditividad
respecto al intervalo (Prop. 65) del modo siguiente:

Proposicion 66 (Aditividad generalizada respecto al intervalo). Si f : I — R es una funcion
localmente integrable en un intervalo I C R, entonces para todos a, b, c € I, tenemos que

[r= {7+

(independientemente de las posiciones relativas de los tres puntos a,b,c € I).
Demostracion. Se distinguen los siguientes 5 casos:

(1) Caso donde a = b = c¢. En este caso, ambos nimeros f:f y fabf + fbcf son nulos por
definiciodn, y la igualdad deseada se cumple trivialmente.
(2) Casodondea = b # c. En este caso, tenemos que
C a c b C
ILf= [f+lf=[r+)rs (pues a = b)
0

(3) Casodonde a # b = c. En este caso, tenemos que

facf = f:f + fccf = fabf + f;f (pues ¢ = b)
0

(4) Casodonde a = c # b. En este caso, tenemos que
c b c b c
fafof.Ofo, [r+ffr= [r+]f (pues ¢ = a)

(5) Caso donde a, by c son distintos dos a dos. En este caso, se distinguen los siguientes 6
subcasos, segun las posiciones relativas de los tres nimeros a, b, ¢ € I:
(5.1) Subcaso donde a < b < c. Obvio por la Prop. 65.
(5.2) Subcaso donde a < ¢ < b. En este subcaso, tenemos que:

L = [F=0F = [r+fr.

rog 65

(5.3) Subcaso donde b < a < c. En este subcaso, tenemos que:
C C a b C

faf Proz 65 fbf B fbf Def. faf * fbf'
(5.4) Subcaso donde b < ¢ < a. En este subcaso, tenemos que:

facf Dot fcaf Prop.65 <fbaf - fbcf) - fl’af " fl’cf Def. fahf " fbcf'
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(5.5) Subcaso donde ¢ < a < b. En este subcaso, tenemos que:
¢ a b b b b b c
faf De. _fcf Prop. 65 _(fcf_faf) - _fcf+faf Det. faf—'_fbf
(5.6) Subcaso donde ¢ < b < a. En este subcaso, tenemos que:
¢ a b a a b C
L5 g ~ 07z ~(re L) = = L7-0r 2 L7+ k7

Lo que acaba demostrar la propiedad deseada.

Observaciones 67. De mismo modo se extiende la propiedad de linealidad (Teorema 41 p. 17)
a los casos donde a = b 'y a > b (ejercicio). Por otro lado, la propiedad de monotonia (Prop. 37
p. 15) y la propiedad del valor absoluto (Prop. 59 p. 23) s6lo se cumplen en el caso donde a < b,
y no se extienden al caso donde a > b. Se encontrard en el Cuadro 1 més abajo un resumen de

las propiedades algebraicas de la integral extendida.

Monotonia

b b
Si f < g, entonces ff < fg

b
Si f > 0, entonces ff >0 (s6lo sia < b)

b
Si f < 0, entonces ff <0

Valor absoluto

b
< f|f| (s6losia < b)

[

fab(f+g)= fal}+f;

con respecto
al intervalo

b b
Linealidad f (af) = a- f f (a, b cualesquiera)
b ‘ b b
f(a1f1+---+anfn) = al-ff1+---+an-ffn
C b C
L=t ly
Aditividad a a b

a b
f f= - f f (a, b, c cualesquiera)
b a

freo

(Suponiendo que las funciones consideradas son integrables en los correspondientes intervalos)

Cuadro 1: Propiedades algebraicas de la integral (extendida)

Ejercicio 68. Verificar que la Prop. 37 p. 15 (monotonia) y la Prop. 59 p. 23 (valor absoluto)
se extienden trivialmente al caso donde a = b, y explicar por qué no se extienden al caso donde

a > b mediante contraejemplos adecuados.
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3.6. Otras propiedades geométricas de la integral

En esta seccion, se presentan algunas propiedades geométricas notables de la integral, en
forma de ejercicios para el lector.
3.6.1. Invariancia por traslacion

Ejercicio 69. Sea f : [a,b] — IR una funcién definida en un intervalo [a, b], con a < b. Dado
un ndmero u € R, se considera la funcién g : [a + u, b + u] — R definida por

gy = fO-w (paratodoy € [a + p, b + u])

Por construccion, g es la funcion cuya gréfica se deduce de la grafica de la funcién f por la
traslacion horizontal segun el nimero u:

J7i

f(x) gy =fy—w
0 X

A D

b a+u b+pu

N

El objetivo del ejercicio es demostrar que f es integrable en [a, b] si y s6lo si g es integrable en
[a + u, b + u], y que cuando es el caso, las correspondientes integrales son iguales:

b+u b+
f sy = [0 - f(x)dx

(1) Dados un subconjunto S C IRy un nimero k € R, se escribe S +k:={x+k:xeS}.

a) Demostrar que si P es una particiéon del intervalo [a, b], entonces P + u es una
particion del intervalo [a + u, b + u]. De mismo modo, demostrar que si Q es una
particion de [a + u, b + u], entonces Q — u es una particion de [a, b].

b) Demostrar que las funciones P — P+ u y Q — Q — u definen biyecciones
inversas entre el conjunto de las particiones del intervalo [a, b] y el conjunto de las
particiones del intervalo [a + u, b + u].

(3) Sea P ={ay,ay,...,a,} una particion del intervalo [a, b]. Demostrar que

ﬁlf(g, [ai + M, it + ﬂ]) = fnf(fa [aia ai+1])

(paratodoi=0,...,n—1)
sup(g, [a; + , aiv1 + ul) = sup(f, [ai, air1])

Deducir que  S.(g,P+u) =S.(f,P) y S*(g P+u) =S(fP).
(4) Deducir de lo anterior que L(g) = L(f) e [I'(g) = I"(f).

(5) Concluir que f es integrable en [a, b] si y sélo si g es integrable en [a + u, b + u], y que
cuando es el caso, las integrales son iguales.
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3.6.2. Integracion en espejo

Ejercicio 70. Sea f : [a,b] — IR una funcién definida en un intervalo [a, b], con a < b. Se
considera la funcién g : [-b, —a] — IR definida por

gy = f(=y) (para todo y € [-b, —a])

Por construccion, g es la funcion cuya gréfica se deduce de la grafica de la funcién f por la
simetria axial respecto al eje y:

U W4 )

y
4
|
s = f(-y) ; f(x)
i
i
-b —a 0 a b

El objetivo del ejercicio es demostrar que f es integrable en [a, b] si y s6lo si g es integrable en
[-b, —al, y que cuando es el caso, las correspondientes integrales son iguales:

—a —a b
fg(y)dy = ff(—y)dy = | f()dx.
-b -b a

(1) Dado un subconjunto S C IR, se escribe —S := {—x: x € S}.
a) Demostrar que si P es una particion del intervalo [a, b], entonces —P es una parti-
cioén del intervalo [—-b, —a], y viceversa.
b) Deducir que la funcién P +— —P define una biyeccién entre el conjunto de las
particiones del intervalo [a, b] y el conjunto de las del intervalo [-b, —a].

(3) Sea P ={ay,ay,...,a,} una particion del intervalo [a, b]. Demostrar que

inf(g, [~ais1, —a;]) = nf(f, [a;, ai1])
sup(g, [—ai+1, —a;]) = sup(f, [a;, ais1])
Deducir que S.(g,—P)=S.(f,P) y S'(g,—P)=S(f,P).
(4) Deducir de lo anterior que L(g) = L(f) e [I'(g) = I"(f).

(5) Concluir que f es integrable en [a, b] siy s6lo si g es integrable en [—b, —a], y que cuando
es el caso, las integrales son iguales.

(paratodoi=0,...,n—1)

Observacion 71. Intercambiando los extremos del intervalo de integracién de la funcién g(y) =
f(—=y) (y usando la notacién extendida definida en la Seccién 3.5), se deduce que:

—b —a b
ﬂw@=—bﬂw@:iﬂmm

3.6.3. Integracion y dilatacion

Ejercicio 72. Sea f : [a,b] — IR una funcién definida en un intervalo [a, b], con a < b. Dado
un nimero A > 0, se considera la funcién g : [da, 4b] — IR definida por

gy) = fy/D) (para todo y € [Aa, Ab])
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Por construccion, g es la funcion cuya gréfica se deduce de la grafica de la funcion f por la
“dilataciéon” horizontal de factor 4 > 0, como indicado en la siguiente figura, que muestra un
ejemplo de dilatacién para A = 2:

f(x) gy) = f(y/D)

0 x

B2 i

a b Aa Ab

El objetivo del ejercicio es demostrar que f es integrable en [a, b] si y s6lo si g es integrable en
[Aa, Ab], y que cuando es el caso, las correspondientes integrales son relacionadas por:

Ab Ab b
fg(y)dy - | rora = ﬂ-ff(x)dx.
Aa A a

(1) Dados un subconjunto S C IR y un nimero k > 0, se escribe kS :={kx: x € S}.
a) Demostrar que si P es una particion del intervalo [a, b], entonces AP es una particion
del intervalo [Aa, Ab]. De mismo modo, demostrar que si Q es una particién de
[Aa, Ab], entonces %Q es una particién de [a, b].
b) Demostrar que las funciones P — AP y Q +— %Q definen biyecciones inversas en-
tre el conjunto de las particiones del intervalo [a, b] y el conjunto de las particiones
del intervalo [Aa, Ab].

(3) Sea P = {ay,ay,...,a,} una particion del intervalo [a, b]. Demostrar que
inf(g, [a;, Ada;1]) = inf(f, [a;, air1])
sup(g, [da;, dai1]) = sup(f, [ai, ais1])
Deducir que  S.(g,AP) = AS.(f,P) y S*(g, AP) = AS*(f, P).
(4) Deducir de lo anterior que L(g) = AL(f) e [I'(g) =AI'(f).
(5) Concluir que f es integrable en [a, b] siy s6lo si g es integrable en [Aa, Ab], y que cuando

(paratodoi=0,...,n—1)

b b
es el caso, tenemos que fm g =141 -faf.

Ejercicio 73. Combinando los resultados obtenidos en los Ejercicios 69, 70 y 72, demostrar
que si f es una funcidn integrable en el intervalo [a, b], entonces para todos los nimeros A # 0
y i € R, Ia funcién y — f((y — p)/A) es integrable en el intervalo [Aa + u, Ab + u]® y

Ab+pt b
A=/ dy = A f £ dx.

Aa+u

(Sugerencia: distinguir los casos donde 4 > 0y 4 < 0.)

4. Ejemplos de funciones integrables

4.1. Funciones escalonadas

Definicion 74 (Funcién escalonada). Se dice que una funcién f : [a,b] — R (con a < b)
es escalonada cuando existe una particion P = {ay,ay,...,a,} del intervalo [a, b] tal que la
funcién f es constante en cada uno de los subintervalos abiertos (a;,a;41) (i =0,...,n—1).

20De hecho: el intervalo [Aa + u, Ab + ] si A > 0, o el intervalo [Ab + u, Aa + ] si A < 0.
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a = aq ai an—1 an:b

Observacion 75. Precisemos que una funcion escalonada f : [a,b] — IR s6lo necesita ser
constante en los subintervalos abiertos (a;, a;+1) inducidos par la particiéon P, la cual define los
“escalones” de dicha funcién. Por otro lado, la funcién f puede tomar valores cualesquiera en
los puntos ay, ay, . .., a, de la particiéon P, como se puede observar en la figura anterior.

Ejercicio 76. Demostrar que toda funcién escalonada f : [a, b] — R estd acotada.

Ejemplo 77 (Parte entera). Se recuerda que la parte entera de un nimero real x estd definida
como el numero entero mas grande que es menor o igual a x. La parte entera del nimero x se
escribe | x], y por construccion, tenemos que

x| e”Z y x| <x<|x]+1 paratodo x € R.

(En particular, tenemos que [ x| = x para todo x € Z.) Al estar definida en todo IR, la funcién
x — | x] no puede ser calificada como escalonada, pero es claro que su restriccién a cualquier
intervalo [a, b] C IR (con a < b) define una funcién escalonada en dicho intervalo. Por ejemplo,

la siguiente figura representa la funcién x — | x] restringida al intervalo [—%, %

5 1
2 0 2

y en este caso, la particion que define los escalones es P = {—%, -2,-1,0,1,2,3, %}

En la préctica, la funcién parte entera x +— |x] permite construir multiples ejemplos de
funciones escalonadas, asi como lo ilustra el siguiente ejercicio.

Ejercicio 78. Se consideran las funciones fi, f>, f3, f4, fs, f6 : [0,4] — IR definidas por:
A =18 @ = Wxl AW = VEP
fx) = 1xf Ja(x) = Vix] Jo(x) = v1¥?]

Para cada una de las funciones fi, f>, f3, f4, f5, f6, demostrar que dicha funcién es escalonada
(explicitando la particién que define sus escalones), y bosquejar su grafica.

(x €10,4])

31



Proposicion 79 (Integral de una funcién escalonada). Toda funcion escalonada f : [a,b] — R
es integrable, y su integral en [a, b] estd dada por

b n—1
ff = Z(am —apk;,
a =0

donde ay,ay,...,a, son los puntos de la particion de [a,b] que define los escalones de f, y
donde ky, . . ., k,_1 son los valores tomados por f en los subintervalos (ay, ay), ..., (a,_1,a,).

-— . .

. : : .

: -— ]

? . ,

-—
a = aqg ai cee cee an-1 an:b

Conceptualmente, la demostracion de la proposicion anterior es sencilla: consiste en cal-
cular la integral de la funcién f en cada subintervalo [a;,a;4,1] (i = 0,...,n — 1), y en pegar
los resultados obtenidos usando la propiedad de aditividad respecto al intervalo (Prop. 65). La
unica dificultad viene del comportamiento de la funcién f en los puntos ay, ay, ..., a,, donde
puede tomar valores cualesquiera (que al final no contribuyen al resultado).

Asi empezaremos por tratar esta dificultad:

Lema 80. Si una funcion f : [a,b] — R es constante en el intervalo abierto (a, b) y vale k en
dicho intervalo (aunque pueda tomar valores cualesquiera en los extremos a 'y b), entonces f
es integrable en el intervalo [a, b] y su integral estd dada por

b
ff = (b-a)k.

Demostracion. Sea fy : [a,b] — R la funcién (realmente) constante definida por fy(x) = k
para todo x € [a,b]. Ya sabemos por el Ejemplo 26 p. 11 que la funcién f; es integrable en
el intervalo [a, b] y que su integral esta dada por fu bfo = (b — a)k. Ahora se consideran las dos
funciones hy, h, : [a, b] — IR definidas por

1 six=a 0 six<bd
hi(x) = : y hy(x) = . (x € [a,b])
0 six>a 1 six=b
1. 1
]’ll h2
0 | | 0 |
a b a b

Demostremos que la funcion £, es integrable en [a, b] y que su integral vale 0. Para ello, se fija
e > 0, y se considera la particién P C [a, b] definida por P = {a,a’, b}, donde a’ es un punto del
intervalo (a, b) tal que a’ — a < &. Se verifica por un calculo sencillo (ejercicio) que

S.(hi,P)=0 mientras S*(hy,P)=(d" —a)-1<e¢.
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Asi demostramos que para todo & > 0, existe una particiéon P C [a, b] tal que 0 < S,(h;, P) <
S*(hy, P) < €. Por la Prop. 23, esto implica que la funcién &, es integrable en [a,b] y que
su integral es nula. De modo andlogo se demuestra que la funcién 4, es integrable en [a, b]
y que su integral es nula. Para concluir, basta con observar que la funcién “casi constante”
f : [a,b] — R se puede escribir como la siguiente combinacién lineal

f=Jl+ (@-bh + (f(b) -k h

de las tres funciones integrables fy, h; y h, (ejercicio). Por lo tanto, la funcién f es integrable
en el intervalo [a, b], y su integral estd dada por

f ffo+(f<a> K fhl +(fb) - ) fhz ffo - G-k, O
0

Ahora podemos demostrar la proposicién anterior:

Demostracion de la Prop. 79. Sea f : [a,b] — IR una funcién escalonada cuyos escalones son

definidos por una particién P = {ay,ay,...,a,} C [a, b], y que toma los valores ko, ..., k,_; en
los intervalos abiertos (ag, ay), . . ., (a,-1, a,). Por el lema anterior, sabemos que la funcién f es
integrable en cada uno de los intervalos [a;,a;+1] (i = 0,...,n = 1), con f;’”f = (aj+1 — a))k;.

Por la Prop. 65, se deduce que la funcién f es integrable en [a, b], y

n—1 i1 n—1
f 3 f S (@1 - aki. o
a i=0 i=0

7

Ejercicio 81. Calcular la integral f_ % Lx] dx (véase Ejemplo 77) asi como las integrales de las
2

funciones fi, f>, f3, f4, f5, f6 : [0,4] — R definidas en el Ejercicio 78 (en el intervalo [0, 4]).

Una consecuencia importante de la proposicion anterior es que siempre se pueden cambiar
los valores tomados por una funcién integrable en un nimero finito de puntos de su intervalo
de definicién sin cambiar su integral ni siquiera su cardcter integrable:

Proposicion 82. Sean f, g : [a,b] = R (con a < b) dos funciones tales que:

(1) f es integrable en [a,b];
(2) g = f enla,b), salvo en un niimero finito de puntos de [a, b].

Entonces la funcion g es integrable en el intervalo [a, b], y tiene misma integral que f.

Demostracion. Sean ay,...,a, los puntos de [a, b] donde ambas funciones f y g difieren. Se
observa que la funcién s : [a, b] — IR definida por s(x) = g(x) — f(x) para todo x € [a, b] es una
funcién escalonada cuyos escalones son definidos por la particién P = {ay,...,a,} U {a,b}, y

que toma el valor 0 en cada uno de los subintervalos abiertos inducidos por la particién P. Por
la Prop. 79, la funcién escalonada s es integrable en el intervalo [a b] y su integral vale 0. Por
lo tanto, la funcién g = f + s es integrable en el intervalo [a, b],

fi- firen- [ - 0 :
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Ejercicio 83. Sea f : [a,b] — R (con a < b) una funcién acotada. El objetivo de este ejercicio
es demostrar que sus integrales inferior L(f) y superior I*(f) (véase Seccién 2.4) se pueden
caracterizar por

L(f)
I(f)

(1) Demostrar que existen funciones escalonadas sy, t; : [a,b] — R tales que sy < f < 1.

sup{fabs : §:[a,b] = Rescalonaday s < f}

inf{fabt : t:[a,b] > Rescalonaday t > f}

(2) Sea s : [a,b] — R una funcién acotada®' tal que s < f en [a, b].
(a) Demostrar que S, (s, P) < S.(f, P) para toda particién P C [a, b].
(b) Deducir que L(s) < L(f).

(3) Deducir de (2) que sup{ fa bs . sescalonaday s < f } < L(f).

(4) Sea P = {ay,ay,...,a,} una particion cualquiera del intervalo [a, b]. Definir a partir de la
particién P una funcién escalonada s : [a,b] — Rtalque s< f y j; bs = S.(f, P).
(jCuidado con la definicién de la funcién s en los puntos ay, ai, . .., a,!)

(5) Deducir de (4) que sup{ fa bs : sescalonaday s < f } > L(f).
Sugerencia: se podrd demostrar (usando (4)) que para todo € > 0, existe una funcién
b
escalonada s < f tal que fa s> L(f)—e.

(6) Deducir de lo anterior que sup{ fa bs : sescalonaday s < f } = L(f).

(7) De modo andlogo, demostrar que fnf{ fa "+ tescalonada yt> f} =I'(f).

Sugerencia: se podrd usar como modelo el razonamiento efectuado en los items (2)—(6),
adaptdndolo de modo adecuado.

(8) Deducir de lo anterior que si la funcidén f es integrable en [a, b], entonces
b b b
ff = sup{fus : sescalonaday s < f} = inf{fat : tescalonaday > f}.

4.2. Integracion de las funciones polinomiales

El objetivo de esta seccion es demostrar que todas la funciones polinomiales son localmente
integrables, y presentar el método que permite calcular su integral en cualquier intervalo [a, b].
Para ello, se comienza por estudiar el caso particular de la funcién

x> xf (con p € N)

Proposicion 84 (Integral de la funcién x +— x”). Para todo p € N, la funcion x — x’ es
integrable en cualquier intervalo [a,b] (cona < b) y

fl;pdx = M.
a p+1

La demostracién se basa en el siguiente lema:

2IEn este item, no se necesita suponer que s es una funcién escalonada.
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Lema 85. Para todos los niimeros x,y € R tales que 0 < x <y, tenemos que

yp+1 _ xp+1

(y—x)xf < < (y—-xp'.

p+1
Demostracion. En primer lugar, se demuestra por induccion sobre p € IN que

p
(y - x) leyl’—l (: (y — x)(yp + xy[?—l 4ot xp—ly + xp)) — yp+1 _ xl’+1 (*)
i=0

= Caso de base. En el caso donde p = 0, tenemos que

(y_x)zxiyO—i — (y—x)xoyo = (y-x-1= yo+1_xo+1.

= Paso de inducciéon. Supongamos que la propiedad deseada se cumple para algin p € IN
(hipdtesis de induccion: HI). Queremos demostrar que la misma propiedad también se
cumple para p + 1. Para ello, basta con observar que

p+1
(-0 ) T = - (y :
i=0

)4
xlyp—l + xp+l
i=0

P
y [(y =) xiy"‘i) + (= 0!
i=0

YO =) + (= 0t (por HI)
— yp+2 _ yxp+1 + yxp+l _ xp+2 — yp+2 _ xp+2

(lo que acaba la demostracion de la igualdad deseada). Ahora, se observa que

P p
xzyp—i > Z xixp—i — (p + I)X‘D (pues ¥ >0 eyp—i > xp—i)
i=0 i=0
p . . p . . . . .
mientras Z xyPt < Zyly”" = (p+ 1)y’ (pues x' < y' ey’ > 0)
i=0 i=0

Multiplicando ambas desigualdades anteriores por (y — x)/(p + 1) > 0, se deduce que

P
y—x y—x S y—x
(pADX” < g Xy < “(pATY”. r
M £ M V'/f

p+1

K

|

yp+1 _xp+l

p+1 por ()

Demostracion de la Prop. 84. Queremos demostrar que la funcién f(x) = x” (p € IN) es inte-
grable en cualquier intervalo [a, b], con a < b. Para ello, distinguiremos tres casos, segtn la
posicion relativa del intervalo [a, b] respecto a 0.

(1) Caso donde [a, b] C [0, +c0), es decir: 0 < a < b. En este caso, la funcién f es mono-
tona creciente en el intervalo [a, b] (pues es monétona creciente en [0, +00)), entonces es
integrable en [a, b] por el Teorema 30 p. 12. Sea P = {ay,ay,...,a,} una particién cual-
quiera del intervalo [a, b]. En cada uno de los subintervalos [a;,a;41] (i = 0,...,n — 1),
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tenemos que inf(f, [a;,ai1]) = f(a) = a’ 'y sup(f,[ai,ai1]) = f(ai1) = a’, por la
monotonia de f. Aplicando el Lema 85 a cada par de nimeros (a;, a;;1), obtenemos que

-1 -1 p+11 p+1 bp+1 _ ap‘H
SUP) = S —a)-al < ZP* =
pr ~ p+ 1 p+1
n—1 -1 p+l p+1 1 1
a’t —a prl _ gpt
. . 1

mientras S*(f,P) = (@1 —ap)-al,, > & - 1’ = I

i=0 i P p
usando la simplificacién “de a dos” Y (@ —a*") = a?*' — Pt = prtl — Pt véase
( p i=0 \"*i+1 i n 0
Nota 13 p. 11). Asi demostramos que

bp+l _ ap+l
S.(f,P) < < S, P)

+1

para todas las particiones P del intervalo [a, b]. Pasando al supremo (en la desigualdad
izquierda) y al infimo (en la desigualdad derecha), se deduce que:

bp+1 _ ap+l

L(f) < <I.

p+1

Pero como la funcién f(x) = x” es integrable en el intervalo [a, b], se concluye que

b . _ bp+1 _ ap+1
Lﬂw=uﬂ=uﬂ-—?ﬁ—.

(2) Caso donde [a,b] C (—0,0], es decir: a < b < 0. En este caso, ya sabemos por el caso
(1) que la funcién f(x) = x” es integrable en el intervalo [-b, —a] C [0, +c0). Usando
la propiedad de integracién en espejo (Ejercicio 70 p. 29), se deduce que la funcién
g(x) = f(=x) = (—x)” es integrable en [a, b], y

b —a _\P+L _ (_p\pHl
f(_x)de — f Py = ( a)Pp+(1 ) (por (1)
a -b

Ahora, se distinguen dos subcasos, segtin si el entero p € IN es par o impar.
(2.1) Subcaso donde p es par. En este subcaso, tenemos que (—x)” = x”; luego

fbpdx flz )pdx (_a)p+l _ (_b)p+l bp+l _ ap+1
X = —X = =
a a p+1 p+1

(pues (—a)P*! = —aP*! y (=b)P*! = —b”*!, ya que el entero p + 1 es impar).
(2.2) Subcaso donde p es impar. En este subcaso, tenemos que (—x)” = —x”; luego

fl;cpdx — —flz—x)"dx _ (_a)p+1 _ (_b)p+1 _ prl — gptl
’ ¢ p+l p+1

(pues (—a)"*! = aP*! y (=b)P*! = bP*!, ya que el entero p + 1 es par).
(3) Casodonde a < Oy b > 0. Por los casos (1) y (2), ya sabemos que la funcién f(x) =
x? es integrable en ambos intervalos [a,0] C (—o0,0] y [0,5] C [0, +00). Entonces, es
integrable en el intervalo [a, b] = [a,0] U [0, b], y

fbxpdx _ (;dex .\ fl_)xpdx _ or+l — gr+! +bp+1_0p+l _ bp+l_ap+1' -
a a 0 p+1 p+1 p+1
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La proposicidn anterior no sélo permite integrar la funcién x — x” (p € IN) en cualquier
intervalo [a, b] (con a < b); ademds permite integrar todas las funciones polinomiales, usando
la propiedad de linealidad de la integral. Aqui hay un ejemplo.

3

Ejemplo 86. Queremos integrar la funcién f(x) = %x — x + 1 en el intervalo [—1, 2].

2

[ =1 —x+1

I I
-1 0 1 2

Para ello, se observa que la funcién f es una combinacion lineal de las tres funciones x — X,

x> x'y x> 1% = 1. Asi, es integrable en el intervalo [-1, 2], y

21 2 2 2
f(—x3—x+1)dx -fx3dx—fx1dx+fxodx
~i1\3 -1 -1 -1

1
3
l . 2 (=1 22— (=1)? N 21— (=1)!
3
1

4 2 1
3 15 3+3_5—6+12_£.
3 4 2 1 4 4
Dicho de otro modo, demostramos que las siguientes dos dreas son iguales:

fx) = %x3—x+]

Vinculo con la derivada A partir de ahora y hasta el final de la Seccion 4.2, se supone cono-
cida la nocion de funcién derivada, que serd introducida mds adelante en el curso. Los lectores
que no conocen esta nocion pueden omitir esta parte, e ir directamente a la Seccion 4.3.

Observacion 87. La férmula que expresa la integral de la funcién f(x) = x” (p € IN) en el
intervalo [a, b] (con a < b) también se puede escribir

b bp+1 _ ap+1 xp+1
fxpdx = — = F(b)-F(a), con F(x)= .
4 p+1 p+1
Se observa que la funcién F(x) = x”*'/(p + 1) que permite expresar dicha integral es una
primitiva de la funcién f(x) = x”, es decir: una funcién derivable cuya derivada es igual a f:
F’(x) = f(x). Usando la propiedad de linealidad de la integral, se puede generalizar esta obser-
vacion a todas las funciones polinomiales del modo siguiente.
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Proposicion 88. Si f : IR — R es una funcion polinomial, entonces f es integrable en cualquier
intervalo [a,b] (con a < b), y su integral en dicho intervalo estd dada por

b
ff(X)dx = F(b)-F(a),

donde F : R — R es cualquier funcion polinomial tal que F' = f.
Demostracién. Escribamos f(x) = ¥/ _qapx’ y F(x) = Z;’;}) B,x”, suponiendo que f'y F
son polinomios de grados n y n + 1, respectivamente. Como F’ = f, tenemos que

n+l

F() = Y pBpx" = ) (p+ DBpuix” = f(x) = ) o,
p=1

p=0 p=0

de tal modo que @, = (p + 1)B,. paratodo p = 0,...,n (identificando los coeficientes de los
polinomios F’y f). Combinando la linealidad de la integral con la Prop. 84, se deduce que

b b n n b
ff(x)dx = f (Zal,x”] dx = Zap-fx”dx
a a \p=0 =0 a

n bp+l _.ap+l n

= Zap.— = Zﬁpﬂ(bpﬂ _ap+1) (pues ap/(p+ 1):’8p+1)

p+1

p=0 p=0
n+l n+l

= Zﬁp(b[’ _ ap) — Zﬁp(b[’ _ a]’) (pues bo _ aO =1=-1= 0)
p=1 p=0
n+1 n+l

= Y B’ = ) B’ = Fb) - Fla). 5
p=0 p=0

Ejemplo 89. Volviendo a la funcién polinomial f(x) = %x3 — x + 1 del Ejemplo 86 p. 37, se
observa que una primitiva de la funcién f es la funcién

Fo) = oot = s
X) = 12X 2X X.

12

4 17 16 + 17 11
12 4

2
Asi tenemos que ff(x)dx = F2)-F(-1) = 3
-1

4.3. Integral de la funcion ¢ — 1/t

En esta seccidn, nos interesamos en el caso particular de la funcién f(¢) = 1/t en el inter-
valo (0, +00). Como f es mondtona decreciente en dicho intervalo, es integrable en cualquier
intervalo [a, b] tal que 0 < a < b por el Teorema 30 p. 12. Una propiedad notable de la integral
de la funcién f(r) = 1/t es la siguiente:

Proposicion 90. Para todos a,b, A > 0 tales que a < b, tenemos que:

Ab b
1 1
f —dt = f —dt.
Aa t a t
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Demostracion. Como la funcién f(¢) = 1/t es integrable en el intervalo [a, b], 1a funcién g(¢) =
f(t/4) es integrable en el intervalo [Aa, Ab] (por el Ejercicio 72 p. 29), y

Ab b bl
fg(t)dt = /l-ff(t)dt = /l~f ;dt.
Aa a a

Pero también se observa que g(¢) = f(¢/1) = A/t, de tal modo que

Ab /U)/l /lbl
fg(t)dt = f —dt = /l~f —dt.
Aa Aa t Aa t

Dividiendo ambos lados derechos por A > 0, se deduce la igualdad deseada. O

Observacion 91. Geométricamente, la igualdad anterior se puede interpretar del modo siguien-
te: cuando se dilata (horizontalmente) el intervalo de trabajo [a, b] segin un factor 4 > 0, la
region correspondiente abajo de la grafica de f se dilata (verticalmente) segun el factor 1/4,
debido a la definicion particular de la funcién f. Al final, las dilataciones horizontal y vertical
se compensan, de tal modo que el drea de la region correspondiente no cambia:

L fw = 1

| \
0 a b Aa Ab

(En la figura anterior, tomamos [a, b] = [1, %] y A4 = 2.) Dicho de otro modo, la integral fa b} dt

no depende de los extremos a, b > 0; s6lo depende del cociente b/a.

b

No se puede expresar como un polinomio o como una fraccion racional la integral |

en funcién de los extremos a y b. Para ello, se necesita introducir una nueva funcién:

1
Lt

Definicion 92 (Funcién logaritmo). Dado un nimero real x > 0, se llama logaritmo de x y se
escribe log x al numero real definido por

1
logx = f—dt.
1t

Observacion 93. La definicién anterior usa la notacién extendida para la integral (véase Sec-
cién 3.5), pues el nimero x > 0 puede ser menor, igual o mayor a 1. En particular, como
f() =1/t > 0 paratodo t € (0, +00), es claro que:

ldr >0 six>1
logx = <0 six=1
~[ldr <0 six<l
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Asi, el nimero log x representa el area algebraica de la region abajo de la grafica de la funcion
f(®) = 1/t entre los dos extremos f = 1 y = x, expresada con un signo positivo si x > 1, y con
un signo negativo si x < 1:

S f =1t

logx ] T

0 1 X
Se demuestra que:

Proposicion 94. La funcion log : (0, +00) — R es estrictamente creciente en (0, +0):

3

log(x)

Demostracion. Sean x,y > 0 tales que x < y. Tenemos que

71 1 71 1
logy —logx = —dt— | —dt = —dt > (y-x)-— >0
1t 1t x ! y

pues x <yy f(#) = { > | paratodo 7 € [x,y]. Luego, tenemos que log x < logy. O
La siguiente proposicion expresa la propiedad fundamental del logaritmo:

Proposicion 95. Para todos x,y > 0, tenemos que:
log(xy) = log x + log y, log(x/y) =logx —logy y log(1/x) = —log x.
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Demostracion. Primera igualdad: usando la Prop. 90, se observa que

o] 1 1
log(xy) = f ;dt = f;dt+f —dt = logx+1logy.
1 1 At

Segunda igualdad: se sigue de que log x = log((x/y) X y) = log(x/y) + logy.
Tercera igualdad: se sigue de la igualdad anterior, observando que log 1 = 0. O

Gracias a la funcion logaritmo, podemos ahora expresar la integral de la funcién f(r) = 1/t
en cualquier intervalo [a, b] C (0, +00):

Proposicion 96. Para todos a,b > 0, tenemos que

"1 b
f—dt = logb —-loga = log—-
Lt a

(Se observa que la dltima expresion s6lo depende del cociente b/a.)
Demostracion. Inmediato por la definicién de la funcién logaritmo (ejercicio). O
Ejercicio 97. El objetivo de este ejercicio es demostrar las desigualdades

1
1-=
x

IA

logx < x-1 para todo x > 0.

(1) Verificar que las desigualdades anteriores se cumplen (trivialmente) cuando x = 1.

(2) Ahora, se considera el caso donde x > 1.

(a) Verificar que i < % < 1 paratodo t € [1, x].

(b) Usando la monotonia de la integral, deducir que 1 — )lc =(x-1)- i <logx<x-1.
(3) Adaptar el razonamiento efectuado en (2) para el caso donde x < 1.

3
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