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Capitulo 1

Numeros complejos

DEFINICION 1. El conjunto de nimeros complejos, que notaremos por C, es
el conjunto de pares ordenados de nimeros reales (o sea R?) con las siguientes
operaciones + y - definidas por :

» (a,b)+(c,d)=(atc,b+d).
= (a,b).(c,d)=(ac-bd,ad+bc).

A partir de esta definicién observamos que (a,0) + (¢,0) = (a + ¢,0) y que
(a,0).(c,0) = (ac,0). Como (a,b) = (a,0).(1,0)+(b,0).(0,1). Si notamos al complejo
(a,0) por a, (b,0) por by (0,1) por i, tenemos que z = (a,b) = a + bi donde
2 = (—1,0) = —1. De ahora en adelante notaremos por z = a + bi con a,b € R a
un ntmero complejo.

Propiedades
Propiedades de la suma: Para todo z1, 2o, 23 € C se cumple:
1. (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23).
2. 21+ 20 =29+ 1.
3. Siz; =a+ibentonces —z; = —a—iby z+ (—z) =040 = 0.
4. z+0=z.
Propiedades del producto: Para todo z1, 23, z3 € C se cumple:
(21 . 22) tZ3 = 21 (22 '2’3).
2122 = 292" Z21.
z1 1= Z1.
Para todo z # 0 existe 27! tal que z- 271 = 1.
z1- (224 23) = 2120+ 21 - 23.
Obs: La propiedad @ del producto nos permite definir la divisién por un nimero
complejo distinto del cero. En efecto, si z # 0 entonces definimos:

CU W=

— = w -z
z

EJERCICIO 1. Dado z = a +ib, hallar 21

Parte Real e Imaginaria.
La parte real del complejo z = a + ib es el ntimero real a. Notacién: Re(z).
La parte imaginaria del complejo z = a+1b es el niimero real b. Notacién: Im(z).

a+1ib

EJERCICIO 2. Calcule la parte real e imaginaria del complejo a-

Conjugacion.

Dado un ntimero complejo z = a + ib definimos su conjugado como zZ = a — ib.

Propiedades: Para todo z1, 2o € C vale:
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6 1. NUMEROS COMPLEJOS

21+ 2 =71+ 72

Z1 - 722 =71 - Z2.

221121.

z€Rsiysolosiz=z.

2" = Z" para todo z € C y para todo n € N.

CUk W=

EJERCICIO 3.
1. Sea P un polinomio de coeficientes reales. Probar que si o« € C es raiz de
P entonces @ es también raiz de P.
2. Sea P un polinomio de coeficientes Complejos. ;FEs cierto que si o € C es
raiz de P entonces @ es también raiz de P?

FIGURA 1.
z=a-+1b
b
a
—-b
Z=a—1b
(a)
Moébdulo.

Dado un ntimero complejo z = a + b su moédulo es

|z| = Va2 + b2.

Propiedades: Para todo z1, 25 € C vale:

. |z| > 0 para todo z € C.

. Jzl=0ez=0.

. |z1 4 22| < |z1| + |22| para todo z1, z2 € C.
. |z1.22] = |z1].|22| para todo z1, 22 € C.

2%Z = |z|? para todo z € C.

. |z] = |Z| para todo z € C.

SO W N

Distancia entre niimeros complejos.

La nocién de médulo nos permite definir una distancia entre ntimeros complejos.
Cuando tenemos la nocion de distancia tienen sentido los conceptos de convergencia
de sucesiones y de series, de limite de una funcién en un punto y de continuidad de
funciones definidas en subconjuntos de C.
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FiGURrRA 2.

z=a-+1ib

FIGURA 3.  Notar que |z|= distancia del origen al complejo z .

DEFINICION 2. La distancia entre dos nimeros complejos z; v 22 es
d(Zl,Zg) = |Zl — ZQ|.
Como la distancia entre nimeros complejos es la distancia euclidea de puntos de
R? , no nos cansaremos reescribiendo las definiciones de convergencia de sucesiones,
continuidad de funciones, etc, pues los conceptos coinciden con los de sucesiones o
funciones de R2.
El disco o bola de centro a € C y radio » > 0 se define como el conjunto
D(a,r)={z€C: |z—a| <r}.
El disco cerrado de centro a € C y radio r > 0 se define como el conjunto
Dia,r]={z€C: |z —a| <r}.
La cfa de centro a € C y radio r > 0 es
S(a,r)={z€C: |z—a|=r1}.

Convergencia de sucesiones.

DEFINICION 3. Decimos que una sucesién de niimeros complejos {2z, } converge
a z € C si para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng se cumple que
d(zn,2) = |2n — 2| <e.
Observar que la definicién anterior es equivalente a decir que {z,} converge a z € C

si d(zn, z) = |2n, — 2| = 0 cuando n — +oc.

Propiedades:

1. Siz, =2y %, =z entonces 2, + 2, > 2+ 2 ¥ 2n.2,, = 2.2 .
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2. 81 z, = xp + iy, y 2 = x + iy, entonces z, — z si y solo si x, = =y
Yn — Y-
3. Si z, — z entonces |z,| — |z].

Argumento de un ntimero complejo.

DEFINICION 4. Un ndmero real médulo 27 es un subconjunto A C R que
cumple las siuientes propiedades:
= Dados dos elementos a1 y as en A, se tiene que oy — o es un multiplo
entero de 27.
= En cada intervalo semiabierto de longitud 27 existe un elemento de A(del
item anterior se deduce su unicidad). Los elementos de A son llamados
representantes de A.

Ejemplo: Un angulo es un numero real médulo 27, ya que, digamos
T 97
17 Z, ...
representan todos el mismo angulo.

Dado 0 # z € C, existe un niimero real médulo 27 tal que si ¢ es un represen-
tante, se cumple que

é = cos(¢) + isin(p).

FiGURA 4.

z=a-+1ib

a

(a)

FIGURA 5.  Notar que |z|= distancia del origen al complejo z .

Hemos visto que, para un ntimero complejo no nulo estan bien definidos su

modulo y su argumento. Reciprocamente, conociendo el médulo y el argumento,
queda determinado un ntimero complejo.
Como el argumento no es un numero, vale la pena a la hora de resolver un pro-
blema, considerar un representante del argumento; para eso elejimos un intervalo
semiabierto de longitud 27. El tinico representante del argumento contenido en este
intervalo se llama argumento principal y se denota por Arg(z). Ver los ejercicios
donde se enuncian algunas propiedades del argumento principal.

Raiz enésima.
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Como vimos cualquier complejo z # 0 se puede escribir de la forma z = |z|(cos(¢) +
isin(p)). Usando las formulas trigonométricas

s sen(a+ ) = sen(a)cos(B) + cos(a)sen(p),

s cos(a + ) = cos(a)cos(B) — sen(a)sen(p),
no es dificil probar, por induccién completa, que para todo n € N se cumple que
2™ = |z|"*(cos(np)+isin(ny)). A partir de este tltimo resultado tenemos la siguiente
proposicion:

PROPOSICION 1. Dado z € C, z # 0 y n € N ezisten ezactamente n complejos
Wi, ..., Wy tales que wj' = z para i =1,...,n.

Proof: Sean z = |z|(cos(p) +isin(p)) y w = |w|(cos(f) + isin(f)). Entonces w" =
|w|™(cos(nf)—+isin(nd)). Como w™ = z, entonces se tiene que cumplir que |w|™ = |z|
y que ¢ + 2km = n# con k € Z. Tomando w; = {/|z| [cos(“""nﬁ) + z‘sin(ff""nﬁ)]
para j = 0,...n — 1 se obtiene la tesis.

n

Ejemplo. Calcular V/2i. El complejo 2i se puede escribir como 2i = 2(cos(w/2)+
isen(mw/2)).

Por la proposicién anterior los complejos buscados son de la forma w; =
/12| [cos(“"gﬁ) + z‘sin(“"gﬁ)} para j = 0,1,2. Entonces

. . 4 4
wy = V2 [COS(%) +isin(%)} . owy =2 [cos(% + %) +isin(% + %)] ,

. 8 8
wy = V2 [cos(% + %) +isin(% + %)] .

Funcién Exponencial.
Dado z = a + bi, definimos e* = e+ = e%[cos(b) + isen(b)].

Propiedades:
1. Para todo z1, 2z € C vale: e*1.e%2 = es1122,
2. e7* =1/e* para todo z € C
3. Si z = a + bi entonces |e*| = e®.
4. |e*| #£0,Vz e C.
5. e =1 siy solo si z = 2kmi con k € Z.

6. e = e* T2k Yk c Z, Vz € C.

Sea f(z) = €?, para cada k € Z consideramos
Ry ={z=x+vyi: ye2km,2k+2)7) y z € R}.
Entonces f tiene las siguientes propiedades:

1. flr, : Rr — C\ {0} es una funcién continua y biyectiva.

2. Si consideramos f : C — C\ {0}, para cada z € C\ {0} existen infinitos
2 (uno por cada Ry) tales que f(zx) = z. Ademds para cada zj, existe un
entorno Vj de zg, con Vi N Vk/ sik#£k, tal que f: V) — f (Vi) es continua
y biyectiva.

Logaritmo.
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4
R
' C\ {0}
2 e*
Ry
0

Dado z # 0 decimos que w es el logaritmo de z si e = z. Notacién: a w lo llama-
remos log(z). En principio, el logaritmo es ”la funcién inversa de la exponencial”.
Veamos hasta que punto podemos hacer este enunciado preciso.

Si w = a + tb, entonces como vimos,
et — e%(cosb + isinb).
Si e" = z, debemos tener e* = |z|. Esto es posible a menos que z = 0, en cuyo caso
no definiremos el logaritmo. Usando ahora que e = |z|, obtenemos
- z

cosb+isinb = —
||
de donde concluimos que cualquier representante del argumento de z sirve como b.
Esto quiere decir que, para todo z # 0:

logz = a + ib = log|z| + iarg(z).

Esta féormula muestra que no existe la inversa de la funcién exponencial, puesto
que como log z sirven muchos ntiimeros complejos. Por ejemplo log(z) = log|z| +
i(arg(z) 4+ 2km). Lo que se hace es elegir un argumento principal de manera que el
logaritmo de cualquier complejo z # 0 sea un tinico niimero complejo.

Plano complejo ampliado.

DEFINICION 5. El plano complejo ampliado es C = C U {c0}; en este conjun-
to podemos extender algunas de las operaciones de suma y producto de nimeros
complejos:

" 2+ 00 =o00,VzeC.
= 2.00 =00, Vz # 0.
» = =0,V2zeC.

No podemos definir: %; 00 — 00; 0.00 ni .
o0

Entorno de oco. Para cada R € R con R > 0, una base de entornos de oo es
B(0,R)*={z€C: |z|> R}.
Con esta definicién una base de entornos de un punto z € C es la siguiente:
= Si z € C, una base de entornos son los discos de centro z y radio r.
= Siz = oo, una base de entornos son los complementos de los discos cerrados
de centro el origen y radio r.
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Esto a su vez, permite definir lo que significa que una sucesién de nimeros comple-
jos converja a co. Una sucesion z,, converge a oo si para todo R > 0 existe ng € N
tal que para todo n > ng se cumple que |z,| > R.






Capitulo 2

Transformaciones de Moebius

Sean a, b, ¢, d nimeros complejos tales que ad — be # 0. Definimos una trans-
formacién de Moebius como una funcién de C en C dada por

Zzz—jr's si ze€C\{-d/c},

00 st oz = =2.

Se denotard por M = {p:C — C tal que ¢ es de Moebius}. En M vamos a
considerar la operacién composicién g o)(x) = (¢(x)), con esta operacién (M, o)
tiene una estructura de grupo, esto es:

i) (ro@) ot =T o(pow), ¥r,p, 1 € M.
i) pold=1TIdoy =, Vp e M.
iii) Vo € M, Fp € M tal que ¢ 09p = 1) o p = Id. Notacién ¢ = p~ 1.

Usualmente a cada de transformacion

az+b
p(z) =

cz+d

(2 4)

Como t.A (t€ C) representard la misma transformacién que A, se toma
ad —be = 1 y asi tenemos para cada transformacion dos matrices asociadas A y -A.

se le asocia la matriz

PROPOSICION 2. Todo transformacion de Moebius es biyectiva, y su inversa es
también una transformacion de Mdoebius.

DEMOSTRACION. Basta resolver la ecuacién

az+b
cz+d v
de donde se obtiene
_dw—1D
 —cw+a
que también es una transformacién de Moebius. O

Algunos casos particulares de transformaciones de Moebius:
Traslaciones: 7, : z — z + b;
Rotaciones: p, : z — az, |a| =1,
Homotecias: ¢, :z+—7rz, r€Ryr >0.
Inversion: [ : z — %

13



14 2. TRANSFORMACIONES DE MOEBIUS

PROPOSICION 3. Toda transformacion de Mdobius es una composicion de trans-
formaciones de las mencionadas anteriormente.

DEMOSTRACION. Primero observar que

az+b_a h— ad

p— c .

cz+d c+cz—|—d

Entonces
cz z+d i 1 (bfa—f)z b—a—,d z+ 2 a b—a—d
z = oz o cz4d S — < o=t -+ £
cz+d cz+d ¢ cz+d

DEFINICION 6. Diremos que zq es punto fijo de una funcién ¢ si ¢(29) = zo.

PROPOSICION 4. Toda transformacion de Moebius distinta de la identidad tiene
a lo mds dos puntos fijos.

DEMOSTRACION. Basta resolver la ecuacién
az+b
=z
cz+d

COROLARIO 1. Una transformacion de Moebius con tres puntos fijos es la iden-
tidad.

DEMOSTRACION. Basta aplicar la proposicién anterior.

EJERCICIO 4. Si A, B yC , (Re(A) # 0) son tres nimeros complejos constantes
y z un complejo variable entonces

(1) (A+A)zz+Bz+Bz+C+C =0.
representa la ecuacion de una circunferencia.
DEMOSTRACION. Sean A = a+1ib, B = c+id, C = e+if y 2 = x+1y, entonces
2Z =%+ y2 y por lo tanto la ecuacién (Il) se transforma en
(2) (2a) (2% 4 y?) + 2cx + 2dy + 2e = 0.

que representa la ecuacién de una cfa.

Reciprocamente, es facil probar que una ecuacién de la forma 2 +y? +azx+ By +7v =
0 se puede escribir de la forma (A + A)zzZ + Bz + Bz + C + C = 0.

Con los mismos argumentos se demuestra que la ecuacién:

(3) Bz+Bz+C+C=0.

representa la ecuacién de una recta y que toda recta se puede escribir de la forma (3]).
Por lo tanto la ecuacién () representa la familia de todas las rectas y circunferencias
del plano complejo ( Para Re(A) # 0 una cfa y para Re(A) = 0 una recta).

PROPOSICION 5. Sea F la familia de todas las rectas y circunferencias del
plano complejo. Entonces la imagen de un elemento de F por una transformacion
de Mobius es un elemento de F.

DEMOSTRACION. Basta comprobar esto para las transformaciones dadas an-
teriormente con las cuales podemos construir cualquier transformacién de Mobius
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mediante composicién de ellas. Para rotaciones, traslaciones y homotecias este he-
cho es claro, por lo tanto solo lo vamos hacer para la inversién. Sea w =1/z y
(4) (A+A)zz+ B2+ Bz+C+C =0.

la ecuacién general de un elemento de F, entonces al aplicarle la inversién a () se
transforma en

— 11 =1 1 _
(5) (A+ A)—=+B—+B=+C+C=0.
w W w w
multiplicando por w.w la ecuacién (B se transforma en
(6) (A+A) + Bw + Bw + (C + C)ww = 0.

que es un elemento de F.
Observar que si Re(C) = 0y Re(A) # 0 entonces la circunferencia se transforma
en un recta.

EJERCICIO 5. Dada una ecuacion (A+ A)zzZ+ Bz + Bz +C +C =0 y una
transformacion de Moebuis ¢ = (az + b)/(cz + d), dar una condicion para saber
cuando una circunferencia se transforma en una recta.

Dados a, b, ¢ tres numero complejos diferentes existe una transfromacién de
Mbobius que lleva la terna ordenada {a, b, ¢} en {0, 1, oo} que es:
(b—c)(z—a)
p(z) = 57— —-
(b—a)(z—c)
Es la tnica con esas condiciones, pues si
= ¢(a) = 0 debemos tener z — a en el numerador;
= p(c) = 00, z — ¢ ha de estar en el denominador;
= ysi p(b) =1 llegamos a la férmula enunciada arriba.

Ver los ejercicios para el caso en los cuales a,b o ¢ pueden ser co.

PROPOSICION 6. Dadas dos ternas ordenadas {a,b,c} y {a’,v',c'} eriste una
unica transformacion de Mobius que lleva

a—a;b—=b;c— .

DEMOSTRACION. Ejercicio.

COROLARIO 2. Dadas dos circunferencias C y C existe g € M tal que g(C) =

’
C.
DEMOSTRACION. Basta tomar tres puntos en cada cfa y aplicar la proposicién
anterior.

EJEMPLO

Queremos construir una transformacion que lleve la recta real en el disco uni-
tario S(0,1).

Como una recta y una circunferencia estan determinadas conociendo tres pun-
tos de cada una, y como las transformaciones de Md&bius llevan rectas o circunfe-
rencias en rectas o circunferencias, basta tomar tres puntos en la recta, por ejemplo
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{0,1,00} y tres en la circunferencia S(0, 1), por ejemplo {1,4, —1}.
Asi buscamos

(2) az+b
z =
v cz+d
tales que:
p(0) =1
p(1) =i
p(o0) =1
Como p(o0) = a/c = —1 tenemos a # 0 y podemos elegirlo como a = 1, luego
c=—1.
De ¢(0) =1, sale que b =d y de (1) = i llegamos a que
b+1 |
— =1
d—1
Como b = d llegamos a b = —i. Por lo tanto:
z—1 Z—1
wlz) = —z—i  z4i

OBSERVACION 1. Como las transformaciones de Moebius son continuas un
argumento de conexidad muestra que si g € M transforma una cfa en una recta,la
parte de adentro de la cfa se va a transformar en uno de los semiplanos que deter-
mina la recta. Lo mismo va a suceder con la parte de afuera de la cfa con el otro
semiplano.

El mismo argumento es valido si g transforma una recta en otra recta o una cfa en
otra cfa.

DEFINICION 7. Dos puntos son inversos con respecto a un circulo dado si:
i) Los puntos estdn en un misma semirrecta que pasa por el centro de la circunfe-
rencia.
ii) El producto de sus distancias al centro es igual al cuadrado del radio del circulo.

EJERCICIO 6. 1. Probar que z1 y z2 son puntos inversos con respecto al
circulo |z — a| = R si, y solo si,

(21 —a)(zo —a) = R?

Observar que cuando z1 — a entonces zo — 00.
2. Como ya vimos la ecuacion general del circulo se puede escribir en la forma

(7) (A+A)zz+ B2+ Bz+C+C =0.
St z1 y 29 estan relacionadas por la ecuacion:
(A+ Az + Bz +Bm+C+C=0

Probar que para A # 0, z1 y z2 son puntos inversos del circulo (7). Si A =0,
la expresion Bz1+ Bz +C+C = 0, determina que dist(z1,r) = dist(za,r),
siendor =Bz+Bz+C+C =0 .
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3. Dado cualquier circulo (recta) y un par de puntos z1 y z2 que son puntos
inversos, probar que la transformacion bilineal ¢ = (az+b)/(cz+d) trans-
forma los puntos inversos z1 y za en puntos inversos del circulo (recta)
magen.

El ejercicio anterior nos proporcionan un método rapido y elegante para cons-
truir transformaciones de Moebius particulares.
Para construir las transformaciones de Meobuis que llevan el semiplano superior en
el disco unidad, seguimos el siguiente razonamiento:
Sea ¢ = (az +b)/(cz + d), esta transformacién debe llevar la recta real en la cir-
cunferencia de radio 1. Por lo tanto debe llevar puntos inversos en puntos inversos.
Debe existir « en el semiplano superior tal que ¢(«a) = 0. Como @ es el punto
inverso de « en la recta real entonces (@) se transforma en el punto inverso de
(o) respecto de la circunferencia de radio 1, como () = 0 entonces p(@) = oo,

por lo tanto
a (z—a«
wlz) = ¢ <z — a)

Ademds Vz = x € R se tiene que cumplir que |p(z)|=1, por lo tanto

‘a‘
c

Tr—« Tr—

@) = |2

c

a
T -« Tr—« c

entonces a/c = ¢'? para algiin 3 y entonces
(8) p(z) =e

EJERCICIO 7. Mostrar que las transformaciones de Moebius que transforman
el circulo unidad en el circulo unidad son de la forma

— con Im(a) >0
z—a

_ ipE-o
9) flz)=e — 1 <" la <1
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1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.

Sea ¢ : C — C una transformacin de Mdebius tal que ¢(2) = 2, ¢(1 —i) = 2+
y ¢(1+1) = oo.

1. Sea C C C una circunferencia. Encuentre una condicién necesaria y sufi-
ciente para que ¢(C) sea una recta.

2. Sea C := (0B(1,1))= borde de la bola de centro 1 y radio 1. Halle ¢(C).

Hallar ¢({z € C: |z —3/2| =1/2}).

4. Existe z € B(1,1) tal que |¢(z)| = 1?7 Justifique.

b

Si consideramos ¢(z) = Zj_tdb, imponiendo que ¢(2) = 2, ¢(1 —i) =2+1iy

(14 1) = oo y haciendo cuentas llegamos a que

(I +i)z—4
@) =i

1. Como ¢(1 + i) = oo, se tiene que si C es una circunferencia con 1+ ¢ € C se
cumple que ¢(C) es una recta. Y si 14+i ¢ C se cumple que ¢(C) es una circunferencia.

2. Como los puntos 2,1+1i,1—1i € C se tiene que ¢(2), d(1+1),p(1 —1i) € ¢(C).
Como los puntos ¢(2), ¢(1 +4), p(1 — i) pertenecen a la recta x = 2, entonces ¢(C)
es la recta x = 2.

3.SeaCy ={ze€C: |z—3/2] =1/2}. Como 1+ i ¢ Cy se cumple que ¢(Cy)
es una circunferencia. Como C; es tangente a C se tiene que ¢(Cy1) es tangente a
#(C). Y como 2 € Cy se cumple que ¢(2) = 2 € ¢(Cy). Por lo tanto ¢(Cy) tiene
que ser una circunferencia de centro a € R, con a > 2 y que pasa por el punto 2.
Por lo tanto ¢(C1) = {z € C: |z —a|] = (a —2)}. Como 1 € C; se cumple que
¢(1) =i+ 3 € ¢(C1). Haciendo cuentas se llega a que a = 3.

4. No es posible ya que p({z € C: |z —1|<1})={2€ C: Re(z)>2}.

Ejercicio 2.

1. Sean B € Ry a € C\ R. Probar que T(z) = e’ (@) lleva el eje real en

z—a
la cfa unidad.
2. Considere las rectas r;1 = {z € C: Im(z) =0} yro={z€ C: Im(z) =
1}.
a) Hallar una transformacién de Moebius que lleve en la circunferencia
unidad y 79 en rs.
b) Dadas dos rectas cualesquiera paralelas r3 y r4 con r3 # r4. Existe una
transformacion de Moebius que lleve r3 en la circunferencia unidad y
ry en la recta ro? Justificar.
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¢) Dadas dos rectas cualesquiera (Pueden ser paralelas o no) r5 y rg con
rs # 16 . Existe una transformacion de Moebius que lleve 75 en la
circunferencia unidad y rg en la recta ro? Justificar.

Parte 1.
Sea z € R entonces zZ = z. Por lo tanto

. Z—« ailz—al [€f]=1 |z—a| z=2 |z—«
T(z) = | (—= )| =" |>—=| =~ = =| = |z=%|=
Z— Z— Z— zZ—Q
z—
=1.
zZ—«

Parte 2. a)Vamos a usar la parte 1 y vamos a considerar T'(z) = %’ (%),
con esto automaticamente se tiene que T(rl) es la circunferencia unidad. Ahora
como 11 y 79 se cortan en oo y la cfa unidad y 72 se cortan en 4, entonces se tiene
que cumplir que T'(co0) = i. Por lo tanto, como T'(c0) = e, tomamos e’ = i.
Ahora basta con fijar un punto de ro. Tomemos, por ejemplo, T'(1+1) = 1+4. Esto
es cierto debido a que con las condiciones ya impuestas, la imagen de r; es una
circunferencia o una recta que es tangente a la circunferencia unidad en i. Entonces

hay que resolver la ecuacién

14+71—«
1+i—a
La cual tiene como solucién a« = —1 —1. Alternativamente uno podia considerar

que algin punto de ry, 2 = i + x, tiene de imagen a oco. Por ejemplo con z = 0 se
obtiene:

zZ+1
T(z) = i

Parte 2.b) Basta considerar una transformacién de Moebius T3 con Ti(r3) =
r1y Ti(ra) = 72 y luego considerar T o T;. Para justificar que 77 existe y es de
Mobius basta recordar que las traslaciones, las homotecias y las rotaciones son
transformaciones de Moebius, adems es claro que mediante estas transformaciones

se puede llevar dos rectas paralelas cualesquiera en r1 y ro.

Parte 2.c) En general no existen, si justo 5 y rg no son paralelas entonces se
cortaran con un cierto angulo distinto de 0 en un punto z. Por absurdo, si existiera
dicha T', entonces T'(z) = i, pero el 4ngulo que forman la recta ro y la circunferencia
unidad en 7 es 0, mientras que antes no lo era. Esto es absurdo pues las transfor-
maciones de Moebius preservan angulos.

Alternativamente se podia usar que T : CU {o0o} — C U {oo} de Moebius es
biyectiva, pero dos rectas no paralelas se cortan en dos puntos (z y co) mientras
que la circunferencia unidad y la recta ro solo se cortan en uno solo, absurdo.






Capitulo 3

Funciones Holomorfas

1. Conceptos basicos

DEFINICION 8. Dado © un subconjunto abierto de C. Decimos que f es ho-
lomorfa (o analitica o derivable) en a € Q si existe y es un nimero complejo

el limite:
o 1) = (@)

zZ—a zZ—a

Llamaremos derivada de f en a y lo denotaremos por f’(a). Notaremos por
H(Q) al conjunto de las funciones f tal que f es holomorfa en todos los puntos de
Q. En este caso decimos que f es holomorfa en (2.

Propiedades.
1. Si f es holomorfa en a, entonces es continua en a.
2. Si f,g:Q — C son holomorfas en a, entonces
a) f+gesholomorfaenay (f+g)(a)=f'(a)+ g (a).
b) fg es holomorfa en a y (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
) = L@g(@)=g (@)f(a)
g(a)?

!/
¢) Sig(a) # 0entonces f/g es holomorfaen ay (g) (a

3. 51 f: 2 — C es holomorfa en a € Q1 y g : Q3 — C es holomorfa en
b= f(a) € Qq, entonces go f es holomorfa en a y vale la regla de la cadena:

(90 f)(a) =g'(f(a)f'(a).

La demostracién queda como ejercicio, se hace igual que para funciones reales
de variable real.
Hemos visto que el concepto de continuidad de una funcién de variable compleja
no difiere del conocido para funciones de dos variables reales.
Sin embargo, ahora veremos que el concepto de derivabilidad de una funcién ho-
lomorfa es més fuerte que el de diferenciabilidad para una transformacion de R2.
Comenzamos con algunos ejemplos.

EJempLO 1. Consideremos f(z) = Z, la conjugacion, o sea
flo+iy) =z — iy

Veamos si es holomorfa en z = 0, para ello debemos ver si existe el limite

fle+iy) - fO) flz+iy) — f(O) a? —y? o —2ay
Lo - lfm ——— lim +i .
(x,y)—(0,0) T +1y (,)—(0,0) T +1y (z,y)—(0,0) 22 +y% 22 4 >

Este ultimo limite sabemos que no existe. Luego, f no es holomorfa en 0(ni en
cualquier punto z € C), mientras que si escribimos

[z +iy) = ulz,y) +iv(z, y)

21
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las funciones u y v son infinitamente diferenciables como funciones de R2.

EJEMPLO 2. Los polinomios Obviamente la funcién f(z) = z es holomorfa y
su derivada es f’(z) = 1 para todo z. Luego, usando que la suma y el producto de
funciones holomorfas es holomorfa, tenemos que todos los polinomios son funciones
holomorfas en C.

2. Ecuaciones de Cauchy-Riemann
Sean z = x + 1y, u, v : {1 — R tales que

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

veamos que relacion existe entre la diferenciabilidad de u y v y la analiticidad de f
en un punto dado.

Supongamos que f es holomorfa en a, y para simplificar la notacién tomemos a = 0
y f(0) = 0. Como f es holomorfa en 0, debe existir

lim £2)
z—0 Zz
eso implica que los limites
(10) lim f(z +10)
z—=0 x4+ 10
(1) o 1O+ @)
y—0 041y

deben existir y ser iguales.

La ecuacién (I0) es equivalente a:

0) + iv(x,0 0 0
i UE O+ 0@ 0) e wl@0) e Y@O 6 0) 4 i (0,0),
z—0 €T z—0 X z—0 X

donde u, denota la derivada de u respecto a x. Por otro lado, la ecuacién ()

implica que
0 ;00 0 0
i WO £ 0Oy e O e, PO 600) 40,0, 0).
y—0 Y y—0 Yy y—0 Yy
Como los limites (I0) y (II) deben ser iguales, tenemos:
Uz(oa 0) = vy(O, 0), uy(oa 0) = 77}&0(0; 0)

Conclusién: Para que f sea holomorfa en a = zg + iy es necesario que u y v
sean diferenciables en a y que se cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann
* ug (20, Y0) = vy(Zo, o)
» uy(20,Y0) = —vz(Z0, Yo)-
En el ejemplo de la funcién f(z) = Z vemos inmediatamente que esto no se cumple.

Veamos que también se cumple el reciproco, o sea las ecuaciones de Cauchy-
Riemann son una condicién necesaria y suficiente.

TEOREMA 3. Sean u y v diferenciables en a € Q y que valen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Entonces f es holomorfa en a y f'(a) = ugz(a) — iuy(a) =
ug(a) + ivg(a).
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DEMOSTRACION. Nuevamente, para simplificar tomamos a = 0 y f(0) = 0;
entonces f es holomorfa sii existe el limite cuando z — 0 de

12 = =
(12) z T+ 1y 2 + 72

Como u y v son diferenciables en (0,0) podemos escribir:

u(:c, y) = ux(oa O)Z + uy(O, O)y + 7 (:L'a y)

v(x,y) = v:(0,0)x +v,(0,0)y + r2(x,y) donde lim, ) (0,0 \%(:Tyyé =0,7=1,2.

Sustituyendo en la ecuacién ([I2)), obtenemos que f(z)/z es igual a:
1

m [Iqu + YUy + Yyrv, + y2vy +ar; +yre +1 (—yacux — y2uy + x%x + zyvy —yr1 + acrg)}
usando que se verifica Cauchy-Riemann

I2—Jlryz (@ + y?)ue — i(2® + y?)uy + (z — iy)r1 + (iz + y)ra
Uy — Uy + z2—iyz [(z —iy)ry + (izx +y)ro] .

Tomando limites en (0,0) se obtiene:

< T —iy)r ix r
tm £ 0 (0,0) = iy 0,0+ tm | izt y)rs
02 (z,9)—(0,0) | 22 + 42 22 + 12
Como
(z—igr1| _ Iri(,9)]
I2+y2 ‘/x2+y27
y de una expresion andloga para el otro sumando, el limite es cero. O

EJEMPLO 3. Probar que log(z) =1/z.

Sea z = x+iy, como log(z) = log|z|+iArg(z) entonces log(z) = log(/x? + y?)+
iArctg(y/x). Entonces u(x,y) = log(y/2? + y?) y v(x,y) = Arctg(y/x). Claramen-
te u y v cumplen las hipétesis de la proposicién [, por lo tanto f es es holomorfa.
Como f'(2) = uz(z) — iuy(z), un simple calculo muestra que log(z)’ = 1/z.

EJERCICIO 8. Probar que (e*) = e*.

3. Series de potencias
Convergencia puntual y uniforme.

DEFINICION 9. Sean Q C Cy {f,} con f, : Q — C una sucesién de funciones.

= Decimos {f,} converge puntualmente a una funcién f : Q@ — C si dado
zo € Q, para todo £ > 0 existe ng € N (que depende de zj y €) tal que para
todo n > ng se cumple que |f,(20) — f(20)] < €.

= Decimos {f,} converge uniformemente a una funcién f : Q@ — C si para
todo & > 0 existe ng € N (que depende ¢) tal que para todo n > ng se
cumple que |f,(z) — f(2)] < € para todo z € Q.

= Decimos que la serie Y~ f,(2) converge puntualmente si la sucesién {F,, }
donde F,(z) = Y 1_, fx(z) converge puntualmente.

» Y decimos que la serie Y-, f,(z) converge uniformemente si la sucesién
{F.} (Fn(z) = >"1_o fr(2)) converge uniformemente.
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Recordamos el siguiente lema que serda de mucha utilidad. Omitimos su demos-
tracion ya que seguramente fue hecha en el curso de ecuaciones diferenciales.

LeEMA 1. Lema de Weiestrass. Sea f,, : { — C una sucesién de funciones
tal que existe una sucesién de nimeros reales {M,,} que cumple que

|fn(2)| < M, V2 € Q, Vn € N.

oo

Si la serie real )~ M,, converge entonces la serie )~ fn(z) converge uniforme-

mente en €.

DEFINICION 10. Una serie de potencias es una serie de funciones definidas en

Q C C, del tipo:
+oo
k
Z ag(z — )
k=0
donde {ay} es una sucesién de ntimeros complejos y a € C.

Decimos que la serie Y > a,(z — )™ converge puntualmente si la sucesién
{fn} (fulz) = X 1_gan(z — a)F ) converge puntualmente. Y decimos que la serie
>0 an(z — @)™ converge uniformemente si la sucesién {f,} converge uniforme-
mente.

LEMA 2. Lema de Abel. Si la serie de potencias ZZO:O anz™ converge para
zo # 0, entonces converge absolutamente para todo z con |z| < |zo]|.

DEMOSTRACION. Sila serie >~ a,2{ converge entonces lim,,_, o a, 2 = 0.
Por lo tanto existe M > 0 tal que

lanzg| < M ¥n e N.

Por lo tanto, tenemos que si |z| < |z9| se cumple que

2" z "
lanz"| = |anzy | - <M|—
0 20

Como [ Z| < 1 se tiene que la serie > | Z|" converge y por comparacion se

tiene que la serie Y |a,2"| es convergente.

COROLARIO 4. Si la serie de potencias fo:o anz™ no converge para zg # 0,
entonces no converge para todo z con |z| > |zg|.

TEOREMA 5. Radio de convergencia. Dada la serie de potencias
Yoo o an(z — )™ existe R € [0, +00] tal que se verifica lo siguiente:
1. Si |z — a| < R la serie de potencias converge absolutamente.
2. 810 < r < R entonces la serie de potencias converge uniformemente en
Dijo,r]={z€C: |z—a] <r}.
3. Si|z—al > R la serie de potencias no converge.

DEMOSTRACION. Haciendo el cambio de variable w = z—« la serie de potencias
oo pan(z —a)™ se transforma en > 7 a,w™. Vamos hacer la demostracion para
esta ultima serie. Sea el conjunto A C R tal que

o0
A={zeR, 2>0: laserie Z anx™ es convergente }.

n=0
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A # D ya que 0 € A. Por lo tanto tenemos dos posibilidad para A:
Caso a). A es un conjunto acotado superiormente. En este caso existe R = sup(A).
Si R = 0 se cumple trivialmente el teorema. Supongamos que R > 0.
Vamos a demostrar el item 1. del teorema. Sea z; € C tal que |z1| < R. Entonces,
por definicién de supremo, existe zo € A con |z1]| < |z2] < R. Como z9 € A se
cumple que la serie ZZO:O anzy converge. Luego por el Lema de Abel, se tiene que
>0 o anzf converge absolutamente.
Vamos a probar el item 2. del teorema. Sea r con 0 < r < Ry z € C tal que
|z| < r. Por el item 1) se tiene que Y~ a,r™ converge. Como |z| < r se tiene que
|anz"| < |anr™|. Luego, tomando M, = |a,r™|, por el Lema de Weierstrass ( lema
[) se tiene que la serie es uniformemente convergente en {z € C: |z| < r}.
Por ultimo, sea z € C tal que |z| > R. Si la serie >~ a,2™ converge, por el lema
de Abel converge para todo z; € C con |z1| < |z|. Si tomamos z1 con R < |z1]| < |2|
contradecimos que R es el supremo de A.
Caso b). A es un conjunto no acotado superiormente. En este caso R = +oo y el
teorema se cumple trivialmente.

Como calcular el radio de convergencia.

PROPOSICION 7.

- . z lant] _ 1
1. Si existe limy, 4 o an] entonces R = Tenetl
an

{im — 1+’

P P _ 1
2. Si existe lim {/|a,| entonces R = i 3o

DEMOSTRACION. Vamos a probar el item 1. La demostracién del item 2. es
analoga.

Sea z € C tal que |z — o] < R. Entonces

n+1|
< 1.

lim [ i1(z — @) =]z —al. lim |an+1|:—|zfo<|
n—too |an(z — a)?| n—+too |ay,| R

Luego por el criterio de D’Alambert la serie Y 07 an(z — )™ converge.
SizeCestal que |z —a| >R
_ o\ tl _
Hm |an+1(2 Oé) | — |Z*Oé| Hm |a’n+1| — |Z Oé|
n—too |an(z —a)?| n—too |ay,| R

> 1.

Luego por el criterio de D’Alambert la serie 7 an(z — @)™ no converge.
De lo anterior deducimos que R = y L
1

lapyil”
an
Consideremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4. Calcular el radio de convergencia de la serie > - %

En este ejemplo se tiene que a,, = % para todo n € N. Alpicando la proposicién
anterior se tiene que R = 1. Por lo tanto si |z] < 1 la serie de potencias converge y
si |z| > 1 la serie de potencias NO converge. Para z = 1 la serie queda Y~ L la
cual es divergente. Para z = —1 la serie queda > -, (_i)n la cual es convergente.
Por lo que este ejemplo muestra que para los z € C tal que |z| = R, a priori, no se
puede afirmar si hay o no convergencia.

Para la serie >~ ,(—1)"z" el radio de convergencia es R = 1 y para todo z € C

con |z| = 1 se cumple que la serie es divergente. Para la serie ) " ; Z el radio de
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convergencia es R = 1 y para todo z € C con |z| = 1 se cumple que la serie es
convergente.

4. Representacién por series de potencias

DEFINICION 11. El ntimero R se llama radio de convergencia y se puede
calcular por la férmula:

—1
R= [h’msup |an|%] .

n—-+o0o

DEFINICION 12. Sean 2 abierto en Cy f : Q — C. Decimos que f es repre-
sentable por series de potencias en () si para cada a €  existe r > 0 y una
sucesién de complejos {a,} tal que

oo

f(z)= Z an(z — )", para todo |z —a| < r.

n=0

Observacion: Uno de los resultados mas importantes de este curso es que una
funcién f es representable por series de potencia en 2 si y sélo si f € H(Q).

Por ahora probaremos una de las dos implicaciones, la otra se vera mas adelante.

TEOREMA 6. Si f es representable por series de potencias en ), entonces f €
H(Q); mds ain, si f(z) =" an(z —a)", para |z — a| < r entonces

F'(2) =3 nan(z - )",
n=0

en otras palabras se pueden intercambiar el limite y la derivacion.

DEMOSTRACION. Obvserve que si la serie f(z) = > an(z — a)™, converge
en |z — a| < r, entonces también converge la serie f/(z) = Y 07 jna,(z — a)" 1,
pues ambas tienen el mismo radio de convergencia.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a = 0. Sean w € D(«,r) y
P tal que |w| < P < r. Para z # w se tiene

n

w - ;nanwn_l = ; an [% - nw”_l] =(z—w) ];1 anén (W)

donde
0 si n=1
o) = nWWI(Tl(]uZ)z;zsw?L_Z?L) si n>2.
Observe que ¢, (w) es la derivada con respecto a w de w;::in; luego como
wt -z " (L))" -1 N z”_lnil (E>k
w—z 2 (% - 1) =\ z

se tiene que
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Si z estd préxima de w entonces |z| también es menor que P. Por lo tanto:

|fn(w)] < STR21 Klw]F 2|k

< 22;11 LpPn—2 — "(”2*1)Pn72.

Entonces
fE) = flw) Z napw" "t = |z — w| Z andn(w)| < |z — w| Z n?|a,|P" 2.
z—w
n=1 n=1 n=1

0o 2 n i . . . oo n

Note que ZOQZO n*an,z" tiene el mismos radio de convergencia que )" a,2", por
lo tanto > ", n?|a,|P"~? converge ya que P es menor que 7. Después, tomando
el limite cuando z — w obtenemos el resultado buscado. U

COROLARIO 7. Se cumple que [’ también es representable en series de poten-
cias, y por lo tanto [’ también es holomorfa. Vale la férmula

f®(z) = Z nn—1)n-2)...(n —k+Dan(z — a)" "

n=~k
donde ¥ (a) = klay,.

COROLARIO 8. Si f es representable por series de potencias en 2 y f(z) =
S an(z — @)™ en un disco D(a;r) entonces los coeficientes a,, son los coeficientes
de Taylor:
EPARIC)

n!

Qnp

EJEMPLO 5. Sea f: C — C tal que f(z) = e*. Como e* = > 7, %, entonces
() =32, nzl = 3% ) i = e®. Entonces (e%) = e~

4.1. Angulo entre curvas. Una curva es una funcién « : (a,b) — C con
o continua. Dadas dos curvas a, 8 : (a,b) — C, con a(ty) = B(ty) para algin
to € (a,b), lamamos dngulo entre las curvas en el punto a(ty) al nimero 0 € [0, 7]
tal que

/

< a/(to),ﬁ (to) >.
|’ (to)15" (to)]

cos(f) =
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PROPOSICION 8. Sea f € H(2), z0 € Q con f (20) #0 y o, 8 : (a,b) — C dos
curvas con a(ty) = B(to) = zo para algin to € (a,b). Entonces el dngulo entre o y
B es igual al dngulo entre f(a) y f(B).

DEMOSTRACION. Primero observemos que (f(a(to))) = f (al(to)).o (to) =
I (20).¢ (to). El coseno del dngulo entre f(a) y f(J3) es

/

< (f(a(to))), (f(B(to)) > _ < [ (20)-0 (to)

At TGN~ 17 Go)a )l (o).

~
~y
o
S~—
S
Q
~—
~
o
=
Ve
~
o
e
~—
~
o
=™

O

Mas adelante mostraremos que si f l(zo) = 0, es posible encontrar dos curvas
ay B con a(ty) = B(ty) = zo de modo que el dngulo entre a y [ sea distinto del

angulo entre f(«a)y f(B).

5. Integracion

DEFINICION 13 (Camino). Un camino es una curva continuamente diferen-

ciable a trozos. Esto es, si v : [a,b] — C es un camino, entonces existen puntos s;,
/ . .

cona =8y < s <--+< 8, =0 tales que v es continua en (sj,sj+1) es existen

11’th51,+ v (t)y h,mtﬂsjll v (1) .

Obs: Como sucede para curvas, un camino es una funcién; sin embargo, por
abuso de lenguaje a veces se dice que el camino es su recorrido. Esto es, se llama
camino al conjunto y([a, b]).

DEFINICION 14. Dada v : [a,b] — C un camino. Decimos que otro camino ~; :
[a,b] = C es equivalente con ~ si su imagen coincide con la de 7 (esto es vy([a, b]) =
~v1([a1,b1]) y existe una funcién continuamente diferenciable ¢ : [a1,b1] — [a, b] tal
que ¢ # 0, p(ar) = a,o(b)) =by 11 =70

DEFINICION 15. Sea f una funcién definida en ~y([a, b]) y con valores complejos.
Supongamos que f es continua. Se define la integral de f sobre el camino 7 a:

b b b
/ f(z)dz = / SO0 ($)dt = / Relf (v(t)y'(6)}dt + i / Im[f (v(t) (1)) dt.

= Observe que la funcién ¢ — f(v(¢))7y'(t) es una funcién definida en [a, b] con
un numero finito de puntos de discontinuidad. Eso implica que la integral
existe.

= Con respecto al abuso de lenguaje mencionado anteriormente. Vea que si
71 : [a1,b1] = C es otro camino tal que su imagen coincide con la de ~;

v(la, b)) = 7 ([ax, b1]),
y existe una funcién continuamente diferenciable ¢ : [a1,b1] — [a, b] tal que

{ ¢ #0;
p(ar) = a, p(b1) =b



5. INTEGRACION 29

entonces las integrales coinciden:

Ly FR)dz = [ Fon ()i ()t
= ;11 F(r(e@))Vi(p(®)e(t) dt (haciendo el cambio s = ¢(t))

b
= [, f(x(s))y'(s)ds = [ f(2)dz
Esto dltimo prueba que si v y 1 son caminos equivalentes entonces f7 f(z)dz =

[, F(z)dz
Propiedades.

[ (@f(2) + Bg(2))dz = a [, f(=)dz= + B [, g(2)dz, Vo, B € C.
Si 1y 72 son curvas tales que 1 (bl) = 7v2(a2) y notamos por v2.7; la conca-
tenacién de ambas curvas entonces [ f(2)dz = [ f(2)dz+ [ f(z)dz

J_, f(z)dz = — [ f(z)dz, donde (—7(t) = y(a +b—1)).

L @] < L1 Gw) @) lat.

. ‘fvf dz‘ < M.Long(~), donde M = maz{|f(~v(t))], cona < ¢t < b} y
Long(~y f Iy ()|dt.

Las propledades 1-3, quedan como ejercicio. Vamos a probar las propiedades 4
y 5.

[Na

= e

ot

Demostracion de la propiedad 4.
Sea I = [ f(z)dz, entonces I = |T]e. Luego

b
H=te0 = [ )= [ sz = [ o) 0

Entonces

/

b b
11| = / Rele “ f(v(t))y (t)|dt + i / Imle™" f(y(t))y (t)]dt.

Como |I] es un nimero real, se tiene que

b
1= [ Rele (07 (1)
a
Como para cualquier z € C se cumple que Re(z) < |z]| se tiene que

—i0
=) =

b b
1= [ Rele s ()t < / e eR Ol 2

/ FO0) (B)dt.

Demostracién de la propiedad 5.

Prop 5 M = mazieia, ) {1f(v(1)]} b ’
[r@e] "ET [ oo o < JRIOE
0% a
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b
M/ Iy (t)|dt = M.Long(y). O

EJeEmMPLO 6. Calcular la integral de f(z) = % sobre el camino cuya imagen es
el borde del disco unitario.

Como vimos, no importa cual sea el camino que elejimos para parametrizar el
borde del disco unitario. Elijamos 7 : [0, 27] — C dada por

y(t) = e = (cost +isint).
Luego:
27

L f(z)dz =[5 f((8) (t)dt
= 27 Liettdt = 2mi.
En general, para parametrizar el borde del disco de centro a y radio r usaremos la
curva v : [0,27) — C dado por

y(t) = a +re™.

TEOREMA 9 (Teorema del indice). Sean v un camino cerrado (v(a) = (b)),
Q=C\~(a,b]) y la funcién Ind, : Q@ — C tal que
1 d¢
Ind, (z) = — :
ndy(2) QWisz
Entonces:

i) La funcion Ind,, solo toma valores enteros.

i) La funcion Ind., es continua. Por lo tanto, por el item i), se tiene que es constante
en cada componente conexa de €.

iii) Si 1 es la componente conexa de Q que no estd acotada entonces Indy|o, = 0.

DEMOSTRACION. Prueba de i). La demostracion se basa en la siguiente afir-
macion:

, LW W
Un nimero complejo o oS un entero si y sélo si e” = 1.
i

d b /
& )
¥ € -z a ,7(5) -z
Por lo tanto, lo que queremos mostrar es:
t
definiendo h(t) = exp (/
a

Derivando h se tiene
h(t "(t
" 0 _ 7

Por definicion

G 4 que A(b) —
'y(s)zd)’q h(b) = 1.




5. INTEGRACION 31

excepto, posiblemente en los puntos donde v no es diferenciable.
Observe que

( (1) )'h’(t)@(t)@h(tmw m
7(0) — 2 (1) — =) ’

excepto en finitos puntos, luego ( h(t) es constante.

t
y(t)—=

(7(;;)@) ) N v(a)l — 2’

h(t) = %

Como 7 es un camino cerrado, se tiene y(a) = v(b), o sea h(b) = 1.

Como h(a) =1 se cumple

por lo tanto

~
83

I\

Prueba de ii). Consideremos zg € Q. Como K = {(t) : ¢ € [a,b]} es compac-
to, existen 6 > 0 tal que |y(t) — zo| > ¢ para todo ¢ € [a,b]. Sea z suficientemente
cercano a zg de modo que |y(t) — z| > 0/2 para todo ¢ € [a,b]. Por lo tanto

2 1 2 1
(14) PR B s
Entonces
N R0 7 (@) R e
tud 2) ~ Tud, (o)l = |5 [ (wt)z‘v(t)zo)dt“ i ), GO 0m =
(z—2) [° N0 2=zl [ 0 @
omi /a<v<t>—z><v<t>—zO>dt = Ton / COEBROED I

|z — 20| [P, 4 |z — zo| 4
o ) |y (t)|-5—2dt= o 5—2'L0n9(7)'

De donde se deduce que |Ind,(z) — Ind,(20)] — 0 cuando z — z.

Prueba de iii). Sea K = {v(t) : t € [a,b]}. Como K es compacto, por lo
tanto es cerrado y acotado. Entonces, como {2; es no acotado, dado £ > 0 existe
z1 € Q1 tal que

L
|v(t) — 21| > %(V) para todo ¢t € [a, b]
luego
1 b / t 1 b ! t 1 b
IInd., (21)] = —,/ O gl < —/ L, < —/ Y ()| ———dt = — < e.
210 Jo y(t) — 21 21 J, |v(t) — 2] 27 J, Long(y) 2
Lo que prueba iii). O

EJEMPLO 7. Sea 7 el circulo unidad orientado positivamente, entonces veremos
que:

1 osifz| <1,
Ind, (z) = { 0 silz|>1.
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Como Ind,(z) es una funcién continua que sélo toma valores enteros, se de-
duce que es constante en cada componente conexa del complemento de ~. Luego
Ind,(z) = Ind,(0) = 1 como fue calculado en el ejemplo [, y para todo z tal que
|z] < 1. Para |z| > 1 se cumple que Ind,(z) vale cero.

6. Teorema local de Cauchy

TEOREMA 10. Si f € H(Q) y supongamos que existe F' € H(Q) tal que F' = f
(esto es [ tiene primitiva) entonces

/f(z)dz = 0 para todo camino cerrado ~v C €.
.

DEMOSTRACION. Suponga 7 definida en [a, b], tenemos v(a) = v(b). Entonces

/ﬂaw=/zwwmvwazﬂwmm=FW@wﬁww»=a

COROLARIO 11. Se cumple

/z"dZZO, n>-—1
-

para todo camino cerrado ~y. Vale lo mismo para n < —1 si 0 no estd en 7.

DEMOSTRACION. Para n # —1, 2" es la derivada de ZW Ty aplicamos el
teorema anterior.

O

Recuerde que paran = —1,si~ : [0,27] — C con v(t) = €', entonces la integral

/ % _ omilnd, (0) = 2mi # 0.
~ z

Por lo tanto Log(z) NO es una primitiva de la funcién 1 en el circulo unidad (ni
siquiera es continua en el circulo unidad).

OBSERVACION 2. Las siguientes observaciones seran de mucha ayuda para la
demostracién del siguiente teorema (Teorema [I2]).

1. Sea f € H(), zop € 2y v C Q un camino cerrado. Como las funciones
f(20) ¥ f'(20)(z — z0) tienen primitivas, entonces (por el Teorema [I0)

[ sz = [ 156) = 1) = 7 co)te ol
2. Como f es derivalble en z = zj, si llamamos

(15) R = | L ),

zZ — 20
se tiene que lim,_,,, R(z) = 0. Por lo tanto, dado & > 0 existe r > 0 tal
que |R(z)| < e para todo z € D(zp,r). Usando esto tltimo y despejando
de ([IA) se cumple que

|f(2) — f(20) — f'(20)(z — 20)| < €|z — 20| para todo z € D(z,7).
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TEOREMA 12 (Teorema de Cauchy para un tridngulo). Sean A un tridngulo
cerrado contenido en un abierto Q, p € Q, f continua en Q y f € H(Q\ {p}). Si
O0A denota el borde del triangulo y a un camino cuya imagen es OA entonces

f(z)dz = 0.
OA
p 13 ¢
x Y
Ty
a b @ b
(b) (c)
C
p
a b
(d)
FiGUra 1.

DEMOSTRACION. Dividiremos la prueba en cuatro casos segiin la posicién del
punto p.
Primer Caso: p ¢ A.
Sean a, b, ¢ los vértices de A y a’, b’ y ¢’ los puntos medios de los segmentos que
no se cortan en los vértices a, b, ¢ respectivamente. Ver figura.

Consideremos los cuatro triangulos Ay, As, As y Ay, parametrizandolos en el

sentido ac't’, a’cd'b, cb'a’ y a’b'c .
Se tiene que

J= /6 RECE g /6  fe,

donde el ntimero J es lo que nos interesa. Es claro,que por lo menos uno de los
cuatro sumandos de la derecha debe tener médulo mayor o igual a |.J|/4.
Llamemos A' al tridngulo donde tengamos esa relacién. Repetimos con A el proce-
so hecho en A, dividirlo en cuatro, elegir uno de los subtriangulos donde la integral
sea mayor o igual a el médulo de la integral sobre cuatro. Si continuamos ese pro-
ceso, tenderemos una sucesién A™ de tridngulos tales que la longitud de su borde
OA™ es 27" L, donde L es el perimetro de A, y tales que

|J] < 4™ f(z)dz

BA'IL
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Sea zp el tnico punto que estd en la interseccién de todos los A™. Como A es
cerrado, zg € A y luego f es holomorfa en zy. Por la observacién [ item 2), implica
que, dado € > 0 existe r > 0 tal que

(16) |f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 20|

para todo z tal que |z — zg| < 7. Tambén se tiene que existe n tal que A™ C D(zp, )
y por la observacién 2 item 1), se cumple:

(2)dz = / F(2) = F(z0) — F(z0)(= — 20)] d,
OA™ OA™

por lo que junto con la desigualdad (I6]) implica que:

/ elz — zo|dz
BA’IL

Como la longitud de OA™ es 27 L y como ademads tenemos que

f(z)dz

8A7L

<

|z — 20| < 27"L para z € OA™.

Por lo tanto
[J| <4 | [onn f(2)d2]

<4ng(27"L)* = el

Como esa desigualdad se cumple para todo € > 0, debemos tener J =0, si p € A.

Segundo Caso: p € A y es uno de los vértices.
Consideremos z, y € A préximos a p.

Entonces consideremos los tridgngulos Ty, T» y T3 cuyos vértices son {a,b,y},
{y,z,a} y {p,x,y} respectivamente. Las orientaciones respectivas son: a‘by>, yrh y
px{. Entonces:

(z)dz = (z)dz + (z)dz + f(z)dz.
GIN T Ty aTs
Las dos primeras son cero, puesto que p no pertenece a esos trigngulos (caso ante-
rior). La tercera puede hacerse muy pequena, puesto que como f es continua estd
acotada y el perimetro del triangulo T3 tiende a cero cuando z,y se aproximan a p.
Por lo tanto
(2)dz = 0.
oA
Tercer Caso: p pertenece al interior de A.

Consideramos los triénguloimirar figura[ll (¢)), de los cuales damos los vérti-

ces y su orientacion; cﬁ, c@ y cbp. La suma de las integrales en los bordes de estos
tridngulos da la integral en A y cada una es 0 porque p es vértice de ellos (caso
2).

Cuarto Caso: p € A pero no es un vértice.
Queda como ejercicio.
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COROLARIO 13. Sean R un rectdngulo cerrado contenido en un abierto €,
p €Q, f continua en Q y f € HQ\ {p}). Si OR denota el borde del rectingulo y
a un camino cuya imagen es OR entonces

f(z)dz = 0.
OR
DEMOSTRACION. Orientemos el OR de la forma abed. Consideremos la triangu-
los Ay y Ay como en la figura [2] Orientamos el triangulo A; de la forma abc y

el triangulos As de la forma cda. Aplicando el resultado anterior tenemos que
Jon, fw)dw = [, f(w)dw = 0. Por otro lado tenemos que [, f(w)dw +

faA2 fw)dw = [, f(w)dw.

O

Ay

Ay

(a)

FiGura 2.

Dados dos puntos z1, z2 € C definimos el segmento [z1, z2] como
[21,22] = {tza + (1 — )21 : t€[0,1]}.
Una forma de parametrizar el segmento [z1, 23] es definir v : [0,1] — C siendo
v(t) =tza + (1 —1)21.
Decimos que €2 C C es convexo si para todo par de puntos z1, z2 € € se cumple que
[21, z2] C Q.

TEOREMA 14 (Teorema de Cauchy en un convexo). Sea Q un abierto convezo,
p €8, f continua en Q y f € HQ\ {p}). Entonces F' = f para alguna F € H(Q)
(f tiene primitiva). Del Teorema[Ill, tenemos que:

/f(z)dz =0 para todo v en .
2!

DEMOSTRACION. Fijemos a € Q. Dado z € £, como (Q es convexo, el segmento
[a, z] estd contenido en 2. Por lo tanto definimos

F(z) = f(&)de.

la,2]
Mostraremos que F' € H() y que F' = f. Sea zg € . Consideramos tridngulo
A cuyos vértices son a, z y zp y con la orientacién azzj. Al ser €2 convexo, el
tridngulo estd contenido en €2, por lo tanto podemos aplicar el Teorema para
obtener:
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o= [ reode= [ reodr [ sear [ ped.
oA la,z] [z,20] [z0,a]
F(z) —F(20)
Por lo tanto tenemos que
(17) F(:) - Flao) = [ @)
[ZUfZ]

Por otro lado, parametrizando el segmento [z, z] con el camino v[0,1] — C con
v(t) =tz + (1 —t)zp, es facil ver que

f[zU,z] f(ZO)dg

(18) f(z0) = z— 2
Asi, si z # zg, se tiene:
F(z) — F(z0) @ 1 @ 1
S e B [ s B 2 [ o-seoe

Como f es continua, dado £ > 0, existe d > 0 tal que |f(£) — f(z0)] < € para todo
¢ tal que |€ — 29| < §. Por lo tanto se deduce que:

/[ (7€)~ £l

De donde se deduce que

1
zZ— 20

<L RO - fa)de < —

< e.Long(|zo, 2]) = €.
|Z - ZO| [20,2] ([ ]

|z — 20|

F(z)-F
‘M — f(zo)‘ <esi|z— 2| <9,
zZ— 20
y por lo tanto F'(zg) = f(z0). Aplicando el Teorema [I0] tenemos que f7 f(z)dz=0
para todo 7y en €. O

TEOREMA 15 (Férmula de Cauchy en un convexo). Sea vy un camino cerrado
en un convezo abierto Q y f € H(Q). Siz € Q\ v entonces

tud, (7(2) = o | 2

DEMOSTRACION. Fijamos z € Q\ 7 para definir
FO-f(=)
1O)=1(z) 2,
0© =1 o0 7
f'(z) §=z
Como ¢ es continua en 2 y holomorfa en ©\ {z} se verifica la hipétesis del teorema
anterior. Por lo tanto se tiene que

1
31 | o€ =0

Luego
_ 1 L[ f) - f(2) L[ f©) L [ fR) .
0_%/79(15)%_2“/7 €—z dg_QWiAfzdg_%szdg -
1 f(&) 1 1 _ 1 f(&)
%/75de—f(z)%Lfde—%Lg—zdf—f(Z)Indv(Z)-
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De esto tltimo deducimos la férmula de Cauchy. O

Ejemplo.
Sea v : [0,27] — C tal que y(t) = e*. Calcular

/v se%) '

w

/ dw :/ sen(w) dw.
- sen(w) Y W

Definimos la funcién f: D(0,r7) - C con 1 < r < 7 y tal que
e={]

st z=0.
Es claro que para z # 0 se cumple que f es derivable. Para z = 0, tenemos que

_ —= < -1 _
lim f(z) = 1(0) = lim sen(z) = lim zZ sentz) sen(2) =0.
20 z2—0 2—0 z z—=0  zsen(z)

Primero observemos que

Por lo tanto se tiene que f € H(D(0,r)). Por la Férmula de Cauchy se tiene

que
1 f(’LU) 1 se:zw) 1 / dw

1 f = — _— = — —_— = — .

10 =7 L w—0  2mi L w "= 25 | Sentw)

Por lo tanto f,y Sei?w) = 2mi.
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7. Representacion en series de potencias.

TEOREMA 16. Toda f € H(Q2), donde Q es un abierto cualquiera del plano, es
representable en series de potencias.

DEMOSTRACION. Sea f € H(Q) y a € Q. Existe r > 0 tal que D(a,r) C Q,
puesto que 2 es abierto. Consideramos roeon0<r <r.

Como D(a,r) es un convexo, tenemos, que si 7y es el borde de D(a, rl) entonces
para cualquier z € D(a, 7"/), por el Teorema [[H] se cumple que

1) =5 [ Hae

Recordamos que si [g| < 1 entonces > o7 /¢" = 1.

Observe que, cuando z € D(a,r/) y & € 0D(a,r ) se cumple que |z—al| < [£—al,

tomando ¢ = z:g se tiene que

i(é_iflfz-a)i_i

n=0

Por lo tanto

f&) — f© i (Z—a)
E—2z €E—a — E—a
Como z:g < 1 para z € D(a,rl)7 la serie en cuestién es uniformemente conver-

genteﬂ y por lo tanto:
R RS R AN | f(©) n
f(z)_%fyfa;(fa) dﬁ—rg%LWdf(Z—a)-

que es vélido para |z —a| < 7. O

Observaciones importantes:

1. La representacién f(z) = Y7 5= , %dﬂz — a)™ vale para todo

|z — a| < r siempre que D(a,r) C Q2 y que v sea el borde de D(a,r).

2. Como corolario de este teorema se obtiene: Si f € H(Q2) entonces f' €
H(Q). Ya que si f € H(Q2) entonces [ es representable en serie de poten-
cias y por el Teorema [0 f/ es también una serie de potencias y por tanto
holomorfa.

3. Cuando probamos que toda serie de potencias es holomorfa, vimos que los
coeficientes de la serie {a,} son

f"(a)

n!

Ay =

IMirar resultado en el apendice sobre intercambiar limite e integral.



7. REPRESENTACION EN SERIES DE POTENCIAS. 39

De lo que acabamos de mostrar, deducimos que:

n n! (&)
f™(a) = %Lmdgﬁ.

A continuacién probaremos algunos resultados que son consecuencias de los
teoremas anteriores.
/ .
Regla de L Hopital.

PROPOSICION 9. Sean f,g € H(Q) no nulas y a € Q con lim,_,, f(2) =
lim, 4 g(2) = 0. Entonces

lim 1) _ lim fl(z)

z=a g(z) z2—a g'(2)
DEMOSTRACION. Como f € H(Q), por el Teorema [I se tiene que f(z) =

j;z% an(z —a)™. Como f no es la funcién nula, tiene que existir ng € N tal que
an, # 0.
consideremos
m = min{n > 0/ a, # 0}
escribimos

1) = an(z = )" + ampa(z = @)™ an(z =) =

(Z*a)m(am+am+1(2*a)'~~an(z—a)”*m...):

=(z—a)" Z an(z—a)"""=(z—a)" Z p—m(z —a)™.
n=m n=0

Si definimos f1(z) = Ziozo ap—m(z —a)™, se cumple que la misma es holomorfa en
D(a,r) Yy fl(a’) = am 7é 0.

Podemos hacer el mismo razonamiento para g y obtenemos que g(z) = (z —a)%g1(2)
con ¢ € Ny gi(a) # 0. Por lo tanto

m 0 st m > q,
- fE) o E-a"(() ) pw
lim = lim ( Yigi(z) @ St oMm=gq
zZ—ra zZ—a — 1
giz Ay 00 st m<gq.

Por otro lado f'(2) = (z—a)™ 'mfi(2) +(z—a) f1(2)] y ¢ () = (2= )" *aga (=) +
(z — a)g,(2)]. Por lo tanto

/ / O ) Y
i L) G0 mA@ + G- afe] [ G L
G T G () T o ag )] | 2@ T

O

TEOREMA 17. Teorema de Morera.
Sea f continua en un abierto Q tal que [, f(z)dz = 0 para todo tridngulo A C Q.
Entonces f € H(Q).
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DEMOSTRACION. Sea V un convexo contenido en {2, luego si definimos F'(z) =
f[a . f(&)d€ donde a es fijoen V y z € V, entonces F € H(Q) y F/ = f. Por la

observacién 2 se tiene que f € H(Q). O

8. Ceros de funciones holomorfas

Sigamos explotando las consecuencias de la representacion en serie de potencias
de una funcién holomorfa.

TEOREMA 18. Sean Q una abierto conexo, f € H(Q) y Z(f) el conjunto de
ceros de f en €1, esto es

Z(f) ={a €/ f(a) =0}
Entonces son equivalentes:

1. f(z) =0 para todo z € Q2.
2. Z(f) tiene un punto de acumulacion en §Q.
3. Ewiste a € Q tal que f™(a) =0 VYn > 0.

DEMOSTRACION. Es claro que 1 implica 2 y 3.
3 implica 2 ya que si D(a,7) C Qy f(z) = Y02 an(z — a)™ es la representa-
()
cién de f(z) en D(a,r), como a, = fn—,(a) = 0, tenemos que f(z) = 0 para todo
z € D(a, 7).

Ahora falta probar que 2 implica 1. Suponga que a € €2 es un punto de acumu-
lacién de Z(f) y se a D(a,r) un disco contenido en Q. Para z € D(a,r) vale

f(z) =Y an(z—a)".
n=0

Prabaremos primero que a,, = 0 para todo n. Si asi no fuese , consideremos

m =min{n >0/ a, # 0}

escribimos
f(z)=(z—a)" Z an(z—a)" " =(z—a)" Z Apym(z —a)".
n=m n=0

Si definimos g(z) = Yo"y antm(z — a)™, se cumple que la misma es holomorfa en
D(a,r) y g(a) = an, # 0. Luego existe un entorno de a donde g no se anula. Como
(z —a)™ solo se anula en a, concluimos que f(z) # 0 para todo z en un entorno
reducido del punto a.

Esto contradice la hipétesis de que a es punto de acumulacién de Z(f). La contra-
diccién provino de suponer que algun a,, # 0. Luego a,, = 0 para todo n y entonces
f(z) =0en D(a,r).

Hemos probado que si a es de acumulacién de Z(f) y D(a,r) C Q entonces f(z) =0
en D(a,r). Falta probar que f(z) = 0 para todo z € Q. Sea a; € Q un punto cual-
quiera. Como ) es abierto y conexo existe una curva -y contenida en 2 que une a
con aj. Estoes y:[0,1] = Q con y(0) =ay (1) = ai. Sea

to = Sup{t € [0,1] : f(v(t)) =0y ~v(t) estd acumulado por ceros de f}.
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Vamos a probar que tg = 1 y con esto probamos que f(a;) = 0. Supongamos que
to # 1. Es claro que ¥(tg)) es un cero de f no aislado. Por lo probado anteriormen-
te hay un entorno de (¢p)) donde f se anula. Esto contradice la definicién de to. O

OBSERVACION 3.

1. Como consecuencia de la demostraciéon anterior (2 implica 1), tenemos que
si f e HQ), a € Qy [ es distinta de la funcién nula, entonces existe
m €N, r >0, con D(a,r) CQyhe H(D(a,r)) tales que:

f(2) = (z —a)"h(z) donde h(z) # 0 para todo z € D(a,r).

2. Una funcién holomorfa puede tener infinitos ceros como lo muestra el si-

guiente ejemplo: Sea f: C — C tal que f(z) = e* — 1. Paracadan € Z se

tiene que f(2min) = 0. Lo que dice el resultado anterior es que los ceros de
f no pueden acumular en §2.

COROLARIO 19. Sean f,g € H(Q)) , Q conexo.

1. Si f(z) = g(z) en un conjunto de puntos que tiene un punto de acumulacion
en Q, entonces f(z) = g(z) para todo punto de Q.
2. Si f(2)g(2) = 0 para todo z entonces f =0 o g =0.

La demostracién queda como ejercicio.

9. Singularidades.

Antes de definir lo que es una singularidad. Vamos a demostrar un par de re-
sultados que seran de mucha utlidad.

La funcién f : R — R tal que f(z) = |z| tiene la propiedad de ser continua en
R y ser derivable en todos los puntos excepto en x = 0.
El siguiente resultado muestra que esto no es posible en C.

PROPOSICION 10. Sea f : Q — C con f continua en Q y f € H(Q\ {a}) con
a € Q. Entonces f € H(Q).

DEMOSTRACION. Consideramos la funcién g : Q@ — C tal que
[ -af(x) si zta
g(z){o st z=a.

Claramente g es holomorfa en 2\ {a} por ser producto de funciones holomorfas.
Vamos a probar que g es holomorfa en z = a.

g (a) = lim 9(2) — 9(a) = lim (= a)/(z) = lim f(z) = f(a) (por ser f continua).

z—a zZ—a z—a zZ—a z—a

Como g € H(2) entonces es representable en serie de potencias y por lo tanto

g(z)=apt+ai(z—a)+...+a,(z—a)"+...=

= 0 tenemmos que

g2)=a1(z—a)+...+a(z—a)"+ - =(z—a)(ay +... Fa(z—a)" P +--) =
(z — a)h(z) donde h es la funcién h(z) = a; + ...+ an(z —a)" " +---

Como ag = g(a

)
)
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Por ser h una serie de potencias se tiene que h € H(D(a,r)) para algin r > 0.
Vamos a probar que h(z) = f(z) para todo z € D(a,r).
Si z = a se tiene que h(a) = g (a) = f(a).
Si z # a como g(z) = (2 —a)f(z) y g(2) = (z — a)h(z) entonces (z — a)f(z) =
(z — a)h(z). Simplificando (porque z # a) se tiene que f(z) = h(z).

U

Dados dos conjuntos abierto €1, con Q7 C Qo C Cy f € H(€;). Decimos
que F': Qo — C es una extension holomorfa de f, si F' € H(Q2) y Flo, = f.

PROPOSICION 11. Sean r >0, f: D(a,r) = C con f acotada en D(a,r)\ {a}
y f € H(D(a,r) \ {a}). Entonces existe F' € H(D(a,r)) tal que F(z) = f(z) para
todo z € D(a,r) \ {a}. Esto es, F' es una extension holomorfa de f.

DEMOSTRACION. Primero observe que no necesariamente existe lim, ., f(z),
por lo que no podemos aplicar la proposicién anterior (proposicién [I0).
Consideramos la funcion

g(z):{ (z—a)f(z) si z+#a,

0 st zZ=a.

Al ser [ acotada se tiene que g es continua en D(a,r). Claramente g es holo-
morfa en D(a,r) \ {a} por ser producto de funciones holomorfas. Vamos a probar
que g es holomorfa en z = a.

_ 2
g (a) = lim 9(2) ~ 9(a) = lim (z=a)"f(2) = lim (z—a)f(z) = 0 (por ser f acotada).

z—a zZ—a z—a zZ—a z—a

Como g(a) = g'(a) = 0 entonces (razonando como en la proposicién anterior)
g(z) = (2 — a)?F(z) con F € H(D(a,r)).
Sea z # a Por un lado g(z) = (2 — a)?f(z) y por otro lado g(z) = (z — a)*F(z)
entonces (z — a)?f(z) = (z — a)?F(z). Como z # a se tiene que f(2) = F(z). O

DEFINICION 16. Un punto @ € € es una singularidad aislada de f, si
f e HQ\ {a}). La singularidad se llama evitable si f puede extenderse a una
funcién holomorfa en todo 2.

Por la proposicién [l si f : D(a,r) — C es f acotada en D(a,r) \ {a} v
f € H(D(a,r)\ {a}), entonces f tiene una singularidad evitable.

TEOREMA 20. Sea f € H(2\ {a}) entonces exactamente una de las tres con-
diciones siguientes se debe verificar:
1) [ tiene una singularidad evitable en a.
1) Ezisten nimeros ci, ..., Cm con ¢y # 0 tales que

tiene una singularidad evitable en a.
iii) Si D(a,r) C Q entonces f(D (a,r)) es denso en C.

En el caso ii) se dice que f tiene un polo de orden m en a. En este caso,
f(2) = oo cuando z — a.
En el caso iii) diremos que f tiene una singularidad esencial en el punto a. En
este caso No existe lim,_,, f(2) y f NO estd acotada.
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DEMOSTRACION. Suponga que no vale i), entonces existe w € C, 7 > 0y
6 > 0 tales que
|f(z) —w| >¢ paratodo z€ D (a,r)
Consideramos la funcién g tal que
1
o) = s
fz) —w
Entonces g es holomorfa en Dl(a, r) y estd acotada en D'(a, ), puesto que
1
2) < =<
l9()l < 5

Luego se tiene que podemos extender g a una funcién holomorfa en D(a,r), esto
es, podemos definir g(a) de manera que g € H(D(a,r)).
Si g(a) # 0, como f(z) =1/g(z) + w, tendriamos que

lim f(z) = L—|—w

z=a g(a)

, de donde se deduce que f estda acotada en Dl(a,r). Luego, la singularidad es
evitable y encontramos el caso i).
si g(a) = 0, entonces es posible escribir para todo z € D(a,r):
+oo
g(z) = Z am(z —a)™ donde m >1
n=m

Por lo tanto,
—+o0
9(z) = (z —a)" Z Umtn (2 —a)"
n=0
y si definimos
+oo
91(2) = Z Amtn(z —a)"
n=0

entonces g1 € H(D(a,r)) y g1(a) = am # 0. Luego h(z) = 1/(g1(2)) es holomorfa
en un disco D(a, p) C D(a,r"). Se deduce que

+oo
h(z) = Z bp(z —a)" con by #0 puesto que h(a) #0
n=0
finalmente:

+oo
f&)=E—-a)™™h(z)+w=(2—a)™™ Z bp(z —a)" +w =

+oo
bo(z—a) ™ +bi(z—a) "Vt by (z—a) T w+ D bgk(z — a)F
k=0
Por lo tanto
b
f(z) - ; ﬁ tiene una singularidad evitable en a
Es claro que si se cumple 3. No se cumple ni 1. ni 2. O

A partir de este iltimo resultado tenemos el siguiente corolario:
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COROLARIO 21. Sea f € H(Q2\ {a}) entonces

1. f tiene una sigularidad evitable en a si y solo si existe y es un numero
complejo el lim, ., f(2).

2. f tiene polo en a si y solo silim,_,, f(z) = co.

3. f tiene una sigularidad esencial en a siy solo si No existe lim,_,, f(z).

DEMOSTRACION. Vamos a probar 1. (=) Si f tiene una sigularidad evitable
en a, entonces existe ' € H(Q) tal que F(z) = f(z) para todo z € Q. Luego
lim, . f(z) =lm,.,, F(2) = F(a).

(<) Basta aplicar la proposicién [l
Prueba del item 2. (=) Si f tiene un polo en a, entonces existen nimeros ¢y, ..., ¢,
con ¢, # 0 tales que

(<) Si f tiene una sigularidad evitable entonces lim,_,, f(z) es finito y si f
tiene una sigularidad esencial no existe lim._,, f(z). Por lo tanto f tiene polo en a.
Prueba del item 3. (=) Si f tiene una singularidad esencial en a, entonces
f(D'(a,r)) es denso en C para todo 7 > 0 con D(a,r) C €. Luego No existe
lim, 4 f(2).

(<) Si f tiene una sigularidad evitable entonces lim._,, f(z) es finito y si f tiene

un polo lim,_,, f(z) = co. Por lo tanto f tiene una sigularidad esencial en a. O
Ejemplos.
Consideramos las funciones f, g y h definidas en 2 = C\ {0} tal que
f-1 1
i) f(z) =< i) g(z) = = i) h(z) = e*
z z

Aplicando L’Hopital se cumple que lim,_.q Lz_l = lim,_,ge® = 1. Por lo tanto
f tiene una singularidad evitable en z = 0.
Claramente lim,_, % = oo. Por lo tanto f tiene un polo en z = 0.
Tomando z = x + iy se tiene que
1 1
lime= = lim e*Fw

z—=0 (z,)—(0,0)

Si consideramos y = 0 nos queda lim,_,q er. Si hacemos tender z — 0% nos queda
limy, o+ er = +0o. Y si hacemos tender x — 0~ nos queda lim,_,o- er = 0. Por
lo tanto no existe el lim,_,ge* lo que implica que es una singularidad esencial.

Por tltimo, como consecuencia del Teorema 20 tenemos el siguiente resultado
que sera de mucha ayuda.
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PROPOSICION 12. Sea a € Q, f € H(Q\ {a}). Si f tiene un polo de orden m

en z = a, entonces existe, r > 0, con D(a,r) CQ y h € H(D(a,r)) tales que:
h
f(z)= % donde h(z) # 0 para todo z € D(a,r).
z—a)™

DEMOSTRACION. Como f tiene un polo de orden m en z = a, entonces la
funcién g(z) = f(z) = Y1, w4 tiene singularidad evitable en a. Entonces g se
extiende a una funcién holomorfa. Llamaremos G a la extension holomorfa de g.
Luego

1 Cm, G2)z—a)"+c(z—a)™ 4+ +emo1(z—a)+conm
z—a (z —a)m (z —a)m

Sea h(z) = G(2)(z —a)™ + c1(z —a)™ ' + -+ + cm_1(2 — @) + ¢m, como
h(a) = ¢ # 0, tenemos probada la proposicién.

O
De lo anterior deducimos que
0 st n>m,
. ) h(z) :
Zhgrtll(zfa)”f(z):zllgz(zfa)"m: hia) 20 si n=m
%) st n < m.

Por lo tanto, para hallar el orden de un polo, basta con encontrar un ntimero
natural m tal que

lim (z — a)™ f(#) sea distinto de cero y de infinito.
zZ—a

Ejemplo.
Considere f: C\ {0} — C tal que

f(z) =

Claramente lfm,_,o f(z) = co. Entonces f tiene un polo en z = 0. Como

11'rnz5<e 61>h'me 1o

z—0 VA

e*—1

26

Entonces f tiene un polo de orden 5 en z = 0






Capitulo 4

Propiedades Globales de Funciones Holomorfas

1. Funciones enteras.
DEFINICION 17. Si f € H(C') entonces f se llama entera.

TEOREMA 22. Estimativas de Cauchy. Sea f € H(Q) y D(a,r) C Q. Si
|f(2)] < M para todo z € D(a,r) entonces, para cualquier p < r y todon € N se

cumple que
Mn!
|f"(a)| < o

DEMOSTRACION. Por la férmula de Cauchy para las derivadas, se tiene que
cualquier p < r, si 7 es el borde de D(a, p) orientado positivamente, se tiene que:

" n! f(z
fr(a) = %/v (Z(a))nJrle

se concluye

n! z
) = /%d
como |f(z)] < M
entonces e ;f(az))nﬂ S St para |z —a|=p
Concluimos que
| ! !
@)l < / PR (j))mdz} < samp i =20

TEOREMA 23. Liouville. Si f es entera y acotada, entonces es constante.
DEMOSTRACION. Si f es acotada, existe M > 0 tal que
lf)| <M VvzeC.

El teorema anterior lo aplicamos para n = 1, a € C'y p puede ser cualquiera, ya
que f € H(C). Entonces:

/ M
@< voso
Luego, tomando limite cuando p — oo, tenemos que |f/ (a)] = 0. Como vale

Va € C', implica que f/ = 0. Luego f es cte.
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DEFINICION 18. Sea f € H(Q) y a € Q. Decimos que |f]| tiene un mdximo
local estricto en a si existe D(a,r) C Q tal que

(@) > |f(2)| Vz€ D(a,r)\ {a} = D (a,r).

TEOREMA 24. Teorema del médulo méaximo. Sea f € H(). Entonces |f]
no tiene mazimo local estricto en puntos a € 2.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, esto es, existe un punto a €  tal
que |f(a)| > |f(2)| para todo z € D(a,r) para algin r > 0. En particular, si p < 7,
|f(a)| > |f(a+ pe'?)|, VO € [0,27]. Sin embargo por la férmula de Cauchy:

f@) = g [ L%

21 L Z—a

Donde v es 0D(a, p) orientado positivamente.
Se deduce que

L[ fla+pe®) . [ 0 1
=|— —~jpe’df| < — NNdo < — 21 =
@)l =g [ LEE L inetan) < o [ a0 < - f@l2r = (@)
lo que implica una contradiccion. ]

TEOREMA 25. Teorema fundamental del algebra. Sea P un polinomio de
grado m > 0. Entonces P tiene m raices, contando sus multiplicidades.

OBSERVACION 4. Esto quiere decir que P(z) = 22(z — 1) tiene 3 raices: 1 una
vez y 0 dos veces.

DEMOSTRACION. Si P no se anula en C, entonces f(z) = 1/P(z) es holomorfa
en C. Esto es P es entera. Pero es también acotada, ya que lim,_,» f(z) = 0. Se
deduce por el Teorema de Liouville (Teorema 23] que f es constante. Por lo tanto
P es constante, pero esto no puede se ya que el grado del polinomio es m > 0. Se
deduce que P se anula en algin punto z; € C. Pero entonces P(z) = (2 — 21)Q(2)
donde @ es un polinomio de grado m — 1, y se repite el argumento. ]

Ejemplo.
Sea D={z€C: |z| <1}, f € H(D) tal que |f(z)] < 1— |z| para todo z € D.
Probar que f = 0.

Supongamos que f no es la funciéon nula en D. Entonces existe zo € D tal que
f(z0) # 0. Sea € > 0 tal que cumple las siguientes propiedades:

s 0<e<|f(20)]-
m 20D .={z€C: |z|<1—¢}.
Como |f| es continua y Di_. es un conjunto compacto entonces |f| tiene maximo

en Dq_.. Por otro lado tenemos que si z € 9D;_.(= el borde de Dy_.) se cumple
que

[f) <1—|z]=1-(1—-¢)=e <|f(20)]

Por lo tanto el maximo de |f| en Dy_. estd en el interior de D;_., lo que contradice
el principio del méximo. U
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Para la demostracion del siguiente teorema vamos a utilizar el Teorema de la
funcién inversa que enunciamos a continuacion.

TEOREMA 26. Teorema de la funcién inversa. Sea f: Q(C R") — R" de
clase C*, zy interior a Q ,J¢(20) invertible. Entonces existe V de zy contenido en Q
y W un entorno de f(z0) tal que f : V — W es biyectiva y su inversa f~1 : W — V
es de clase CF.

TEOREMA 27. Sea f € H(Q), z0 € Q y f (20) # 0. Entonces existe un entorno
V de zy contenido en Q y W un entorno de f(zo) tal que:
i) [V = W es biyectiva.
i) Sitp: W =V es la inversa de f entonces € H(W).

DEMOSTRACION. Sea z =z + iy y f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y). El Jacobiando

de f es
Uy U
Jx,yz( N y)
s =\

Por lo tanto, usando que u, = v, y que u, = —v, se tiene que
det(J5(2,y)) = upvy — uyv, =l + 02 = | (2)*

Como, por hipétesis se tiene que f/(zo) # 0 entonces det(Jy) # 0. Luego aplicando
el Teorema de la funcién inversa tenemos probado la parte i).
i1) Sean w,w; € W = f(V) con w = f(z) y w1 = f(z1). Entonces
Y(wy) —p(w) oz —z

wi—w  f(z1) = f(2)

Tomando limite cuando w; — w, tenemos que z; — 2. Por lo tanto, como f'(z) #0:

lim 7?“1111) — Y(w) = lim S = !

w—w wy —w z—21 f(Zl) - f(z) f’(z).

DEFINICION 19. Sea II,,,(z) = 2™

PrOPOSICION 13. Estructura local Sea f € H(Q), z0 € Q, wo = f(20) y f
no constante. Entonces existe V' entorno de zg tal que:

i) £(2) — wo = T ((2) para una € H(V).
i) ¢ es inyectiva en'V, ¢ (2) £0Vz eV y o(V) = D(0,r).

f—wo

V D(0,7™)

L@_@
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OBSERVACION 5. El m que aparece en i) es el orden del cero que f(z)—wp tiene
en zp. Este teorema muestra que para cada u € D(0,7™)\{0} existen vy, -, vy,
puntos en V tales que f(v;) = u, Vi = 1,..,m; esto suele expresarse asi: [ es
localmente m a 1 en zy. Vea que si m = 1 entonces este teorema es caso particular
del anterior ya que f (z) # 0.

DEMOSTRACION. Si m es el orden del cero de f(z) — wp en 2y entonces

f(z) =wo = (2 = 20)"g(2) con g(z0) # 0

donde g € H(Q) y existe r > 0 (por la continuidad de g) tal que g(z) # 0,
Vz € D(zp,r). Como g no se anula en D(zp,7) y cualquier disco es un conjunto

convexo, entonces se cumple que la funcién h(z) = %(—(ZZ)) es holomorfa en D(zg,r).

Por lo tanto, por el Teorema de Cauchy en el convexo D(zp,r) se tiene que existe
una funcién H holomorfa en D(zg,r) tal que H = h.
Por lo tanto (e’H.g)' —eHHg-—cHy = e’H(ng — gl) = 0 (ya que
() = 92
H (2) = 55)
Se deduce que se puede obtener, sumando una constante a H que g(z) = (),

Sea ahora
H(z)

o(2) = (= — )e™™

obviamente esto implica que

f(2) = wo = I (p(2))

lo que demuestra 7).

Para ii) basta utilizar el Teorema de la funcién inversa, observando que ¢(zp) =
0y ¢ (z0) # 0.
COROLARIO 28. Si f € H(R2), entonces f es abierta.

DEMOSTRACION. Sea 2y € Q. Por el teorema anterior, existe un entorno V' de
zp, V C Q tal que

= wg + 1L, (D(0, 7))

FV) =wo+1Ln(p(V))
= wg + D(0,7™) = D(wg, ™).

COROLARIO 29. Sea f € H(Q) tal que [ es inyectiva en 2. Entonces f/(z) #0
Vz € Q y la inversa de f es holomorfa.

Antes de demostrar este corolario vamos hacer dos observaciones:
i) Si f/(z) # 0 no implica que f sea biyectiva, basta tomar f(z) = e*.
i) Si fl(zo) = 0 entonces por la proposicién [[3} f no es inyectiva. Este hecho no
sucede en R ya que para f(z) = 23 se tiene que f (0) = 0y f es biyectiva.

Demostracién : Si f'(zy) = 0 para algin zp € Q, entonces f(z) — f(zo) tiene un
cero de orden m > 1 en zp, luego por la proposicién f no puede ser inyectiva.

Que la funcién inversa sea holomorfa sale del Teorema 27 parte 7).

Otro corolario es el siguiente:
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COROLARIO 30. Si f € H(Q) y |f(2)| es constante en Q, entonces f es cons-
tante en €.

DEMOSTRACION. Si |f(z)| es constante en , entonces f(Q2) estd contenido en
el borde de un disco de centro 0y radio r» > 0. Luego f(£2) no es un conjunto abierto
y por lo tanto f es constante.






Capitulo 5

Teorema global de Cauchy y sus consecuencias.

1. Homotopias

DEFINICION 20. Sean 7, 71 dos caminos cerrados definidos en [0,1] y con-
tenidos en €). g, 71 se dicen homotdpicos en () si existe una funcién continua
H :[0,1] x [0,1] — £ tal que:

i) H(s,0) =o(s), H(s,1) = v1(s), Vs € [0,1].
ii) H(0,¢) = H(1,t), Vt € [0, 1].

Si para cada t fijo se considera la curva continua s — H (s, t), la condicién i)
dice que esta curva es cerrada, la condicién i) dice que la primer curva s — H(s,0)
es v v la ultima s — H(s,1) es v1. En otras palabras H es una deformacién con-
tinua de o a 1.

Un abierto ) se dice simplemente conexo si es conexo y si cada curva v en () es
homotodpica a una curva constante.

Demostraremos el siguiente teorema: (Para el curso 2108 No va la demostra-
cién del siguiente teorema)

PROPOSICION 14. SiTy y 'y son caminos homotdpicos en Q, entonces
Indr,(a) = Indr, (a) Va ¢ Q.

como la relaciéon "7y es homotdpico a 1 es una relacién de equivalencia, se
tienen las siguientes consecuencias:

COROLARIO 31. Si Q es simplemente conexo entonces
Indr,(a) = Indp,(a) =0  para dos caminos cualesquiera en @ y a ¢ €.

La prueba del corolario queda como ejercicio, para la prueba de la proposicion
[I4] ser4 necesario el siguiente:

LEMA 3. Sean 7y y 1 caminos cerrados definidos en [0, 1] tales que para un
a € C dado se cumple: |71(s) —y0(s)| < |a —v0(s)| Vs € [0, 1] entonces

Ind, () = Ind,, (o)

DEMOSTRACION. Nétese en primer lugar que la hipétesis del lema implica que
a ¢ s, a ¢ ~f. Luego se puede definir un nuevo camino

P— 71 _ a .
Yo — &
Entonces derivando:

’ ’ /

(19) YoM Y
TN oA
53
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Ademids por la hipotesis del lema
YJo—nN
-«

de donde se deduce que y(s) € D(1,1) Vs € [0, 1]. Luego Ind,(0) = 0; pero ahora,
por la formula [[9Ind, (0) = Ind,, (o) = Ind,, (a), lo que demuestra el lema

[1—]= <1

DEMOSTRACION. de la proposicién [[& Como H(s,t) € Q Vs, t € [0,1] y a ¢ Q,
existe € tal que |H (s, t) —a| > 2e, ya que H([0, 1] x [0, 1]) es un compacto contenido
en 2. Por otro lado como H es uniformemente continua, existe n > 0 tal que

’ ’ ’ ’ ]_
|H(s,t) —H(s,t ) <e si |s—s|+[t—t]<—
n
defina caminos cerrados vx, 0 < k < n por:
1k i—1 k 1—1 1
=H(—, - 1—4)+H ,— )i — , € =], i=1,.,
(s) = H(=, s +1— i) + H(—=, )i —ns), s €[, 2], i=1,.n

Esto significa los siguiente: de las curvas s — H (s, t) elegimos n + 1 que son s —
H(s,k/n), k=0,---,ny cada una de ellas las transformamos en poligonales

(s) = H(s, )l = |H(%, E)(ns +1—4) + H(SH £)(i —ns) — H(s, )

< H(p, %)= H(s, B)llns +1—d| + [H(5H B) — H(s, )i —ns| < ¢
En particular, tomando k =0y k = n,
o(s) =To(s)| <&y |m(s) —Tu(s)| <e
Ademés, usando[ly que |H (s, t) —al| > 2¢, se tiene |a—vx(s)| > &, Vk =0, .., n,
0<s<1.
Ahora aplicamos n + 2 el lema para obtener que el indice de a con respecto a cada

v; es el mismo.

OBSERVACION 6. Podriamos haber definido simplemente vy, = H (s, k/n) pero
de la curva s — H(s, k/n) s6lo sabemos que es continua, y para definir el indice se
precisa que sea continuamente diferenciable a trozos; por eso las transformamos en
poligonales. O

2. Teorema de Cauchy global.

DEFINICION 21. Un ciclo es una unién finita de caminos cerrados. Si 1, ..., Yn
son caminos cerrados y I' = {71, ..., 7, } entonces se define

/Ff(z)dz = Z f(z)dz

donde f es una funcién continua definida en I'" =~f U --- U ;.
El indice de un ciclo T respecto de un punto a ¢ I'* se define como

Indr(a) = L/ dz
r

21 Z—a
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obviamente:
Indr(a Z Ind., (a

y por lo tanto, Indr(a) es una funcién contmua en C\I'* que solo toma valores
enteros y vale cero en la componente no acotada de C\I'*.
Notacion: I' =~ + -+ 4+ y,.

TEOREMA 32. Teorema de Cauchy global. Sea ) un abierto cualquiera de
C,yfeHQ). SeaT un ciclo en Q tal que Indr(a) = 0 para todo a ¢ . Entonces
para todo z € Q\I'* se cumple:

, flw
i) f(z)Indr(z 27”/ — Zdw

/F f(2)dz =

DEMOSTRACION. Sea g : Q x Q — C definida por:
f(z)—f(w)

y también

siz#w
9(z,w) =
f(2) siz=w.
Como sabemos ¢ es continua en ) x , y por lo tanto se puede definir, para
z e

1
h(z) = Q—M,/Fg(z,w)dw.
La parte ) de la tesis equivale a probar que si z € T'*, entonces h(z) = 0.
Afirmacién: h € H(Q).

Mostramos primero que h es continua en 2. En efecto, si z, — 2z con z,,z € Q,
entonces ¢(zn,w) converge a g(z,w) uniformemente para w € I'*(esto tdltimo se
cumple porque I' es un conjunto compacto). Se deduce que h(z,) — h(z) puesto
que la convergencia es uniforme permite intercambiar lim con f . Essto prueba que
h es continua. Sea A un tridngulo cerrado en §2. Entonces, usando el Teorema de

Fubini se tiene que:

/(9A h(z)dz = /8A <ﬁ/rg(z,w)dw> dz = /r <2Lm /8A g(z,w)dz> dw

Como la funcién z — g(z,w) es holomorfa (la singularidad es evitable en z = w)
para cada w € €, se deduce que Vw € faAg(z,w)dz = 0. Luego faA h(z)dz =0
y por el Teorema de Morera, h € H(S2). Esto prueba la afirmacién.

Defina ahora €y, como el conjunto de puntos z tales que Indr(z) = 0 y la funcién

hi: Q7 — C como:
1 (w)dw
m(z) =55 / —2

f('w)dw

- 27\'1 I (w—=z)
SizeQn h = [r f(wﬂi i(z) dw = hy(z) + Indr(z) f(z) = hi(z) Entonces
en 2N€Q se cumple h( ) = hi1(z) de donde podemos definir una funcién

h(z) size
SD(Z) - { hl(Z) siz e Ql

No es dificil probar que h y que por lo tanto hy € H({24).
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Observe también que 2 Uy = C puesto que, por hipétesis, Indr(a) = 0, Va ¢ Q.
Se deduce que ¢ € H(C), o sea, es una funcién entera. Pero

Aol = g ) =0,
luego ¢ esta acotada y por el Teorema de Liouville ¢ es constante, o sea ¢ = 0. En
particular h(z) = 0, lo que prueba (7).
Para probar ii) sea a a € Q\I'* y defina F(z) = (2 — a) f(z). Entonces, aplicando 1)
a la funciéon F' se obtiene

1 P2z = 1 [ F(2)

=5 )i adz = F(a).Indr(a) =0 (porque F(a) = 0).

2mi Jp
O
Observaciones importantes:
i) Este teorema generaliza la primera versién del Teorema de Cauchy puesto que si
2 es convexo obviamente Ind, (a) = 0 para todo a ¢ Q.
ii) Si © es simplemente conexo, se cumple Ind,(a) = 0 para todo a ¢ Q y por lo
tanto si I' C Q es un ciclo y f € H(2) se cumple que [, f(2)dz = 0.
iii) Si 79 y 71 son dos caminos cerrado en 2 homotdpicos (€2 NO necesariamente
simplemente conexo), entonces el ciclo I' = 79 U —y; cumple que Indr(a) = 0 para
todo a ¢ Q. Por lo tanto, si f € H(Q) se cumple que [, f(z)dz = 0. Lo que implica

que [, f(z)dz = [, f(=)dz.



Capitulo 6

Funciones Meroformas

1. Teorema de Residuos

DEFINICION 22. Una funcién f es meromorfa en un abierto Q si existe un
subconjunto A C €2 tal que:
i) A no tiene puntos de acumulacién en .
i) f € HQ\A).
iii) Los puntos de A son polos de f.

En particular, podria ser A = ¢ y entonces f seria holomorfa en (2.

Ejemplo.
Sea la funcion
1

sen(2)

f(z) =

. Probar que f no es meromorfa en C
. Probar que f es meromorfa en C\ {0}.

1
2
1. f no es meromorfa en C ya que hay una singularidad no aislada en z = 0.
2. f si es meromorfa en 2 = C\ {0} ya que existe A C ,

1
A:{ZE(CZZ:E, k € Z} tal que:
a) A no acumula en €. Pues A como subconjunto de C acumula en z = 0
pero 0 ¢ .

b) fe H(Q\ A)
¢) Los puntos de A son polos de f ya que:
2ok sen() -

y por supuesto, son singularidades aisladas, entonces son polos. O

Recordamos que si f tiene un polo en a, entonces existen constantes C (a)7 oy Cr (a)
, (Cm, # 0) tales que

_ Ci(a) | Cs(a) Cim(a)
90 = 1) - (L4 2y el
tiene una singularidad evitable en a. Q(z) = C;T? + % 4+ % es llamado

la parte principal asociado al polo a.

57
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Si I' es el borde de un pequeno disco que solo contiene esta singularidad de f,
entonces, por el Teorema de Cauchy se tiene que

Oz/rg(z)dz.

/Ff(z)dz =27miC1(a).Indp(a).

(1 (a) se llama residuo de f en a y se denota por Res(f,a).
El siguiente teorema generaliza este resultado.

De donde se deduce que

TEOREMA 33. Teorema de los residuos. Sea f meromorfa en Q, f €
H(O\A). SiT es un ciclo en Q\A tal que Indr(a) =0 Ya ¢ 2, entonces

1
_/Ff(z)dz = Z Cl(a)Indp(a).

21
acA

DEMOSTRACION. del teorema: Como I'* C (), se tiene que el conjunto de pun-
tos € € Q tales que Indp(§) # 0 es un subconjunto acotado contenido en  y cuya
clausura estd contenida en ). Se deduce que este conjunto sélo puede contener
finitos puntos de A puesto que si hubiera infinitos encontrariamos un punto de acu-
mulacién de A en €, contradiciendo la condicién ) de la definicién de meromorfa.
Sea ay, ..., ay, los puntos de A para los cuales Indr(a) # 0y sean @1, ..., Q,, las partes
principales asociadas a los polos aq, ..., an. Sea g = f—(Q1+-- -+ Qy), las singulari-
dades que g posee en ay, ..., a, son evitables. Se deduce que g € H(Q\(A\{a1,...,an}))
y podemos aplicar el Teorema de Cauchy global para concluir que fr g(z)dz = 0.
Por lo tanto:

Jrf2)dz = [[(Q1(2) + -+ Qu(2))dz
= 2miIndr(a1)Ci(ar) + - - - + 2wilndr (a, ) C1 (an).

2. Calculo del orden del polo y del residuo.

Para aplicar este ultimo necesitamos poder calcular el niimero C4 (a) para cada
polo de f. A continuacién vamos a dar un método para calcularlo.
Sabemos de la Proposicién que si f tiene un polo de orden m en z = a,
entonces existe r > 0 con D(a,r) C Qy h € H(D(a,r)) tales que:
flz)= _hz) donde h(z) # 0 para todo z € D(a,r)
= (Z — a)m p )

De esto tltimo deducimos que

0 st n>m,
, Ry — Tt n_h(z) S
Zh_rg(z—a) f(z)—zh_rg(z—a) oo h(a)#0 si n=m

00 si n < m.

Por lo tanto, para hallar el orden de un polo, basta con encontrar un ntimero
natural m tal que

lim (z — a)™ f(z) sea distinto de cero y de infinito.
zZ—a
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Ahora que sabemos calcular el orden del polo, nos falta calcular C(a).

Como f tiene un polo de orden m en z = a, entonces la funcién g(z) = f(z) —
22;1 (z—fka)—k tiene singularidad evitable en a. Entonces g se extiende a una funcién
holomorfa. Llamaremos G a la extensiéon holomorfa de g. Luego

f(Z):G(z)Jrc—lJr...Jr Em

z—a (z—a)"

Multiplicando por (z — )™ a ambos miembros, se obtiene

(Z - a)mf(z) = (Z — a)mG(Z) + cl(z — a)"“l + 02(7; — a)m*Q e e

Derivando m — 1 veces ambos miembros, tenemos

6m—1 8m—1
o1 [(z—a)"f(2)] = 2o T

No es difil probar que lim,_,, g:T,: [(z—a)™G(z)] = 0, por lo tanto se tiene
que

[(z=a)"G(2)] + (m — 1)le.

m—1
lim o= (2 = @)™ f(2)] = (m =~ Dley.
Despejando
1ot
m —
(20) lim T 1)1 91 [(z —a)"f(2)] = c1.
Ejemplo.
Sea f(z) = ﬁ Es claro que z =i y 2 = —i son polos. z = ¢ es un polo de
orden dos ya que
o . 2 o . 2 1 1
1 — )2 — 1 u:y %:1' - = )
(e =0 ) =l o =M e s - Mo e 70
Usando 20) y que m = 2, se tiene que
) , 0 9 .0 1 L -2 =2
(i) = Egll 92 [(z =) f(2)] = Bgi Dz (z+1i)2 S (z+14)3 (22-)3'

Ejemplo.
Sea Sgr(t) = Re' con t € [0,7/2] y 7 la curva Sk compuesta con los segmentos
[0, R] ¥ [Ri,0] orientada en forma antihorario.

iz?
1. Calcular fv Troadz.
-2
2. Probar que |e"*"| < 1 para todo z en el primer cuadrante y deducir que
-2
1z

lim £ _dz=o.
R—+oo Jg,. 1+ 2

3. Calcular f0+oo %dt.
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iz?
(&
1424
V—1= {e%ive(?r%)i’e(%Jrﬂ)i’e(%Jr%")i}
Claramente el tinico polo en el interior de la curva v es eT’. Por lo tanto, por
el Teorema [B3] se tiene que fv f(2)dz = 2miRes(e%?). Como todos los polos de f

Consideramos la funcién f(z) = Entonces los polos de f son los puntos

son simple, entonces por ([20)

iz?

%) . ;€
Res(e®') = lim (z —e*") 1=
2—sedt 1+2
o T2 , z—e%i o T2 , 1 o T2 1
et 1im 7 =) lim — = ¢ie®) g = O
amedi 142 svetl 42 Aes)
. .2 cn2 2 vord T, P
2. Sea z = x + iy, entonces |e* | = |e@ ~¥ 22| = ¢=22Y Como x > 0y

y > 0, se tiene que e~ 2*¥ < 1.

-2 ™ . it\2 ™
et? 5 ez(Re) ) 5 R
dz| < — _Rei|dz < ——dz =
/SR1+Z4Z_/O 11 (Reitya " Z—/O R 17
R
g-R471—>OcuandoR—>+oo.

3. Tenemos que
/ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz + / f(2)dz = 2mia.
Y [0,R] Sr [Ri,0]

Parametrizando el segmento [0, R] con 51(t) =t con 0 < ¢ < R se tiene que

2

f(2)dz = / tet /R cos(?) + isen(?)
(0,R] Jo 1+t 1+ t4

Parametrizando el segmento [0, Ri] con f2(t) =it con 0 < ¢t < R se tiene que

R _i—t? R 2 ; 2 R
‘ e ) cos(t*) —isen(t*) —sen(
fzdz:f/ fzdz:fz/ :—z/ :/
/[Ri,O] (2) [0, Ri] (2) o 1+t 0 14t 0

Luego, la parte tomando parte real se tiene que

R cos(t?) — sen(t?)
d dz | =
fie ( [0,R] (2)dz + /[Ri,o] fz) Z) /0 1+t

Luego tomando limite cuando R — +o0, tenemos que

iz? +oo 2 2
te) — t
Re | lim / = / cos(t’) Sf”( ) _ Re(2ria).
R—+o00 v 1+2 0 1+t

t2) — icos(t?)

1+t4
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3. Principio del Argumento

3.1. Principio del argumento para funciones holomorfas. Recordemos
que para toda funcién f € H(£2), no nula, que tiene un cero en a € €2, existen m € N,
un disco D(a,r) C Q y una funcién h € H(D(a,r)) tal que

f(z) = (2 —a)™h(z) con h(z) # 0 para todo z € D(a,r).
El natural m es llamado el orden del cero de f en z = a.

TEOREMA 34. Principio del argumento para funciones holomorfas. Sea
v un camino cerrado en un abierto conezo 2, tal que Ind, (a) = 0, Ya ¢ Q. Suponga-
mos que Ind (a) solo puede tomar valores 0y 1y sea 4 = {a € Q: Ind,(a) =1}.
Sea f € H(Q), f no nula, y Ny el nimero de ceros de f en Q; contando su multi-
plicidades. St f no tiene ceros en v* entonces

! /fl(z)dz:lndfov(O).

T 2mi ], f(2)

DEMOSTRACION. Primero, vamos a probar que si f tiene un cero de orden m
en z = a, entonces la funcién ¢ = f'/f, tiene un polo en z = a y Cy(a) = m.
Si m es el orden del cero de f en a, entonces existe un disco D(a,r) C  y una
funcién h € H(D(a,r)) tal que

f(z) = (2 —a)™h(z) con h(z) # 0 para todo z € D(a,r).
Como f'(z) = m(z — a)™ 'h(z) 4+ (z — a)™h (z), obtenemos que

e m W)
wlz) = flz) ——a " h(z)"

Luego como h(z) # 0 para todo z € D(a,r), se tiene que la funcién i /h es holo-
morfa. De esto dltimo se deduce que Cy(a) = Res(p,a) = m.

Por otro lado, es claro que si ¢ tiene un polo en z = a, entonces f tiene un cero en
z = a. Por lo tanto, a € € es un cero de f si y solo si es un polo de ¢. Como los
ceros de f no pueden acumular en €2, entonces los polos de ¢ no pueden acumular
en (2. Esto muestra que ¢ es una funcién meromorfa en 2.

Aplicando el Teorema de los residuos, vemos que:

1
5 o(z)dz = Z Ind, (a)Res(¢; a)
K ae polo de ¢

pero a es un polo de ¢ si y solo si f(a) = 0y en este caso, si notamos por m,, el
orden del cero en a, el residuo es my:
Esto prueba entonces que

1 R O P _
o o(z)dz = %/7 5 (2)dz = Z mg = Ny.

v ac cero de f

Ademas si el intervalo de definicién de 7 es [0, 27]:

1 dz 1 [T f(ys)A(s), 1
Indse, (0) = 35 /f T Tl ey T ﬁ/
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Ejemplo.
SeaneN,n>0,acC,a#0y f tal que
Zn—l
FE) = o

1. Probar que f es meromorfa en C.
2. Sea v : [0,27] — C tal que ¥(t) = Re® con R # |a|. Probar que

0 si R<|al,
RCCE
gl 21 st R >al.

Parte 1). Para los z € C tales que 2™ + a™ # 0, f es holomorfa ya que es cociente
de funciones holomorfas. Si zy es tal que 2z + a™ = 0, entonces lim,_,,, f(z) = cc.
Lo que implica que zy es un polo.

Parte 2). Si consideramos h(z) = 2™ + a™ se tiene que h'(z) = nz""!. Por lo
tanto

1 / 1 1 [h(2) 1
— f(z)dz=—-f/ dz = — Ny,
2mi J., n 2mi J, h(z) n
donde N}, es la cantidad de ceros de h en el interior de 7. Como Nj, =0 si R < |a]
y Np =nsi R > |al, se concluye que

0 si R<|al,
[ 1tz =
gl 2 si R > |al.

TEOREMA 35. Principio del argumento para funciones meroformas.
Sea v un camino cerrado en un abierto conexo 2, tal que Ind,(a) = 0, Va ¢ Q.
Supongamos que Ind.(a) solo puede tomar valores 0 y 1 y sea 1 = {a € Q :
Ind,(a) = 1}. Sea f una funcion meromorfa en Q, f no nula, Ny el nimero de
ceros de f en 2y contando su multiplicidades y Py el niimero de polos en . Si f
no tiene ceros ni polos en v* entonces

1 !
LI G Ny - Py = Tndye (0),

2mi J., f(2)
DEMOSTRACION. Primero, vamos a probar que si f tiene un polo de orden m
en z = a, entonces la funcién ¢ = f /f, tiene un polo en z = a y Cy(a) = —m.

Si m es el orden del polo de f en a, entonces existe un disco D(a,r) C £ y una
funcién h € H(D(a,r)) tal que

flz)= % con h(z) # 0 para todo z € D(a,r).
Como

£2) = h(2)(z — a)’(’;tfrz)(:m a)™ h(z)

Y
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obtenemos que

S _ M) —m

PO e T
Luego como h(z) # 0 para todo z € D(a,r), se tiene que la funcién i /h es holo-
morfa. De esto iltimo se deduce que Cy(a) = Res(p,a) = —m.

Por otro lado, es claro que si ¢ tiene un polo en z = a, entonces [ tiene un
cero o un polo en z = a. Por lo tanto, a € €2 es un polo de ¢ si y solo si a es
un cero o un polo de f. Como los ceros y los polos de f no pueden acumular en
), entonces los polos de ¢ no pueden acumular en 2. Esto muestra que ¢ es una
funcién meromorfa en €.

Aplicando el teorema de los residuos, vemos que:

1 [v ’ (Z)dz _ o(2)dz = Z Ind, (a)Res(p;a) =

2mi ), f(z) © 2mi ), ve porg de »

Z Ind, (a)Res(p; a) + Z Ind, (a)Res(¢;a) = Ny — Py.
ac ceros de f ac polo de f

Ademds si el intervalo de definicién de v es [0, 27]:

1 dz 1 [ () (s), 1
T At~ 3 M o =1

O

Para probar el siguiente resultado, recordamos que ( Lema[] ) si
Sean vy y 1 caminos cerrados definidos en [0, 1] tales que para un a € C dado
se cumple: |y1(s) —v0(s)| < [ —70(s)| Vs € [0, 1] entonces
Ind,, (a) = Ind,, ()
PRroPOSICION 15. Teorema de Rouché. Sea v un camino cerrado en un
abierto conezxo Q, tal que Ind, (a) =0, VYa ¢ Q. Supongamos que Ind.(a) solo puede
tomar valores 0y 1y sea Q1 ={a € Q: Ind,(a) =1}. Sea f € H(Q), f no nula,

y Ny el nimero de ceros de f en 1 contando su multiplicidades.
Sige HQ) y|f(2) —g(z)] < |f(2)], Yz € v* entonces Ny = Ny.

DEMOSTRACION. Primero observe que la hipdtesis implica que ¢ no tiene ceros

en y*.
Considere 71 (t) = f(y(t)) y 70 (t) = g(7(¢)). Por hipdtesis se tiene que
1(8) =®] < Im®)] V¢ el0,1].

Luego por el Lema [3] se tiene que

(21) Ind,, (0) = Ind, (0).

Por otro lado, aplicando el Teorema [34] se tiene que

N, =Indgo, = Ind, (0) o _ Ind,, (0) = Ind oy = Ny.



64 6. FUNCIONES MEROFORMAS

Ejemplo 1. Sea a un numero real, « > 1 y la funcién
f(z)=ze""7 -1

i) Probar que f tiene exactamente un cero en {z € C: |z| < 1}.
ii) Probar que el cero hallado en i) es un niimero real.

Parte i).Consideramos F(z) = ze* % y G(z) = f(z) = ze** — 1. Vamos a
probar que |F(z) — G(z)| < |F(z)| para todo z € {z € C: |z| = 1}. Entonces
[F(2) =G(2)| = [1] =1y |[F(2)] = [2e"7%| = [2][e* 7| = |e* 7|

Si z = x+iy, como |z| = 1 se tiene que —1 < & < 1, entonces |[e* #| =e** > 1
ya que « > 1. Por lo tanto aplicando el Teorema de Rouché se tiene que el ntimero
de ceros de F'y G = f son iguales. Como el niimero de ceros de F' es uno entonces
el nimero de ceros de f es uno.

Parte ii) Un simple cdlculo muestra que si zp es raiz de f entonces Zg es raiz de f.
Como por la parte i) hay una tnica raiz, entonces zp = Zg. Lo que implica que zg
es un numero real.

Ejemplo 2.
Sea ReRcon R>3yDr={2€C:|z|<R}N{z=2+iyecC: z>0}.

1. Probar que la ecuacién (z+1)e™* = 2z — 2 tiene una unica solucién en Dp.
2. Probar que la ecuacién (z + 1)e™* = 2z — 2 tiene una Unica solucién en
{z=2+iyeC: z>0}.
3. Probar que la solucién hallada es un nimero real.
Parte 1). Vamos a aplicar el Teorema de Rouché con ¢g(z) = (z+1)e *—(22—2),
f(z) = —(22 —2) y la curva v = 3 U g es la de la figura ??. Por lo tanto

|£(2) —g9(2)| = (z + Ve * y [f(2)| = 22 = 2| = 2|z — 1].
Primero consideramos z € 1 entonces z = ti con —R <t < R. Entonces

If(2) —g(2)| = [(z+ e ?| = |(ti + Ve | = |[ti + 1| = V12 + 1.
If(2)| =2|z — 1| =2Jti — 1| =2/ 12 + 1.

Por lo tanto se cumple que |f(z) — g(2)] < |f(2)].

Si consideramos z € yg entonces z = Re'* con -5 <t< 7.
Entonces |f(z)—g(z)] = |(z+1)e~?| = |(Re' +1)e " | = |(Ret 41)].|e "
|e—Re“' = |e~ fleos()tisen(t))| = g=Rlcos(t)  Como —Z <t < % se cumple que
cos(t) > 0y por lo tanto e~ f(cos() <1,
Por otro lado se tiene que |(Re’ +1)| < R+ 1.
De donde se deduce que |f(z) —g(z)| < R+ 1.

Por otro lado
F(2)] = 20z — 1] = 2(Reti — 1)| > 2(R — 1).

Por lo tanto, para que |f(z) — g(2)| < |f(2)]| se tiene que cumplir que R+ 1 <
2(R —1) y esto sucede si R > 3.
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Parte 2). Supongamos que la ecuacién tiene dos soluciones z; y z2 en {z =
x+iy € C: x> 0}. Consideramos R > 0 tal que R > |z1] y R > |#2|. Entonces
21,22 € Dp, lo que contradice la parte 1).

Parte 3). Es fdcil probar que si z es solucién entonces z es solucién. Luego por la
parte 1), se tiene que z = Z, lo que implica que z es real.

FiGUura 1.

R

TR
71 DR

4. Calculo de Integrales

A continuacién enunciamos un par de lemas, llamados lemas de deformacion
de caminos, que seran de muchas ayuda para el calculo de integrales.

LEMA 4. Sea ) un abierto que contiene a {z € C: arg(z) € [01,62]}, donde
0<0; <0y <2m, g : [01,02] = C con yr(t) = Re y f continua en (2.

1. Silim, . 2zf(z) = 0 entonces limpg_, o0 va f(z)=0.

2. Silim._,0 2f(2) = 0 entonces limp o [, f(z)dz = 0.

Demostraciéon de la parte 1.

02
f(Re™)iRedt
01

02
<[ [ |f(Re™)iRe™|dt =
01

(2)dz

TR

62 . .
/ |f(Re™)Re™ | dt
01

Por hipétesis se tiene que lim, _,~ zf(z) = 0, esto significa que dado € > 0 existe
Ry > 0 tal que si |z] > Ry se tiene que |zf(2)] < e.

Usando esto dltimo se tiene que si R > Ry y z = Re" entonces |z| > Ry por lo
tanto

02 ) ) 02
/ |f(Re”)Re”| dt < / edt = (03 — 67).

91 61
Lo que prueba que limp_, o va f(z)dz =0.

LEMA 5. Lema de Jordan.
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Ejemplo. Calcular
/+°° cos(x)dx
0 x2 + 4

FiGURrA 2.
TR

(a)

Para cada R € R con R > 2, consideramos la curva I' = y1 Uyg (mirar la figura

??) y la funcién f(z) = Z§—+4 El polo a considerar es z = 2i, que es un polo de
orden 1. Por lo tanto

iz —2

e z—21 e
2i) = lfm (2 — 2i =e 2 Ii =
Res(f,2i) = lim (2 = 2i) 5 =" My = = —
Por lo tanto ﬁ fr f(2)dz = %'

Por el lema de Jordan se tiene que limp_, | o ﬁ va f(z)dz = 0.

Parametrizando y; (t) = t con —R < t < R se tiene que 2%” fw f(z)dz = 2%” ffR %
Por lo tanto

1 1 [t et 1 [t t) + isen(t —2
lim f/f(z)dz:f/ e g L [T cos(t) +isen(t) _ e?
R—+o0 271 Jpr 2mi J_ oo P+ 4 21 J_ oo 244 4i
Por lo tanto fj;j ‘t‘;ﬁ = 6_22”- Como fj;j Ct(;‘i&) =2 f0+oo Cﬁ‘ﬁﬁ?, entonces
f+0<> cos(t) _ e %r.
0 t24+4 — 4

5. Series de Laurent

Dados zp € C y nimeros reales 7 y R con 0 < r < R definimos el anillo de
centro zg y radios r y R como

Arr(z0) ={2€C: r <|z— 2| < R}.
Decimos que una serie Zfz en(z — 2zp)™ converge uniformemente si las series
Z:i@ en(z — 20)", Z;OO ¢n(z — 20)™ convergen uniformemente.

TEOREMA 36. Teorema de Laurent Sea f € H(A, r(20)), existe una unica
sucesion de nidmero complejos {c,} tal que:
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L f(2) = % en(z — 20)" para todo z € A, g(20).
2. Para cualquier par de nimeros r Y R conOr <7 <R <R se cumple

que la serie Zfz en(z — 20)™ converge uniformemente y por lo tanto para
cualquier camino cerrado ~y con y C AT/’R/ (z0) se tiene que

1 = Cn,
o /y f(z)dz = _Z;O 3 [y(z — 20)"dz = c_1Ind(2).

DEMOSTRACION. Seanr y R con Or <1 < R < Ry las curvas v, (t) = R e
y Y2(t) = 7'e con t € [0,27]. Consideramos el ciclo I' = ~; — 5. Entonces para
cualquier z € ATI’ ' (20), por el Teorema global de Cuachy se tiene que

f(z) = ﬁ/r i(iﬂldw - f(w) dw i) dw-

211 W=z 21 Ny W— 2

Siw € myz€ Ay p(z)se cumple que [w — 20| > [2 — 2| por lo tanto

Z—Z0
w—z0

< 1, de donde se deduce que

+oo n
Z z— 20 _ 1 _ w2z
w — 2o _ _)

n=0
De donde se deduce que

—+o0

Por lo tanto

n=0
Sy f(w)
nz:;)(z - Zo) % /y1 de-

Por lo cual tenemos que

1 f(w)
Cn:%[ylmdwparanzo.

por otro lado, si w € 72 y 2 € A,/ x/(20) se cumple que |z — zo| > [w — zo| por

w—2zq
zZ—2Zz0

< 1, de donde se deduce que

Jio w — 2o n: 1 _ -
Z— 2 17(2%0) Z—w

n=0 w—2z0

lo tanto ‘

De donde se deduce que

+oo

Z 1 w — 2o n_ 1
zZ— 20 zZ— 20 _Zf'U)

n=0

Por lo tanto
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—+oo n
_L/ f@)dw:;/ ZM(@) dw =
21 by W — 2 21 m S w =20 \w— 20

Ejemplo. Seam € Nconm >0y f:C\ {0} — C tal que
f(z) = 2Mex.
1. Clasificar la singularidad de f.
2. Sea vy : [0,27] — C tal que () = e**. Calcular [ f(2)dz.
Parte 1. Para clasificar la singularidad calculamos el lim,_,q 2Mex.

Si z = x + iy, tomamos la restricciéon y = 0. Por lo tanto

. 1 . 1
lim z™e* =400y lim x™e= = 0.
z—0*t z—0~

1L . , 1 .
De esto tdltimo se tiene que lim, ,o2™e> no existe y por lo tanto z = 0 es una
singularidad esencial.

Parte 2. Comoezzl—i—z—l—---zn—’;--- setienequee% :1+%+---%---.De
donde se deduce que

ZmeéZZm(l—i-Z—i----—---)=Zm+zm_1+---—---.

7 . i . « ey
Por lo tanto todos los términos del desarrollo de Laurent de z™e> tienen primitiva
excepto cuando m —n = —1 o sea cuando n = m + 1. Como hay convergencia
uniforme podemos intercambiar la serie con el integral. Entonces

1 1 m—n
2mi J, 2mi J, n!
1 1 1 m-—n 1 1
—./zmdz—l——,/zm_ldz-i----—_/z ' dz---:—_/i'd;;:
2mi J., 2mi J., 2mi )., n! 2mi J, z(m +1)!
1 1
Ind. (0 .
MO = a
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