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Prélogo de la Segunda Edicién

Las siguientes notas estdn basadas en el “Andlisis Matemdtico I” de Fernando Pa-

gannini, usado como guia para el curso de Cdlculo 2 durante el sequndo semestre de
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2012. Hemos seguido fielmente las notas de F. Pagannini, salvo por algunas modifica-
ciones de notacion que listamos en Cambios de notacién. En algunos casos hemos
dado demostraciones alternativas, sacado algiin ejemplo y agregado otros, pero siempre
intentando mantener el estilo conciso y directo del texto original. Con el fin de mante-
ner cierta compatibilidad en las referencias, hemos mantenido la numeracion original
de las definiciones, teoremas, proposiciones, etc. y ademds hemos incluido notas en los
mdrgenes indicando la pdgina correspondiente del libro de F. Pagannini.

La idea es que para una préxima edicion, se deje de mantener esta estricta regla de
compatibilidad.

Como extra al texto original, hemos incluido hiperlinks a lo largo y ancho del tex-
to, ast como un indice alfabético con los conceptos y simbolos definidos. Un debe son
alguna de las figuras que por problemas de tiempo no hemos podido incluir.

Eduardo Canale

Asuncién enero de 2013.

Cambios de notacion

» En lugar de la notacién E(a,r) usaremos la notacién B(a; 7). En concor-

dancia usaremos més el término “bola” que el de “entorno”.
» En lugar de denotar A° al exterior de 4, lo denotaremos A®**.

» En lugar de denotar las sucesiones de vectores como ((¥))cy escribire-
mos simplemente (z)en. A su vez, la coordenada i-ésima de la sucesién
(k)

(xk)ken, la denotaremos (xy;)ken en lugar de (z; ) ken.

» Para distinguir entre el intervalo abierto (a,b) y el par ordenado («,b), a

veces escribiremos (a; b) para el intervalo y (a, b) para el par.
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Capitulo 6

Funciones de Varias Variables

6.0. Introducciéon

En diversas aplicaciones tiene interés estudiar funciones de varias varia-
bles, es decir con dominio en R". Para poner un ejemplo tomado de la fisica, si
se quiere describir la temperatura del aire en una regién del espacio, se estd an-
te una funcién del tipo T'(x, y, z) donde (z, y, z) son las coordenadas del punto
(vector de R?) y T es un nimero real. Se estd ante una funcion de R? en R. Si
ahora queremos describir la velocidad de cada particula de aire, tenemos una
funcién V(z,y, z) donde V es un vector de R3. Es decir, tenemos una funcién
de R3 en R3.

(Qué se quiere estudiar de estas funciones? En principio, se pretende exten-
der, en la medida de lo posible, toda la teoria disponible para funciones de una
variable: continuidad, derivadas, integracion, etc. A lo largo de este capitulo y
el siguiente se verd que es posible, con algunas limitaciones, esta extensién. En
el Capitulo 6 trataremos el célculo diferencial de varias variables y en el Ca-
pitulo 7 la integracién. El planteo mas general es estudiar las funciones de R”

en R™, es decir con n variables y tomando valores en R™. Por simplicidad, se

7
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8 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

difiere ésto para el final del capitulo y se empieza por el caso m = 1; funciones
reales de varias variables. Los principales conceptos aparecen en este caso y no

es dificil extenderlos.

6.1. Propiedades Topolégicas de R"

Antes de encarar las teorias de funciones, veremos algunas propiedades de
distancias, sucesiones y convergencia que serdn herramientas basicas mas ade-
lante. Estas propiedades corresponden a una rama de la matematica, la topolo-
gia, en la que entraremos solo minimamente para introducir lo indispensable

para el desarrollo posterior.

Definiciéon 1. : Siz € R™, x = (a1, ..., 2, ), lamaremos norma de x al niimero real
ol = /a7 + -+ a2

1.0.1. Propiedades

a) |zl =0y [lz[| =0 <= = =0,

b) ||Az|| > |A]||z||, para todo A € R,

o) llz+yll <zl + |yl (desigualdad triangular).

Las primeras dos son inmediatas a partir de la
Definicién 1. Para c), remitimos al curso de Algebra v

Lineal.

Definicién 2. Si z,y € R™, se llama distancia en-

tre x e y al nimero real: d(z,y) = |z—y| =

\/(xl - y1)2 +...+ (xn - yn)2

1.0.2. Propiedades

a) d(z,y) >0yd(z,y) =0 <= z =y,
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b) d(z,y) = d(y, ),
o) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Las primeras dos son inmediatas, la tercera se deduce de Propiedades 1 c)
asi:

d(z,y) = v =yl =z = 2+ z =yl < |z = 2] + [Iz =yl = d(=, 2) + d(z,y).

Definicién 3. Sea p € R", r > 0. Se llama entorno o bola abierta de centro p y radio

r al conjunto:

Bp;r)={x € R": |lx —p|| <r} ={z € R"/d(z,p) <T),

también denotado E(p;r).

1.0.2. Observacién: También escribiremos B,(r) para denotar la bola de
centro p y radio r y cuando no nos interesa el radio, escribiremos B,, es decir,
B,, significa “alguna bola de centro p”.

1.0.3. Ejemplo:: Para n = 2 una bola es el interior un circulo, sin incluir
la circunferencia. Para n = 3, es el interior una esfera sin incluir la cdscara
esférica. ;qué serfa paran = 1?

Se llama entorno reducido o bola reducida de centro p y radio r al conjunto

B*(p;r) = B(p;r) — {p}-

Es decir, es el entorno excluyendo su centro.
Definicion 4. Sea A € R™ un conjunto, x € R"™. A° denota el complemento de A.
= 1 es un punto interior a A sii existe B, C A,

= es un punto exterior a A sii existe B, C A°,

p191 de [5]



10 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
= es un punto frontera de A sii no es ni interior ni exterior.

Es decir, un punto es interior a A si esta “rodeado” por A, es exterior si esta

“rodeado” por A¢, y frontera si tiene puntos cercanos de Ay de A°.
p192 de [5]
1.0.5. Notacién

» A = { puntos interiores a A}
» At = { puntos exteriores a A}

= 0A = { puntos frontera de A}

» A= AU O9A se llama conjunto clausura de A.

1.0.6. Ejemplos

1)Sea A = {(x1,22) € R?/0 <z < 1,0 <y < 1}, entonces

/f:{(:cl,:cg) ER?/0<2<1,0<y<1},

At = {(x1,22) € R?/|z —1/2] > 1/2,0 |y — 1/2| > 1/2},
0A** =]os lados del cuadrado,

A={(z1,22) eR?/0 <2 <1,0<y <1},

2)Si A = (a,b) C R, entonces A= A, A%t = [a,b], 0A = {a,b} y A = [a, b].
En el conjunto del Ejemplo 2), se observa que todos los puntos de A son

interiores. Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 5. A C R™ es un conjunto abierto sii todos sus puntos son interiores, o
o

sea,si A= A.

p193 de [5]
1.0.7. Ejemplos

1) Un entorno B(a;r) es un conjunto abierto.
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Para demostrarlo, sea « € B(a;r). Debemos ver que z es interior, o sea que
existe 0 > 0 tal que E(z,6) C B(a;r).

Como z € B(a;r) entonces d(z,a) < r de don-

de r — d(xz,a) > 0. Definamos § = r — d(x,a). Por P /,_\:\
lo anterior ya sabemos que § > 0. Ahora solo resta /// ( %u \
chequear la inclusién: siy € B(z;9) = d(z,y) <6 = | T~
d(z,y)+d(z,a) < r.Por otro lado, por la desigualdad :\ “

\ 2

triang., d(y,a) < d(y,z) + d(z,a) = d(z,y) + d(z,a).
Juntando las dos cosas tenemos que d(y, a) < r o sea N
que y € B(a;r). -

Debe notarse que en la demostracién anterior so-
lo se utilizaran propiedades de la distancia, y no su férmula explicita. Esto hace
pensar en que es posible generalizar lo anterior para una nocién de distancia
més amplia, en la que se exige solo el cumplimiento de las propiedades [1.0.1}
Esto de hecho puede hacerse y conduce a una parte de la topologia que es la
teorfa de espacios métricos. No entraremos en ella (ver [2], por ejemplo), pe-
ro queda este ejemplo como muestra de las técnicas de trabajo, que pueden
también usarse para el siguiente ejemplo.

2) O = (0,0,---,0) € R". Entonces {0}° es un conjunto abierto. Demostra-
cién: ejercicio

3) [a,b] C R™ no es un conjunto abierto. De hecho, a € [a,b] pero no es
interior.

Intuitivamente, un conjunto es abierto cuando no contiene a sus bordes (o
frontera)(formalmente si 0A = () 0 si 9A # () pero VAN A = (). También podria-
mos escribir 9A C A€). En contraposicion, el intervalo cerrado [a, b] del ejem-
plo 3) contiene a sus bordes. Otra forma de decir esto es que su complemento
(—00,a) U (b, +00) es abierto. Obviamente, un conjunto contiene su frontera sii
su exterior no la contiene (salvo que la misma sea vacia). Esto nos lleva a la

siguiente definicién:
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Definicién 6. A C R"™ es un conjunto cerrado sii A° es abierto.

1.0.8. Ejemplo
1) A={0},2) A= {z e R"/d(z,a) <r}.
1.0.8. Observaciéon: A es cerrado sii 9A C A.

Definicién 7. Sea A C R™,x € R™ entonces, diremos que x es un punto de acu-

mulacion de A sii todo entorno reducido de x interseca a A. Al conjunto de puntos de

acumulacion de A se lo denota A’.

1.0.10. Ejemplos

1) A= {1/n:n € N} C R. 0 es punto de acumulacién de A pero 1 no.

2) Todo elemento de R es punto de acumulacién de Q.

3) Todo elemento de R? es punto de acumulacién de Q2.
Proposiciéon 6.1. A C R™ es cerrado sii A contiene a todos sus puntos de acumula-
cion.

Demostracién: (=) Por absurdo sea z punto de acumulacion de A fuera de
A, es decir, z € A°. Como A es cerrado A¢ es abierto, por lo que existird una bola
B(xz;r) C A°. Pero entonces B*(x;r) no interseca a A, pues B*(x;r) C B(z;r),
contradiciendo que z fuera punto de acumulacién de A.
(<) Ejercicio. O

Definicion 8. A C R" es acotado sii

3L € R/ ||z|| < L,Vz € A.

1.0.10. Observacién: Equivalentemente, A es acotado sii existe una bola
que lo contiene, es decir, si existe B), tal que A C B,,. También A es acotado sii

{|lz|| : z € A} C R es acotado.

Definicién 9. K C R" es compacto sii es cerrado y acotado.
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1.0.12. Ejemplos

1) (a,b) en R es acotado pero no compacto.

2) [a, b] es compacto.

1. Sucesiones en R"

Extendemos el concepto de sucesién real a sucesién en R™. De hecho, es-
ta extensién ya se hizo para el caso n = 2 al trabajar con sucesiones en los
complejos, y aqui el asunto es similar. Repasaremos brevemente las resultados

agregando algtin resultado topolégico.

Definicién 10. Una sucesion en R™ es cualquier funcién de N en R™.

1.1.1. Notacién:

Si el nombre de la funcién es «, es decir z : N — R", entonces para cada na-
tural k, z(k) € R™, es decir z(k) serd un vector z(k) = (z(k)1,z(k)2,...,x(k)n).
Para alivianar la escritura, escribiremos z, en lugar de z(k) y xy;, en lugar de
z(k);. Dependiendo del contexto la notacién x; puede significar tanto la suce-
sion (es decir toda la funcién) como el término k-ésimo. Para desambiguar ésto
altimo, si queremos referirnos a la sucesion escribiremos (%) 0 () ken.

Observemos que una sucesiéon en R" equivale a n sucesiones reales. Por
ejemplo, ((1/k,0,(—1)*))en es una sucesion en R? formada por las tres suce-

siones reales: (1/k)ren, (0)ken ¥ ((—1)%)ken-

Definicién 11. Diremos que una sucesion (xy)ren converge a un p € R™ y escribi-
remos xy — p o también,

lim zp = p,
k—-+4oco

Sii

d(xp,p) —— 0.

k— 400

p196 de [5]



14 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

O sea, si ||z, — p|| — 0 cuando k — +oo.

1.1.1. Observacién: 1) Como la tnica variable aqui es k, es redundante
escribir “cuando k — +o00”.

2)Esfacilverque zy, — p sii VB, 3ko /Vk > ko, 1 € By.
sii Ve >0, 3ko /Vk > ko, d(zg,p) < €.

De esta forma se extiende en forma natural la nocién de limite de sucesiones
en R. Obsérvese que de hecho, la definicién en R™ se basa en la definicién en
R. Aligual que en R, diremos que la sucesién es convergente cuando converge

a algtin p al cual llamaremos limite de la sucesién.

En cuanto al célculo de limites, este se reduce al caso de R por la siguiente:

Proposicién 6.2. Sip = (p1,...,pn) Y Tk = (Tk1,-- ., Tkn) entonces

Tp—p = x; —op,Vi=1...,n.

Demostracion. (=) Sea i entre 1 y n cualquiera. Tenemos

0< |zki —pil = Vigki —pil2 < Vg —pi2+ -+ |2rn —pol? =

e — pll = d(zk,p) — 0

por lo tanto |z ; — p;| — 0 por lo tanto xj; — p;.

(<)

d(z,p) = lze — pll = V]zk1 — P12+ + |0 — pul2 — 0,

ya que es cada término de la suma dentro de la raiz tiende a 0 y la funcién raiz

es continua en 0 y vale 0. O



6.1. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE RY 15

1.1.3. Ejemplo

La sucesién (1/k,0, (—1)*) no tiene limite en R® porque la 3a. coordenada
no lo tiene.
1.1.3. Propiedades:: Seana,b,(zi), (yx) € R™, A, (M) € R, tales que
T — a, Yy — b, A\ — A, entonces
Dag+ypr —a+b 2) Mwp — Aa; 3) |xk]| — [lal|.

Estas propiedades son corolarios inmediatos de la Proposicion|[6.2}

Proposicién 6.3. Sea xj, una sucesion convergente incluida en un conjunto cerrado

A. Entonces el limite de x), pertenece a A.

Demostracion. Sea p el limite de x;. Supongamos por absurdo que p ¢ A, en-
tonces sea B(p;r) C A°. Como zy — p existe ko tal que si k > ko, x, € B(p;r),
por lo tanto x,, € B(p;r), por lo tanto x, ¢ A contradiciendo una de las

hipétesis. O

Esta proposicién nos dice que los conjuntos cerrados son “cerrados” bajo la
“operacién de tomar limites”. O sea, que no podemos “salir” de ellos tomando

limites.

Definicién 12 (sucesién parcial). Una sucesion parcial o subsucesion de una su-
cesion (xy,) es cualquier otra sucesion (y,), con y, = xy, para cierta sucesion (k)

estrictamente creciente de naturales.

El concepto es el mismo que para sucesiones en R: se forma una nueva su-
cesién eligiendo algunos (infinitos) elementos de (z). Se plantea nuevamente
aquf la relacién entre sucesiones convergentes (con limite) y sucesiones acota-
das. Los resultados son andlogos a los de R: toda sucesién convergente es aco-
tada; toda sucesién acotada tiene una parcial convergente. La demostracién del
primero es sencilla y totalmente andloga a la de R.

Veremos a continuacién la demostracién del segundo resultado, pues es

mas delicada aunque puede reducirse al caso real. Particularizando en el caso

p197 de [5]
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16 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
n = 2, esto incluye a las sucesiones complejas.
Teorema 6.4. Toda sucesion acotada de R™ tiene una parcial convergente.

Demostracion. Sea () una sucesién acotada den R™. Como ella es acotada sus
“sucesiones coordenadas” (zx1), (Tk2); - - - , (Tkn ), también lo serdn, ya que para
cada i se cumple ||z || < ||zl
Las n sucesiones coordenadas son sucesiones acotadas en R. Para cada una
vale el teorema correspondiente en R, por lo que cada una tiene una parcial
convergente. Uno puede sentirse tentado a pensar que con esas parciales te-
nemos una parcial convergente de la original (z). Pero podria ocurrir que
esa parciales de cada coordenada, elegidas en forma independiente, no tuvie-
ran indices comunes. Por ejemplo podria suceder que la subsucesién conver-
gente de la primer coordenada, i.e. (xx1) fuera la de los términos pares, i.e.
(7(2k)1), mientras que la de la segunda coordenada la de los términos impa-
res (x(2x41)2)- Pero ni los subindices pares y los impares tiene porqué servirme
para construir una subsucesién convergente de la original.
Se puede, sin embargo, modificar el argumento de la siguiente forma: tomamos
p199 de [5] una subsucesién convergente de la primer coordenada. Sea ésta (2, 1) siendo
k,, una sucesion creciente de naturales. Ahora considero la subsucesion (xy, 2)
de la segunda coordenada. Obviamente ésta subsucesion es acotada, por lo que
tendrd una subsucesién convergente (mknm o) siendo n,, otra sucesién creciente
de naturales. Ahora bien, la sucesion (x, 1) es subsucesion de (z,, 1), 1a cual
es convergente, por lo tanto también convergera. En resumen, la sucesién

(T, 15Tk, 2)

nm

serd una sucesion convergente de R?. Por induccién podemos seguir el proceso

y construir una sucesioén convergente de R” que sea subsucesién de la original.

Corolario 6.5. Si (z;) C K compacto, entonces existe p € K y una subsucesion
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(2, ) tal que xy,, — p.

Demostracion. K compacto = (z) acotada = existe (xj, ) que converge a un

cierto p € R™. Como K es cerrado, p € K. O
O

En R se vio una versioén equivalente al Teorema que aqui también es

vélida:

Corolario 6.6 (Bolzano-Weierstrass ). Todo conjunto infinito y acotado de R™ tiene

un punto de acumulacion.

Demostracion. Sea A conjunto infinito. Puedo elegir una sucesién () C A tal
que i, # x) para k # k.

Por ser A acotado, existe (xy,) parcial convergente a un cierto p.

Dado B(p;r), existe ig tal que Vi > g, (z1,) € B(p;r).

Entonces B(p; ) tiene infinitos puntos de A, y por tanto el entorno reducido
B*(p;r) tiene algtin punto de A. Como r era arbitrario, p es de acumulacién de

A. O

Puede extenderse aqui la definicién de sucesién de Cauchy, en forma analo-

gaaladeR.

Definicién 13. (xy) es una sucesion de Cauchy sii dado € > 0, existe kg tal que para

todo k,k/ > ko, d(IEk,Ik/) < e

Se deduce en forma sencilla que R", al igual que R, es completo, es decir
que toda sucesién de Cauchy converge.
Para ello basta observar que como |z ; — zx ;| < d(z — x) las sucesiones

coordenadas son de Cauchy y luego convergen, entonces (xy) converge por la

Proposicion [6.2]

200 de [5]
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18 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

6.2. Limites y Continuidad

Consideramos una funcién f(z1,...,z,) con dominio D C R" y que toma
valores en R. Escribiremos f : D(C R") — R.

Por ejemplo: f(z,y) = z/(2? + y?) es una funcion de dos variables.

Salvo indicacién en contrario, tomaremos como dominio al mayor conjunto

posible donde tiene sentido la expresién. En el ejemplo, D = R? \ (0,0).

Definicién 14 (Limite). f : D(C R™) — R funcién, p punto de acumulacién de D,
entonces el limite es L y escribimos lim, ., f(x) = L (0 f(x) — L cuando x tiende a
p) sii

Ve > 0,36 > 0/Vx € B*(p;0) N D, f(x) € B(L;e).

2.04. Observacién: La definicién es equivalente a las siguientes formula-

ciones
» VB 3B, /Yo € B;ND, f(r) € Br;
» Ve >0,36 >0/ f(B*(p;0) N D) C B(L;e¢)
» VB 3B/ f(B,ND)C By.

Notemos que B(L; ) no epmds que el intervalo abierto (L —e; L +¢) C R.
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Definicién 15 (Continuidad). f: D(C R"™) — R continua en p € D sii

VBf(p) > 0, E'Bp > O/f(Bp n D) C Bf(p).

(equivalentemente Ve > 0, 36 > 0/ f(B(p;6) N D) C B(f(p),¢)).

Esto equivale (para el caso en que p punto de acumulacién de D) a decir

lim f(z) = f(p).

T—p

Se dice que f es continua si es continua en p para todo p € D.

Proposicién 6.7. Sea p punto de acumulacion de D.
(1) lim,_,, f(x) = L <= V(ay)sucesionen D\ {p}/zy — p = f(zx) — L,

(2) f continuaenp <= p € DyV(xy) sucesion en D/ x, — p = f(xr) — f(p).

Demostracion. (1) (=) Sea e > 0. Elegimos 6 > 0/ f(B*(p;d) N D) C B(L;¢)
Como z, — py xr # p, Fko /Vk > ko,z, € B*(p;d) N D. Por lo tanto, Vk >
ko, f(zx) € B(L;¢), de donde f(z)) — L.

(<) Supongamos por absurdo que f(z) no tiene limite L. Entonces 3¢ >
0/Vé, f(B*(p;0)ND) ¢ B(L;e¢), por lo tanto existird al menos un z5 € B*(p; 6)N
D tal que f(zx) ¢ B(L;¢). Si tomemos § = 1/k y llamemos zj, a x5, entonces
tendremos que z;, — p conxy, # p. Por hipétesis, sip # x;, — p se debe cumplir
f(zx) — L, pero f(zx) & B(L;¢c) para ningtn k. Absurdo.

(2) (=) Analogo ala parte (1). (<) Por hipétesis V(xy) en D\ {p}, x, — p =
f(zx) — f(p), por lo tanto, por (1) lim,_.,, f(z) = f(p) = f continuaenp. O

Noétese que la parte (2) de este teorema se puede leer asi: f es continua en p
sii V(zy)/xr — p,

lim f(z) = f(lim xy),

o sea que las funciones continua son aquellas que “conmutan con la operacién

de limite”.
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2.0.6. Ejemplos

1) f(z,y) = x2yel==9), lim, y—(1,1) f(z,y) = 1,y f es continua (1,1).
Una forma sencilla de demostralo es por la Proposicién|[6.7}

Si (zx,yx) — (1,1), entonces 2, — 1y y, — 1, de donde z2y,e@—vx) — 1

por las propiedades conocidas de sucesiones reales.

2) f(z,y) = xy/(x?® + y?). Se verifica andlogamente que f es continua en
R%\ {(0,0)}. Queremos estudiar el limite cuando (x,y) — (0, 0). Si procedemos

como en el ejemplo anterior, obtenemos un limite indeterminado:

TrYk
2 2"
k—+4o00 ‘Tk =+ yk

con zx — 0y yr — 0, que no podemos determinar sin conocer la forma expli-

cita de (z), (yx)- Una forma de proceder es la siguiente: Si z;, = y;, entonces

2
TrYk _a:k_l_>

22 +y? 222 T2

1

5

Pero si x;, = 0,y; = 1/k, una cuenta similar nos da limite 0. Al tener limites
distintos segtin la sucesiéon que tomemos, concluimos que el limite no existe.

Otra forma mds general seria restringir f a la recta y = max, entonces

m

flema) =

valor constante en la recta y que varia con la pendiente m (si m = 0, vale 0
y si m = 1, vale 1/2, por ejemplo). Esto implica que f(z,y) no tiene limite
en (0,0): en todo entorno toma los valores entre 0 y 1/2, ya que la funcién

h(m) = m/(1 4+ m?) es continua.

3) f(z,y) = zy?/(z* + y*). La situacion es similar a la del ejemplo 2). Sin
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embargo, restringiendo f a rectas y = mz,

m2z3

flz,mz) = 0, paratodom

22 +m2x% -0

Podriamos pensar en este caso que existe el limite de f y vale 0, ya que por
todas las rectas se llega al mismo limite. Sin embargo, si nos restringimos a
la pardbola = = y?, f(y?,y) = 1/2. Cualquier sucesion (yx,y:) que tienda a
(0,0), por ejemplo (1/k,1/k?), cumplird f(yx,y:) = 1/2 — 1/2. Por la Proposi-
cién[6.7} f no puede tener limite en (0,0).

Comentamos, como condicién de los ejemplos 2) y 3), que tomar limites
por caminos particulares puede servir para probar que f no tiene limite (si
se obtienen valores distintos segtin el camino), pero nunca para probar que lo
tiene.

(2 g a2
R S (Y R
Efectivamente, si (zx,yx) — (0,0), con (zx,yx) # (0,0), entonces si z, =

z3 + y3 tenemos que z; — 0,y 2 # 0, por lo tanto (sin z;)/z; — 1 de donde
sin(zf +yi) sinz

= — 1.
3+ y? 2k

No hace falta aqui ninguna restriccion de camino para determinar el limite.

2.0.6. Observacién: Las dificultades encontradas en el calculo de limites
nos muestran que no es siempre posible reducir el problema “bidimensional”
del limite de dos variables a un problema “unidimensional”. Veremos otros
ejemplos de esta dificultad mds adelante. Si bien estas situaciones aparecen,
como hemos visto, en funciones sencillas (cocientes de polinomios), no sera en
general el interés del curso extenderse demasiado en este tipo de dificultades:

nos restringiremos, en general a funciones continuas.

Proposicién 6.8. Si f, g son funciones continuas en p, entonces también lo son f+ g,

[0y 6if(p) #0)1/f.
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Proposicién 6.9. f: D(C R™) — Rcontinuaenpy g: D'(C R) — R continua en

q= f(p) con f(D) C D', entonces g o f (funcién compuesta) continua en p.

Ambas proposiciones son consecuencia inmediata de Proposicién|[6.7]

Combinando estas proposiciones puede deducirse la continuidad de mu-

chas funciones. Por ejemplo, f(z,y) = 2? + yexp(z/(z? + y?)) es continua en

R?\ {(0,0)}.

Definicién 16. f : D(C R™) — R es uniformemente continua en D sii

Ve >0,36 >0/Vo, 2’ € D, |z —2'|| <6 = |f(z) — f(a')] <e.

La definicién es andloga a la vista para funciones de una variable (Capitulo
3 de [5]), y sera ttil en la parte de integracion. En el Capitulo 3 de [5] se vieron
los teoremas de Weierstrass (Teorema 6) y Cantor (Teorema 7) sobre funcio-
nes continuas en un intervalo cerrado [a, b]. Estos teoremas se extienden con
idéntica demostracion para funciones de varias variables si en lugar de [a, b]
ponemos un conjunto X compacto. De hecho, en la demostracién se utiliza
fuertemente el teorema que dice que una sucesion acotada en [a, b] tiene una
parcial con limite en [a, b]. En el caso de R™, ya hemos probado (Corolario

que una sucesién en un compacto tiene una parcial con limite en él.

Enunciamos entonces los teoremas dejando la demostracion al lector:

Teorema 6.10 (Weierstrass ). Una funcion continua en un compacto tiene mdximo

y minimo.

Teorema 6.11 (Cantor). Una funcién continua en un compacto es uniformemente

continua.
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6.3. Derivadas Parciales y Direccionales

La intencién es generalizar el concepto de derivada a funciones de varias
variables trabajaremos en general, por simplicidad, con funciones de dos va-
riables aunque no es dificil de extender lo que se diga para funciones de n

variables.

Una ventaja de trabajar en R? es que se dispone de una representacion gra-
fica de la funcion z = f(z,y) como una superficie en R3. Para funciones de una

variable se define la derivada f’(z) como el

L ft A~ f(2)
im ,

Ax—0 Ax

si éste existe. Es decir, se divide el incremento de la funcién por el incremento
de la variable, tomando limite con este tltimo tendiendo a 0. La existencia de
derivada se interpreta graficamente con la existencia de la tangente, y se asocia
intuitivamente con la “suavidad” de la funcién. Por otra parte, el signo de la

derivada da idea del crecimiento de la funcién.

Esta segunda propiedad claramente no puede extenderse en varias varia-
bles (no tiene sentido hablar de crecimiento). Buscamos entonces una extensién

del primer concepto.

Si se quiere “calcar” la definicién, aparece una dificultad: no se puede divi-

dir por el incremento de la Variableﬂ que en este caso es un vector (Azx, Ay).

Una primera solucién es restringir estos incrementos, por ejemplo, a una

variable. Esto conduce a la siguiente:

Definicion 17. Sea (x,y) punto interiora D, f : D(C R?) — R. Llamamos derivada

En realidad si vemos el vector como un complejo, si se puede hacer la divisién. Ese encare da
lugar al importante estudio de las funciones holomorfas, empero no es generalizable a dimensiones
mas altas.
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parcial de f respecto a x en el punto (z,y) al

Az—0 Ax

)

.o 0
si existe, y lo denotamos f,(z,y) o a—i(m, y). Andlogamente,

) Ay f(

si existe.

De hecho, si fijamos y = y y escribimos g(z) = f(z, yo), funcién de z, se
tiene que:

fa(@,90) = ¢'(2).

Esto nos permite calcular derivadas parciales siguiendo las formulas usuales
de derivacién, considerando a la otra variable como un pardmetro.
3.0.7. Ejemplo: f(x,y) = exp(z?y). Entonces f.(x,y) = exp(z?y)2zy y
fy(2,y) = exp(ay)a®.
3.0.8. Interpretacién geométrica: La derivada parcial f,(zo,¥0) es la pen-
diente de la curva interseccion del plano y = yo con la superficie z = f(x,y).
Se podria pensar que la existencia de derivadas parciales nos garantiza cierta
“suavidad” o regularidad de las funciones. Sin embargo, un ejemplo sencillo
nos muestra lo contrario: Si f(z,y) = 1siz = 0oy = 0y 0 en otro caso,
entonces f,(0,0) = f,(0,0) = 0, pero la funcién es discontinua.

Da la impresién que la definiciéon de derivada parcial prioriza indebida-

mente las direcciones de los ejes. Esto nos lleva a la siguiente:

Definicién 18. Sea V # 0 vector de R2, V = (Vi,V3), (z,y) € D. Llamamos

derivada direccional de f respecto a V en el punto (z,y) a

h—0 h ’
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si existe.

Esto equivale a restringir f a la recta por p = () con direccién V, definir

wh) = f(lp+ hV) = f(z 4+ hV1,y + hV%), y calcular ¢'(0).

El método anterior con la funcién ¢(h) da una forma de calcular 8f/0V, p209 de 3]

pero veremos otro mds sencillo més adelante, para los casos usuales.

La existencia de derivadas direccionales en todas las direcciones jes ga-
rantia de regularidad? Una vez maés, la respuesta es negativa. Basta tomar
f(z,y) = 1siy = 2? y 0 en otro caso. Para dicha funcién, en el origen ((z,y) =
(0,0)), para cualquier vector V la funcién ¢(h) = f(0 + hV) es identicamente

nula en algtin entorno suficientemente chico de h = 0. Por lo tanto

9 (0,0) =0,
oV

pero f es discontinua en (0, 0).

Una vez mds, como en el caso de los limites, es imposible reducir el pro-
blema a uno unidimensional. Restringirnos a rectas nunca nos dara garantias

sobre el comportamiento global.

Para definir un concepto equivalente al de funcién derivable de una varia-
ble, hace falta un enfoque diferente, que desarrollamos en la seccién siguiente,

que sin embargo, estd intimamente relacionado con el de derivadas parciales.

Para terminar, veamos los conceptos anteriores para funciones de mas de

dos variables del estilo f(x1,...,x,):

of oy e Sl @+ Ary @i, ) — f(T1 0 T)
83% (xl’”"in) a Alaslgo Al‘i ’
af . fler+hVi, e + AV, ..z, + AV, — fa1,.. 0 20)
—(z1,...,2,) = lim )
ov h—0 h

En ambos casos la igualdad tiene sentido sélo si el limite existe.
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3.0.9. Ejemplo: Si f(x,y,z) = 2?ze¥?, entonces

fz = 2xzeY?,
fy _ m222eyz’
foo= 2?1+ 2y,

6.4. Diferenciabilidad

Volvemos a la definicién de derivada en una variable,

o)t 1 AD @)

o Az—0 Ax ’

que puede reescribirse de la siguiente forma (ver capitulo 3 de [5])

r(Ax) 0
Az Az—0

flx+ Ax) = f(x) + f(x)Az + r(Az), donde

Generalizamos esta nueva versioén para n = 2.

Definicién 19. Sea f : D(C R?) — R, p = (z0,yo) interior a D. Decimos que f

es diferenciable en p sii existen A, B € R tales que :

lm f(zo + Az, yo + Ay) — f(xo,90) — ADz — BAy

0,
(Az,Ay)—0 [(Az, Ay)|

4.0.10. Observacion: Al numerador en el limite anterior se le llama resto de

orden 1 de f en (xo, yo), y lo denotaremos r(Ax, Ay), es decir
r(Az, Ay) = f(zo + Az,yo + Ay) — f(20,y0) — AAz — BAy.
De la definicién deducimos que

f(xo+Az, yo+Ay)—f(zo,y0) = AAx+BAy+r(Az,Ay), con

o Az, Ay)
1 —_—
(Az,Ay)—0 [|(Az, Ay)]|

0.
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La definiciéon dice, que el incremento de f puede aproximarse por una

funcién lineal de los incrementos de las variables tal que el error cometido

r(Az, Ay) tiende a 0 con mayor orden que ||(Az, Ay)|.

Esto admite una interpretacion geométrica: Si x = xo+ Az, y = yo + Ay, la

férmula anterior es equivalente a :
f(@,y) = f(zo,90) + Alx — 20) + B(y — yo) + r(Az, Ay).

La ecuacién z = f(x0,v0) + A(x — x0) + B(y — yo) representa un plano, que
aproxima a la superficie z = f(z,y) con error r(Az, Ay).

Puede decirse que la superficie es “aproximable por un plano”, que serd el
plano tangente en el punto (zo, yo, f(x0, z0)). Esto es andlogo al caso de una
variable, en que la funcién se aproxima por la recta tangente, y nos da idea que
la definicién dada es una adecuada generalizacién.

Es claro ademads, que para funciones de una variable la derivabilidad y la
diferenciabilidad son conceptos equivalentes.

La version geométrica descripta nos da mds garantfas de regularidad. In-
tuitivamente, algo, que estd cerca de un plano no puede ser muy irregular.

Veremos en el siguiente teorema que ahora si tenemos garantizada la con-
tinuidad, ademas de la existencia de derivadas parciales y direccionales. Ade-

mads veremos que las constantes A y B son justamente las derivadas parciales.

Teorema 6.12. Sea f diferenciable en p = (g, yo) con

lim f(z,y) = f(p) + Alz — z0) + By — vo)

=0.
(Az,Ay)—0 [(x — 20,y — yo)ll

Entonces

1. f continua en p = (9, vo),
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2. f tiene derivadas parciales en p, y valen

of of

8x(p) =A, @(p) =B.

3.5V = (V4,V2), f tiene derivada direccional en p, y vale

of
ov

0 = Lowi+ L,

Demostracion. Por hipétesis, si Az = 2 — z9 y Ay = y — yo, entonces

r(Az, Ay)

T,y) = + AAz + BAy + r(Az, Ay), con lim ———F5=0.
flzy) = f(p) y+r( Y) 0o Az, A
Dedonde lim r(Az,Ay) = 0. Por lo tanto

(Az,Ay)—0
1 lim T,y) = ,pero lim r,y) = lim x,y), de don-
)(A%Ay)éof( y)=f(p).p (Am,Ay)—»Of( y) (x,y)ﬁpf( y)

de entonces f es continua en p.

2) Tomando Ay = 0, se tiene

f(zo+ Az,y0) — f(p) r(Az,0)
Az =4+ Az (+)
Como
r(Az,0)| | r(Az,0)
Az ‘ o I(Az,0)||| az—o0

Por lo tanto el limite cuando Az — 0 del cociente de la izquierda en (x) existe y
esigual a A. Como dicho limite cuando existe es igual a f,;(p), entonces f,(p) =

A.

Andélogamente para fy(p).

p213 de [3] 3) Tomando (Az, Ay) = hV = (hV;, hV%), tenemos
f(p+hZ) —I®) _ 4y By + M
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como
r(hVi, hVa)
h

r(hVi,hVs)
[(h V1, hV2)]

—

h—0

tenemos (9f/0V)(p) = AVy + BVs. O

El teorema anterior nos di, para una funcién diferenciable, una expresioén

para la derivada direccional:

;Lé(p) = L)V + £, (0)-Va = (f(0), £, () - V.

Definicién 20. Al vector (f(p), fy(p)) se le llama vector gradiente de la funcién fy
se lo denota V f (p).

Tenemos entonces que si f es diferenciable, entonces

or -
ﬁ(p)—vf(p) Vv
y o
Fo+V) = Fp) = Vi) - 7 +r(7),  con "D _
T

En la expresién anterior, si nos restringimos a vectores V denormal (|V] =
1), vemos que el maximo de %(p) se obtiene en la direcciéon de V f(p): el
gradiente nos da la direccién de mayor “crecimiento” de f.

La anterior definicion se extiende para f de n variables, f(z1,...,%,). En

este caso

Vip) = (fe (D), fr, (D))

1. Condiciéon Suficiente de Diferenciabilidad

Los resultados anteriores, y otros que surgen, nos dan buenas propiedades
para funciones diferenciables. Ahora bien, ;c6mo saber si una funcién es dife-

renciable? Se puede, por supuesto, recurrir a la definicién, pero existen criterios
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mas sencillos. Veremos a continuacién una condicién suficiente aplicable en los
casos usuales. Antes de ello corresponde observar que vale el dlgebra usual pa-
ra funciones diferenciales, es decir, la suma, producto y divisién de funciones

diferenciables da lugar a una funcién diferenciable. Lo dejamos como ejercicio

Ejercicio 6.4.1. Si f y g son funciones diferenciables en p, entonces también lo son

f+g fgy(sif(p)#0)1/f.

Teorema 6.13 (Condicion suficiente de diferenciabilidad ). Sea f : D(C R?) —
R, p interior a D.
Si las derivadas parciales f,, f, existen en un entorno de p, y son continuas en p,

entonces f es diferenciable en p.

Demostracion. Sea ¢ > 0 tal que tal que f; y f, existen en B(p; 6). Supongamos

que p = (20, Y0) y sea v = (Azx, Ay) con ||v|| < . Entonces si escribimos

r(v) = f(p+v) — f(p) — fo(p)Az — fy(p)Ay, (*)

para probar la diferenciabilidad, debemos ver que m p—— 0.
Y
Yo + Ay
Yo

Zo To + Ax

Escribiremos el incremento f(p+v)— f(p) como la suma de dos incrementos,

uno vertical y otro horizontal, ast:

f(p+v)=f(p) = [f (w0 + Az, yo + Ay) — f(z0 + Az, y0)+[f(z0 + Az, y0) — f(20,%0)]

En el primer incremento la variable « permanece constante (igual a zo + Ax),

()



6.4. DIFERENCIABILIDAD 31

mientras que en el segundo incremento es la variable y que permanece cons-
tante (igual a yo). Como las derivadas parciales existen, podemos aplicar el
teorema de Lagrange a ¢(y) = f(z0 + Az, ) en [yo, yo + Ay ya que ¢/(y) =
fy(xo+Az,y). Suaplicacién nos dard un 6 € (0; 1) tal que p(yo+Ay) —¢(yo) =
¢ (yo + 0Ay) Ay, de donde

f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo + Az, y0) = fy(wo + Az, yo + 0Ay)Ay. ()

Juntando (), (+*) y (***) obtenemos la siguiente expresién para r(v):

p215 de [5]
r(w) = fy(zo+Az,yo +0AY)Ay + f(zo + Az, yo) — f(p) — fu(p)Ar — fy () Ay
xo + Az, —
= [L BRI )] b 18, 0+ Ao+ 02) — £y
De donde
r(v) {f(l“o + Az, y0) — f(p) Az Ay
= = fa(p)| 5+ Ly (o + Az, yo + 0Ay) — f,,(p)]
ol Av )] o et Ann 2 00~ LRy
(1)
(I) (4) (i7)
Haciendo v — 0 tenemos que (I) — 0 por existir f,(p), (II) — 0 por ser f,
continua en p, (i) y (i¢) acotados entre -1 y 1, de donde toda la expresién tiende
a cero. O
4.1.0. Ejemplo: La funcién f(z,y) = z%e* es diferenciable en cualquier p216 de [5]

punto, ya que sus derivadas parciales, f, = (2%y + 2z)e™ y f, = 23" son
funciones continuas.

Tomando p = (1,0), por ejemplo, se obtiene

fx,y) = f(1,0)4+£(1,0)(x=1)+f(1,0)y+r(z—1,y) = 1+2(z—1)+y+r(z—1,y).

De donde z = 1 + 2(z — 1) + y es la ec. del plano tangente a z = f(z,y) en el
pto (1,0).
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2. Diferencial de una Funciéon

Sea f diferenciable en p = (z,y0), Af el incremento de f, es decir Af =

flz+ Az, y + Ay) — f(xo, yo)- Se tiene

r(Az, Ay)
Af = fo(p)Ax + f,(p)Ay + r(Az, Ay), con 0

El incremento A f de la funcién depende de los incrementos Az, Ay y pue-

de ser aproximado cerca de p, despreciando el resto, por la funcién lineal df

df (Az, Ay) = f.(p)Az + f,(p)Ay.

Definicién 21. f : D(C R?) — R diferenciable en p. Llamamos diferencial de f en

el punto p, a la funcién lineal de las variables Ax, Ay,

df [,(Az, Ay) = fo(p)Az + f,(p)Ay.

4.2.0. Observacién: Es usual denotar dz, dy a los incrementos Az, Ay, y

obtener entonces

df,(dx, dy) = fo(p) dx + f,(p) dy.

Conviene sefialar, sin embargo, que en la expresién anterior dz, dy son
exactamente los incrementos Az, Ay, mientras que df es s6lo una aproximacion
al incremento A f, tanto mas ajustada cuanto més pequerfios sean Az, Ay. En
las aplicaciones muchas veces se identifica Af con df diciendo que se trata
de incremento “infinitamente pequefios”. Este procedimiento no tiene sentido
estricto en este enfoque, pero resulta poderoso del punto de vista intuitivo y

los resultados en general se pueden formalizar por paso al limite.
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3. Regla dela Cadena

Se llama habitualmente regla de la cadena a la regla de diferenciacién de
funciones compuestas. Para funciones de un variable, la regla es la siguien-
te si g(y), f(x) son derivables la funcién compuesta g(f(x)) es derivable y
(9(f(2)))" = g'(f () - f'(=).

Veremos como extender esta regla a funciones de varias variables.

Consideramos en primera instancia la funcién compuesta g(t) = f(z(t),y(t))
compuesta de f(z,y) con la funcién vectorial de una variableﬂ (z(t),y(t)), que
supondremos derivable. Nos preguntamos que hipétesis pedirle a f(x,y) para
asegura que ¢(t) sea derivable. Las consideraciones anteriores hacen pensar en

la diferenciabilidad. Efectivamente:
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Teorema 6.14 (Regla de la cadena ). Sean f : D(C R?*) — R diferenciable en

p = (2o, %0) € DO,
a:I(CR)— D, aft)=(z(t),y(t)), derivable en ty, con a(ty) =py a(l) C D.
entonces g(t) = (f o a)(t) = f(x(t),y(t)) es derivable en ty, con

g'(to) = fo(p)-2'(to) + fy(p)-y' (to) = V£ (p) - & (o).

(notar que g es una funcion de R en R)

Demostracién. Para demostrar que g es derivable en ¢y consideramos su cocien-

te incremental:

—_
glto + 1) — glto) _ flalto+ 1) — f(a(to)) _ f(o+Aa) — f(n)
h h h ’

donde Aa = a(ty + h) — a(tg). Como f es diferenciable en p entonces

7(Ap)

flp+ Ap) = f(p) + Vf(p) - Ap+r(Ap), con 1A m)

2también llamada curva.



34 CAPITULO 6. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Por lo tanto

flp+Aa) - f(p) Aa | r(Aa)
A =Vfp) -+ ——

Como Aa/h — &/(p) cuando h — 0, basta demostrar que r(Ac«)/h — 0. Para
p219 de [5] ello vemos que, por un lado, si Aa = 0, entonces 7(Aa) = 0. Por otro lado si

Aa # 0, entonces ||Aal| #0y

r(Aa)  r(Aa) |Aal

o | Aal h
—_
(N (€2

Cuando h — 0, Aa — 0, por ser a continua en %y, por lo tanto el cociente (I)

tiende a cero cuando h — 0. El cociente (II) estd acotado, pues

[Aa]|
h

_[2a
R

/
—_— t .
— o’ (to)]

O

Una generalizacién de lo anterior consiste en componer f(x,y) con una fun-

cién vectorial (z(u,v), y(u,v)) de dos variables, obteniendo g(u, v) = f(x(u,v), y(u,v)).

Teorema 6.15. Sea f(x,y) diferenciable en p = (o, yo),
x(u, v) tiene derivadas parciales en (ug, vo) y x(uo,vo) = o,
y(u, v) tiene derivadas parciales en (ug, vo) Yy y(uo, vo) = Yo,

entonces, g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) tiene derivadas parciales en (ug, vo) y valen:

dg of o0x Of 0y
1y 22 - 2.y Y P
(1) ou or 3u+8y ou
oy _ 05 0s 0f 0y
2) v Ox 3v+3y o’

donde se sobreentienden los puntos de evaluacion de las derivadas.

220 de [5 . .
P el Demostracion. Sea v = vy fijo. Entonces g(u,vo) = f(z(u,vo),y(u,vo)) es una

funcién compuesta como en el Teorema y se cumplen todas las hipéte-
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sis. (1) es entonces una consecuencia inmediata del Teorema y se procede

andlogamente para (2). O

4.3.0. Observaciones:

a) Si se pide ademds que las funciones z(u,v), y(u,v) sean diferenciables,
puede demostrarse que g lo es rehaciendo una demostracién como la del

Teorema [6.14]

b) Sin embargo, serd suficiente en general que f(z,y), z(u,v), y(u, v) tengan
derivadas parciales continuas. En ese caso, g(u, v) también las tiene, como

surge inmediatamente del Teorema y por lo tanto es diferenciable.

4.3.1. Ejemplo: Se tiene la funcién f(z,y) definida en el plano, se la quiere

representar usando coordenadas polares. Es decir, obtener g(p, 6) = f(pcosé, psin@).

Usando el Teorema las derivadas parciales de g son

99 _ Of of
(1)8p = 3 cosf + By sen,
99 _ _9f of
(2)&9 = Py Sen9+pay cos 6.

4. Curvasy Superficies de Nivel

Una forma de representar en el plano una funcién de dos variables es dando
las curvas de nivel, es decir los conjuntos f~*(k) = {(z,v) / f(z,y) = k} donde
la funcién toma el nivel k.

Pensando en la representacion espacial, esto equivale a cortar la superficie
z = f(z,y) conel plano z = k.

Un ejemplo tipico son los mapas de relieve, en que se da la altura en funcién

de dos coordenadas geograficas.

p221 de [5]
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Otro ejemplo son las isotermas (curvas de temperatura constante) en un
mapa meteorolégico.

Veamos una propiedad de las curvas de nivel: observando la figura,
si estamos en p, parece claro que la
funcién crece més rapido si nos mo- _
vemos en forma perpendicular a las ~UP
curvas de nivel. Ya sabemos que si \ F=2

Vf # 0, Vf indica la direccién de f=1

maximo crecimiento de f. Esto mo- f=0

tiva la siguiente:

Proposicién 6.16. Sea p = (x¢,yo), f diferenciable, V f(p) # 0, a(t) curva diferen-
ciable tal que ¥t € I, o(t) € {(x,y) / f(z,y) = k}, entonces o/ (to) L V f(p).

Demostracion. Sea g(t) = f(a(t)), g(t) = k¥t € I por lo tanto ¢'(to) = 0.

Por la regla de la cadena, ¢'(t) = V f(p) - &/ (to). O

Vf

QIN/
f(a:,y) =k
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4.4.0. Observacién: a) Lo anterior supuso que la curva de nivel pudo pa-
rametrizarse en la forma a(t), ¢ € I. Esto atiin no se ha visto, pero més adelante
veremos el Teorema de la funcién implicita, que mostrard que si f tiene de-

rivadas parciales continuas y V f(p) # 0, esto es posible.

b) Los resultados anteriores se pueden extender para funciones de tres va-

riables, introduciendo las superficies de nivel {(z,y, 2) € R?/f(x,y,2) = k)}.

Se demuestra en forma similar que V f es perpendicular a las superficies de

nivel.

44.1. Ejemplo: Veamos un ejemplo de b): si f(x,y,z) = 2 + y* + 22, los
conjuntos {(z,y, z)/z* + y? + 22 = k}, con k > 0, representan esferas de centro
en el origen. Si P = (o, Y0, 20), V.f(P) = (220, 2y0, 220) = 2(P — O) proporcio-

nal al radio vector y por lo tanto perpendicular a la esfera.

6.5. Derivadas de Mayor Orden

Supongamos que f(z,y) tiene derivadas parciales en todos los puntos inte-
riores a D. Tenemos definidas, entonces, dos funciones de dos variables, f,(z,y)
y fy(x,y). Siéstas a su vez tienen derivadas parciales, obtenemos las derivadas

segundas:

 Ofy  Ofy _ Of.  0%f
Jaw = dxr  9x2’ Jay = oy  Oyox’

_Ofy _ 9*f _of,  0°f
Jya = oxr  0zdy’ Foy = oy  Oy?’

Anélogamente, pueden definirse derivadas terceras fy;z, frya, etc., silas fun-

ciones anteriores tienen derivadas parciales.

p223 de [5]
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5.0.3. Ejemplo

f(z,y) = 22e*¥. Derivando se obtiene

fo = (2z+2%y)e™, fy= z3e™Y, (6.1)
fox = (@77 +4zy +2)e™, f =ate™, (6.2)
foy = fya= (3352 + x3y)ew. (6.3)

Se observa en el ejemplo que las derivadas “cruzadas” fyy, fy., soniguales.

Para funciones con suficiente regularidad este hecho es general.

Teorema 6.17. Si f,, , f,. existen en un By, y son continuas en p, entonces fu,(p) =

fyz (D).

Demostracion. Sea p = (xo,y0) y v = (h,h) talque a + v € B,,.
p224 de [5] Yy
Yo+ h

Yo

o .’ﬂ0+h

Calculamos el siguiente “incremento doble” de la funcién f en los vértices

del cuadrado de lado h y vértice inferior izquierdo p:

o(h) = f(xo+ h,yo + h) — f(zo,y0 + h) — f(zo + h,y0) + f(x0,90)-

Agrupando la expresion anterior, se la puede escribir en dos formas:

(1) oh) = [f(xzo)+h,yo+h)— f(zo+ h,yo)] — [f(0,y0 + ) — f(x0,50)],

[f(zo) +h,yo + h) — f(wo,yo + h)] — [f(zo + h,yo) — f(x0,y0)] -

o
5
>
~—
Il
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Trabajamos con la forma (1). Llamando ¢ (z) al incremento (z) = f(z,yo +

h) — f(z,y0), se tiene que

p(h) =1(xo + h) = (o) = M)’ (zo + 0h), 0 € (0;1),

donde la ultima igualdad es por Lagrange aplicado a ¢ en [z, z¢ + h].

= @(h) = h[fe(xo + 0h,yo + h) — fu(zo + Oh, yo)] 0 € (0;1).

Aplicando nuevamente Lagrange a la funcién A(y) = fo(zo +6h,y) en [yo, yo +
hl:
@(h) = B2 foy(x0 + Oh,yo + 0'R) 0,0 € (0;1).

h
De donde, 90}52) = fay(zo + 0h,yo + 0'h) PR fay(p) por ser f;, continua en

p. El razonamiento anterior puede repetirse en forma andloga partiendo de la

w(h)

forma (2). En ese caso se llega a 02 o fyz(D)-

Como el limite en tnico, se deduce f.,(p) = fy=(p)-

5.0.3. Notas: Puede parecer que el teorema anterior no sea muy ttil, ya que
para verificar las hipétesis hace falta conocer las derivadas segundas para saber
si son continuas. Sin embargo, en muchos casos usuales se sabe de antemano
que existen derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes, salvo a lo sumo
en algtin punto. Por ejemplo, para f(z,y) = z2e5"¥/(2? + y?) se sabe que
foy(@,y) = fya(z,y) V¥(w,y) # (0,0).

Existen, por otra parte, versiones, del teorema anterior con hipétesis mas
débiles: Basta pedir que, ademds de f,, f,, exista y sea continua f,, para que exista

también fye , Y foy = fya- Ver [l

Por dltimo, se pueden dar ejemplos en que no se cumple f,, = f,., aunque

p225 de [5]
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existan las dos. Dos posibles ejemplos son

) 2
xy(xQ —y2) 0.0 Ty s1x” < y“,
W (z,y) # (0,0)
Df(z,y) = 2)f(z,y) = —xy  siz? > 2,
0 (x.4) = (0,0). L,
0 siz =y”°.

En ambos casos f.(0,0) =1, f,2(0,0) = —1. (Ejercicio)
p226 de [5]

1. Funciones de Clase C*

Definicion 22. f(z,y) es de clase C* si tiene derivadas parciales continuas hasta

orden k. Si eso para todo k entonces la funcién es de clase C°.

2. Diferenciales de Mayor Orden

Al definir diferenciabilidad vimos la idea de aproximar el incremento A f
de la funcién por un término lineal (de ler grado) en Az, Ay, que llamamos
diferencial df.
Nos proponemos ahora generalizar el desarrollo de Taylor que permite, en
funciones de una variable con k derivadas, aproximar A f por un polinomio de
grado k.
Introducimos previamente algunas notaciones: Sea f de clase C*.
Habiamos denotado df |,(Ax, Ay) = f.(p)Ax + f,(p)Ay
Ahora escribiremos
Eflp(Az, Ay)= fow(p)Ax® + 2fzy (D) AzAy + fyy(p)Ay?,
P flp(Az, Ay) = fow(p)Aa® +3f 2 (P)AT* Ay + 3], 2 (0)AxAy® + f, 3(D)AY?,
A" flp(Az, Ay) = f k(P)AT" -+ CFf hmiy (D) AT AY 4 -+ f e (P)AYY,

!
donde C¥ es el coeficiente binomial que es igual a '(kk)'
1! —1):

p227 de [3] En general d* f|,, (Az, Ay), llamado diferencial de orden k de f en p, es un
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polinomio homogéneo de grado £ en los incrementos Az, Ay, en particular

EA) _ o
A T §

Una forma de recordar la férmula es trabajar formalmente con el binomio de

Newton.

d* f(Az, Ay) = rrd s ay kf
T, 8Y) = | AT yay

akfi az ak

identificando los productos —— — con ————.
P Oxk—1 Oyt Oxk—igyt

3. Desarrollo de Taylor

Recordamos brevemente el desarrollo de una funcién de una variable en un

punto p. Si f(z) tiene k derivadas en p, puede escribirse

f”( JUP) pg +f(k)( ) Adktr(Az),  1im BT g

fp+Az) = f(p)+f'(p)Ax i 520 (An)k

Siademas f tiene derivada continua de orden k + 1, se puede escribir

f(k'+1)(a T 9A$)(A$)k+1

ri(Az) = (k+1)! :

con 6 € (0;1) (resto de Lagrange.)

Para funciones de dos variables, hay resultados andlogos. En este caso los poli-
nomios son de dos variables Az, Ay, y el término d' f|,,, (Ax, Ay) juega el papel
del término ) (p)Ax.

5.3.0. Nota: Se tienen los siguientes resultados:

(A) Si f es k-veces diferenciable en p (f y sus derivadas parciales hasta orden k — 1

son diferenciables en p), entonces, si Ap = (Ax, Ay) se tiene:
p228 de [5]
1
F(o+Ap) = f(p) + dflp(Ap) + 5d* flp(Ap) + - + d’“flp(Ap) +71(Ap),
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. 1e(Ap)
con lim = =
Ar=0 |[Ap||

(B) Si f es de clase C**1, se puede escribir ademas

1

&+ 1)!dk+1f\p+9Ap(Ap), 0<0<1.

Te(Ap) =

Nos limitamos aqui a demostrar (B), que puede deducirse facilmente del caso

de una variable, y cubre los casos usuales. Para (A), ver [4].

Teorema 6.18. Sea f de clase C*+1 en B(p;6), v € B(0;0). Entonces existe § €
(0;1) tal que

Fp+0) = F0) + dfly(0) + 5 (o) + -+ 13l (o) + (),

(k i i lpou v)

De lo anterior se deduce que 1im Tk (Uk) =
v=0 o]

donde ry,(v) =

Demostracion. Sea g : [0,1] — R, g(t) = f(p+tv) = f(zo + tAz,yo + tAy),
donde v = (Ax, Ay). Entonces g(0) = f(p),q(1) = f(p + v). Derivamos g(t)

p229 de [3] usando la regla de la cadena, hasta orden k + 1
gt) = folp+tw)Az+ fy(p+ tv) Ay = df[pse0(v)
g’ ) = frapttv)Az? + fr,(p+t0)AzAy + fuu(p+Htv) AyAz + fo, (p+tv) Ay?
= d2f|p+tv (v).

Procediendo por induccién, no es dificil probar que ¢*(t) = d'f|p4+t0(v). Se
utiliz6 en todos los pasos que f es de clase C**! para la regla de la cadena.
Entonces g es una funcién de una variable con derivadas continuas hasta

orden k + 1 en [0, 1]. La podemos desarrollar por Taylor en [0, 1] y obtener

" (k) (k+1)
91 =9(0) + 9/(0) + 54 4 T )

0<f<l1.
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Sustituyendo con las expresiones obtenidas para las derivadas de g, se obtiene

el desarrollo de la tesis. Para terminar el teorema, veamos que h'r% T‘k (ﬁ]k) =
v— v
rk(v) A" flpro v
H’U”k = ||UH ||'U||kil . (/U) = HU” dk+1f|P+9'U(u) conu = m € 83(07 1)

Como las derivadas parciales de orden k + 1 de f son continuas, el diferencial
de orden k£ + 1 de f serd una funcién continua. Ademas las derivadas parciales
de f estan evaluadas en puntos del segmento [p,p + v] = {p+tv/t € [0,1]} que
une p y p + v, que es un compacto de R™ (es claramente acotado, y no es dificil
ver que es cerrado) y u varfa en el compacto 9B(0; 1). Por lo tanto dP*! |19, (u)

es una funcién continua en [p,p + v] x dB(0; 1) compacto (de R"*™), por ende

ri(v)

acotada. Como ||v|| — 0 entonces ol
v

—— 0 como querfamos. O

v—0

p230 de [5]
5.3.1. Ejemplo: Hallamos el desarrollo de Taylor de orden 2 de f(z,y) =

log(1 4z + 2y) enel punto p = (2,1).

1 2
fm(x,y)—m, fy(xay)—m7
-1 -2 —4
fm(%y) = m7 f:vy = fya: = m7 fyy = m
Se obtiene:

f2+Az, 1+ Ay) = logh+ %Am—&- %Ay— %(Aﬁ +4AzAy+40y2) +r(Az, Ay)

r(Az, Ay)
lim —_— = =
(Az,Ay)—(0,0) Ax? + Ay?
5.3.2. Nota: En funciones de mas de dos variables, el desarrollo es valido

con

y tiene la misma forma. En el caso f(z1,...,z,) debe interpretarse

d*f(Axy, ..., Ax,) = Al‘1i+A$2i+"'+AJL 2 pf
k) ) n axl axZ n/awn k)

polinomio homogéneo de grado p que se obtiene desarrollando formalmente
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la expresién anterior.

6.6. Extremos

Una funcién de una variable tiene un maximo relativo en un punto si la
funcién toma en él un valor mayor que en los demds puntos de un entorno;
tiene un méximo absoluto en un punto si toma en él un valor mayor qué en él.

Los conceptos son anédlogos en varias variables.

Definicién 23. Sea f : D(C R") — R, p € D. Diremos que f tiene en p un

{ maximo
| ]

minino } relativo si 3B, C B/ Yv € By, f(v){

}f(p)~

IV IA

<

} absoluto siVv € D, f(v){ g }f(p).

. { maximo
minimo

Notar que con la definicién anterior un extremo absoluto (maximo o mini-
mo) puede no ser extremo relativo, porque puede no darse en un punto inte-
rimﬂ Por ejemplo, para la funcién f : [0,1] — R, f(z) = 22, el méximo absoluto
ocurre en la frontera de [0, 1]. Esta distincién serd cémoda para dar condiciones
en términos de derivadas. Para la funcién f anterior, la derivada (lateral) en el
extremo absoluto no se anula (vale f/(1) = 2), pero en un extremo relativo, si

hay derivada, esta se anula. Desarrollamos ahora el caso de varias variables.

Proposicién 6.19 (Condicién Necesaria de Extremo Relativo ).

f tiene mdximo relativo en p
= Vf(p) = (0,0).
f tiene derivadas parciales en p
Demostracion. Sea p = (xo, o) Y supongamos, por ejemplo, que f tiene un ma-

ximo relativo en p. Entonces existe B, tal que Vv € B,, f(v) < f(p). Por lo tanto

Y(z,90) € By, f(2,50) < f(20,90), 0 sea que la funcion g(x) = f(x,y0) posee

SEsta definicién de extremo relativo no es estdndar. A veces no se exige que el punto p esté

o
en D y se da la siguiente definicién: f presenta un mdximo (minimo) relativo en p sii 3B, /Yv €
B, N D, f(v) < (>)f(p). Con ésta definicién todo extremo absoluto es relativo.



6.6. EXTREMOS 45

un méximo relativo en x¢. La existencia de f, en p asegura la existencia de ¢’
en o, yaque ¢'(zo) = f.(p). Ademads al ser p interior, también lo es x en el do-
minio de g. Por el teorema correspondiente al que estamos demostrando pero
para funciones de una variable, tenemos que ¢'(zo) = 0, por lo que f,(p) = 0.

Anélogamente f,(p) = 0. O

6.0.3. Ejemplo: f(z,y) =22+y?, D = {(z,y) /2®+ 2% < 1} f tiene un
minimo relativo (que ademads es absoluto) en (0,0), y Vf = (2z,2y) se anula
en (0,0).

En este caso el méximo absoluto de f ocurre en la frontera de D (0D =
{(z,y) /2* + 2* = 1}), por lo que no es un méximo relativo, y no hay alli

anulacién de V f.
Definicién 24. p es punto critico de f sii f es diferenciableen py V f(p) = 0.

6.0.4. Observacién: V f(p) puede existir, pero f no ser diferenciable en p.
Por la Proposicién los extremos relativos son puntos criticos. Sin em-
bargo, no todos los puntos criticos son extremos relativos.

6.0.5. Ejemplo: (paraboloide hiperbdlico o silla de montar)
f(zvy) - IL‘2 - y2‘

El tnico punto critico de f es (0,0), ya que Vf = (2z, —2y), pero no es un

extremo.

z,0) =22 >0= f(0,0) siz#0
De hecho, f,0) 1(0.0) 7 por lo que en toda bola

de centro (0,0) la funcién toma valores por encima y por debajo de f(0,0) = 0.

6.0.6. Notas: Ya en funciones de una variable la anulacién de f’ no garan-
tiza la existencia de un extremo. Para estudiar la existencia de extremos, en
ese caso, o se recurre a un estudio de crecimiento (signo de f’) o se estudia

la derivada 242, El primer método no es trasladableﬁ a R”, como ya se dijo. El

4Un interesante hecho relacionado con ésto es la existencia de funciones de R? a R, diferencia-

p233 de [5]
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desarrollo de Taylor introducido en la seccién anterior nos permitird extender

el 29° método.

1. Reconocimiento de Puntos Criticos

Supongamos que p es punto critico de f, y que f tiene desarrollo de Taylor

de orden 2. Tenemos df |,(v) = 0, entonces

r(v)

—_—
lo]f* w0

flp+v)—f(p) = %d2f|p(v) +r(v), con

Si consideramos, intuitivamente, que el resto r(v) es despreciable, entonces el
signo de d? f|,(v) determina el signo de Af = f(p +v) — f(p).

Si d?f(v) es positivo Vv, Af > 0y f tendrd un minimo en p. Naturalmente,
esta version intuitiva debe ser rigorizada pero nos da una idea de que es rele-
vante saber estudiar el signo de d*f, que es un polinomio homogéneo de 24°
grado, en los incrementos Az, ..., Az, de las variables. (Ax, Ay para el caso
n = 2).

Un polinomio de gdo grado en n variables, homogéneo, es llamado forma
cuadrética en R", y serd objeto de estudio en el curso de Algebra Lineal. Aquf
nos limitaremos a dar algunas definiciones y estudiar el signo de una forma
cuadratica en el cason = 2.

Estudiamos la forma de d?f:

B fo(Az, Ay) = for () A2 + 2f,y (D) AzAy + f (p)Ay? =

—(anag) | O I A0

donde v es el vector fila (Az, Ay), v' su transpuesta, y H es llamada matriz

Hessiana de f en p, denotada a veces f”(p).

bles con un minimo relativo no absoluto y un solo punto critico (obviamente en el minimo relativo).
Tales ejemplos no existen en funciones de R a R, por la existencia de un orden total en R
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Definicion 25. Una funcién ¢ : R? — R/ ¢(c) = v - H - v, donde v es un vector
fila de R?, y H es una matriz simétrica, se llama forma cuadrdtica en R?.

Una forma cuadrdtica se dice:
1. Definida positiva sii (v) >0 Vv # 0,

2. Definida negativa sii ¢(v) <0 Vv #0,

positiva

3. Semideﬁnida{ negativa

} sii Yo, ¢(U){

4. Indefinida vy, vy : ¢(v1) > 0, ¢(v2) < 0.

IN IV

}0, Ju % 0:¢(u) = 0.

p235 de [5]
6.1.1. Ejemplos

1) ¢(Ax, Ay) = Az? + 2AxAy + Ay? = (Az + Ay)?. H = (
¢ es semidefinida positiva: ¢(Ax, Ay) > 0,¢(—1,1) = 0 con (-1,
2) $(Az, Ay) = As? + AzAy + Ay?,  H— ( 1}2 1{2 )

Para estudiar el signo, nos restringimos a la recta Ay = mAx. Sustituyendo

—_ =

)

) £ 0.

—_

tenemos:

o(Az, mAz) = Az?(m? +m +1).

Como Vm, m? + m + 1 > 0 (ya que el discriminante es —3 < 0, por lo que no
tiene raices reales), ¢(Az, mAx) > 0y vale 0 sélo en el origen (0, 0).

Esto es vélido para cualquier m, por lo tanto para cualquier recta por el
origen. (para la recta Az = 0, que faltarfa, ¢ = Ay? y también es cierto). =
o(Az, Ay) > 0, ¢(Az, Ay) = 0solo en (0,0) = ¢ es definida positiva.

3) ¢(Ax, Ay) = Ax? +4AxAy+Ay? ¢(1,1) =6 >0, ¢(1,—-1) = -2 < 0= ¢
indefinida.

Veremos a continuacién un método general para clasificar formas cuadrati-

cas de R? , que surge de extender el procedimiento del Ejemplo 2).

236 de [5
Proposicién 6.20. Sea P 5]

d(Az, Ay) = aAz? + 2B8AxAy + yAy?,
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forma cuadritica de R?. Entonces, si H = ( g 5 ),
1. Sidet H >0 { >0 } entonces ¢ es definida { positioa }
. YVa<o s negativa J’

2. Sidet H < 0, entonces es indefinida.
3. Sidet H = 0, entonces ¢ es semidefinida.

Demostracion. Restringimos la forma a las rectas por el origen Ay = mAz 'y

Az =0:

Az?(a+26m +ym?), Ay=mAzx
oAz, mAzx) =

yAy? Az =0.

y consideramos el discriminante A del polinomio de 24° grado p(m) = «a +
28m + ym?, que serd A = 4(3% — ay) = —4 det H.

1) Sidet H > 0, entonces A < 0y pno tendra raices reales, por lo que tendra
signo constante igual al de p(0) = oy al de lim,,, .o, p(m)/m? = 7. Por lo tanto
¢ es definida positiva si & > 0 y negativa si a < 0.

2)Sidet H < 0 = A > 0 = p(m) tiene dos raices reales distintas por tanto
cambia de signo = 3Im, mg : p(m1) > 0,p(m2) < 0= ¢(1,m1) >0, P(1,ms) <
0y ¢ es indefinida.

2

p237 de [5] 3)si A = 0, y el polinomio p(m) seré de la forma ~v(m — mg)? > 0, para

cierto mg € R. Por lo tanto, ¢ nos queda de la forma

Az?(m —mo)? si Ay = mAur,
¢(Az, Ay) =7
Ay? si Az = 0.

Expresion que es o bien nula o bien tiene el mismo signo que . Ademads ¢(1,mg) =

0, siendo (1,mg) # (0,0). Por lo tanto ¢ es semidefinida. O

6.1.1. Observacién: En el caso 1. en lugar de considerar el signo de o se

puede considerar el signo de ~.
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Ahora estamos en condiciones de dar un criterio de reconocimiento de pun-

tos criticos.

Teorema 6.21. f tiene un punto critico en p, y admite desarrollo de Taylor de orden 2
en p, entonces:

1) Sid?f |, es definida positiva, f tiene un minimo relativo en p,

2) Sid>f |p, es definida negativa, f tiene un mdximo relativo en p,

3) Si d? f|,, es indefinida, f no tiene mdximo ni minimo en p (se dice en este caso que
f tiene un punto de silla en p).

(en el caso d? f|, semidefinida, el criterio no permite decidir)

Demostracién. Sea ¢(v) = d? f|,(v), por Taylor (y como df|, = 0),

T(v)

e
lo]* v—o

= o+ )~ 1) = ol (2 ik e<v>>=|v||2 (3000+50))

donde u = v/ ||v||, vector de médulo 1 (versor) colineal con v, pertenece a S =

)

Flp+v) — F(p) = 56(0) +r(v), con<(v) =

0B(0;1), compacto de R?.

1) Como ¢ : R? — R es una funcién continua (polinomio), tiene méaximo y
minimo en S.

Si ¢ es definida positiva, su minimo m debe ser positivo (pues m = ¢(u1),
para cierto u; € 5), = ¢(u) > m > 0Vu € S. Si volvemos a la expresion (),
Como &(v) — 0, podemos elegir By : siv € By, |e(v)| < m/2.
= Siv € By, (36(u) +(v)) > (3m —m/2) = 0= f(p+v) = f(p) > [[v]|*.0 =0
Por lo tanto, si By tiene radio §, entonces si ¢ € B(p;d), f(¢) > f(p), de donde
f tiene un minimo relativo en p.

2) Si ¢ es definida negativa, un argumento similar muestra que f tiene un

maximo relativo en p.

3) Si ¢ es indefinida, Jvy,va/P(v1) > 0,¢(v2) < 0. Sean uy = vi/||v1]],us =

p238 de [5]
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va/||v2]|, entonces uy,uz € Sy ¢(u1) > 0, Pp(uz) < 0.

Escribimos la expresion (x) con v = tu;.

o+ tu) = 5) = (5o() + <(eun) )

Como e(tuy) P 0, existe 01 > 0 tal que para [t| < &1, |e(tu)| < $¢(uy), de
forma que el segundo factor es positivo, por lo tanto, para 0 # [t| < d1, f(p +
tur) > f(p).

En forma andloga, existe d2 > 0 tal que para 0 # [t| < b2, f(p + tuz) <
f(p) = en todo entorno de p, hay puntos donde f toma valores mayores y

menores que en p, por lo tanto f no tiene un extremo relativo en p. O

6.1.3. Notas

a) La demostracién nos da una idea de por qué no puede decidirse el tipo
de punto si d? f|,, es semidefinida. En ese caso, existe ug tal que ¢(ug) = 0. Para
v colineal con wg, f(p +v) — f(p) = r(v), cuyo signo no conocemos sin usar un
desarrollo de Taylor de orden mayor.

b) En el caso 3) (¢ indefinido) el punto p se llama punto silla. El nombre
proviene del ejemplo ya visto f(z,y) = 2 — y?. Se puede ver que en general
el comportamiento local de f en torno a un punto de silla es similar al del
ejemplo.

¢) Hemos trabajado en n = 2, porque en este caso tenemos un criterio de
clasificacién de formas cuadraticas sencillo, basado en al determinante de la

matriz H.

Sin embargo, el Teorema es totalmente general, valido para cualquier n.
En el curso de Algebra Lineal se veran métodos para clasificar formas cuadra-
ticas de R". Se podrd, entonces por el Teorema reconocer puntos criticos

en el caso general.
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Para f(z;,2a,...2,) € C? la forma cuadrética es d* f|,(v) = vHv?!, con

lezl (p) fwlwz (p) U fwlwn (p)
H= : : . :

Jrnei(P)  fonaa(®) 0 frna, (D)

6.1.4. Ejemplos

=322 — 9y,
1. Estudiar los puntos criticos de f(z,y) = 2 + y> — 9zy. f
fy = 3y* — 9z.

Resolviendo V f = 0 se obtienen los puntos criticos (0,0) y (3, 3).

Para clasificarlos, obtendremos la matriz H en cada caso.

(5 26 )= (% W)

0

En el punto (0,0), H = ( 9

709 ) = det H < 0 = d?f](0,0) indefini-
da = (0,0) punto silla.

-9 18 a=18>0
definida positiva = (3, 3) es un minimo relativo.

En el punto (3,3), H = < 18 =9 > = det H >0 } = d2f|(3,3)

p241 de [5]
2. Idem para f(z,y) = 2® — 3zy?. f, = 32% — 3y?, f, = —6zy = (0,0) es

el dnico punto critico.

0 0

En (0,0), H = < 0 0

) y d? f es semidefinida (es nula).

En este caso el criterio del Teorema no identifica el tipo de punto.
Sin embargo, un argumento directo nos muestra que no es un extremo:
f(z,0) = —23, por lo tanto f toma valores positivos negativos en todo

entorno de (0,0), f(0,0) = 0.

3. Consideremos f(z,y) = 2% + y*(z + 1)3, su gradiente es Vf(z,y) =
(fz, fy) = z+y?3(x+1)%, 2y(2+1)3), que si es nulo entonces 2y(z+1)3 =
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0=>y=002=-1Siy=0=22=0=2=0.Sic=—-1= f(-1,y) =

—2 # 0, por lo tanto el anico punto critico es (0, 0). Clasifiquémoslo:

2+ y*6(z+1)% 2y3(z+ 1)? (20
H= ( iz 412 2@t ) T HOO={ 45 )
Por lo tanto (0,0) es un minimo relativo. Sin embargo no es un minimo

absoluto ya que f(x,1) es un polinomio de grado 3.

2. Extremos Absolutos

Ya se dio la definicién anteriormente (Definicién 23). Un caso particular en
que se puede asegurar la existencia de extremo ( maximo y minimo) absolutos
es cuando el dominio D es compacto y es continua (teorema de Weierstrass).
Supondremos, en lo que sigue, f diferenciable. Como ya se dijo, un extremo
absoluto que se da en un punto interior es también relativo, y por lo tanto un
punto critico. Si se quiere entonces encontrar los extremos absolutos de una

funcién diferenciable en un dominio D compacto, basta entonces estudiar:
1. Los puntos criticos (que estaran D).
2. La frontera de D.

6.2.0. Ejemplo: Sea f(z,y)=2>+y’—ay—x—yy
D ={(z,y)/z 20,y >0,z +y < 3}
El dominio es el tridngulo de vértices O = (0,0), A = (3,0) y B = (0, 3).

fr=2r—y—1=0
fy=2y—2—-1=0

mis [0 =]

Frontera Segmento OA.y = 0,0 < z < 3, f(x,0) = z?—z, (f(,0)) = 221,
f(0)=0,f(1/2) = —1/4,f(3) = 6:
Maximo de f en OAes6en A = (3,0)

Puntos criticos } punto critico (1, 1) interior a D. Ade-

Minimo de fen OAes —1/4en (1/2,0)
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Segmento OB (andlogo)

Méximo de f en OB es6en B = (0, 3)
Minimo de f en OB es —1/4 en (0,1/2)
Segmento AB.y=3—2,0< 2z <3,

flz,3—x) = 3(2®—3x+2) s, 3(2z—-3), f(0,3) =6 = £(3,0), f(2,3) = -3/4.

Méaximo de fen ABes6en Ay B
Minimo de f en AB es —3/4 en (3/2,3/2)

Se sabe que f tiene maximo y minimo absoluto en D. Luego debe ser alguno
de los puntos encontrados. Comparando, se deduce:

Méximo absoluto de f en D: 6 en los puntos A = (3,0) y B = (0, 3),

Minimo absoluto de f en D: -1 en el punto (1, 1). (es ademds minimo relativo)

6.7. Funciones Implicitas y Aplicaciones

En muchos problemas se tiene dada una ecuacion f(z, y) = 0 verificada por
dos variables, y se quiere “despejar” y = ¢(z) (0 z = 1)(y)). Esto quiere decir
encontrar una funcién ¢(z) tal que los puntos (z,y) cumplan f(z,y) = 0 sii
y = (@)

De un modo mds geométrico, poner la curva f(z,y) = 0 como el grafico
de una funcién. Esto no siempre es posible: la ecuacién z* + y*> — 1 = 0, por
ejemplo, no es el gréfico de ninguna funcién y = ¢(z) o x = ¢¥(y).

Sin embargo, si nos conformamos con una solucién local, es posible, en
un entorno de un punto que verifica la ecuacién, identificar a la curva con
el gréfico de alguna de las cuatro funciones , y = V1—22,y = —/1—22,
r= VTP or=—/I_ 7

Nos preguntamos si lo anterior es general: es decir, si toda ecuacién f(z,y) =
0, con f suficientemente regular, podra describirse localmente por una funcién
y=p(x)oz=1(y).

El siguiente ejemplo muestra que no: con f(z,y) = z? — y?, f(z,y) = 0
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representa el par de rectas y = z, y = —z. En un entorno de O, no es el grafico
de una funcién. Hace falta, entonces, dar alguna hipétesis para asegurarlo. Si
miramos el problema en forma geométrica, f(x,y) = 0 equivale a cortar el
plano z = 0 con z = f(x,y).

En un punto p de la interseccién, supongamos que existe el plano tangen-
te. Si este plano no es horizontal, cortara al plano z = 0 en una recta, donde
siempre puede despejarse y en funcién de x o viceversa. Es natural que para la
curva f(x,y) = 0 ocurra lo mismo.

Veremos a continuacién un teorema que asegura que si f es suficientemente
regular, y el plano tangente no es horizontal en cierto punto p, se puede escribir

en la forma deseada.

Teorema 6.22 (Teorema de la funcién implicita ). Sea f : U(C R?) — R de clase
Clen U tal gque f(zo,y0) = 0 con (z9,y0) €Uy fy(x0,y0) # 0. Entonces:
existe un rectdngulo abierto I x J C U de centro (xo,yo) y una funcion o : I — J de

clase C* tal que:
V(z,y) € I x Jsecumple: f(z,y) =0 <= y = p(z).

O sea que f~1(0) N I x J es el grifico de una funcion ¢ : I — J.
En otras palabras, la ecuacion f(x,y) = 0 determina localmente a y en funcion de

x, alrededor de (g, yo ). Ademds se tiene

o me@)
P == o)

Demostracion. Supongamos, para fijar ideas, que f,(zo,y0) > 0. Como f, es
continua, existen una bola By C U de centro (xg, yo) y radio r, tal que f,(x,y) >
0 VY(z,y) € B. Entonces, para cualquier 0 < ¢ < r,siJ = (yo — ;90 +¢€), el
segmento J x {xo} estard incluido en B. Ademaés la funcién F(y) = f(wzo,y)

serd estrictamente creciente J x {z}, por lo tanto, como F(yo) = 0, tendremos
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flzo,yo—¢) =F(yo—¢) <0y f(xo,y0+¢) = F(yo+¢) > 0. La continuidad de
f nos permite tomar bolas By y By de centros (o, yo —€) v (2o, yo +¢) incluidas
en B, donde la funcién serd negativa y positiva respectivamente. Ademas, si &

el menor de los radios de B; y Bs, se cumplird
(*) fx,yo—¢) <0 y f(z,y0+¢e) >0, Vxel=(xo—dzo+0).

Resulta entonces que, para cada =z € I, la funcién F'(y) = f(z,y) es estric-
tamente creciente en .J, y continua en él. De (x) sabemos que F(yp —¢) < 0y
F(yo+¢) > 0, de donde se deduce, por Bolzano, que para cada x € I, la funcién
F(y), tiene una tinica raiz, que llamaremos ¢(z), en J. Es decir, para cada z € [
Flyy =0 < y =¢(r)oseaparacadazx € I, f(z,y) =0 <= y = ¢(x).
Como F(yo —¢) <0y F(yo +¢) > 0, es claro que p(z) € J C J.

Hemos demostrado que existe una funcién ¢ : I — J tal que V(z,y) € I x J

se tiene:

() flz,y) =0 <= y= ().

Vamos a probar ahora que ¢ es continua y derivable en 1.

Seax €I, htalquex+helyk=¢(x+h)—¢(x). Por Lagrange aplicado
ag(t) = f(x +th,o(x) + tk) en [0, 1] sabemos que existe 6 € (0;1) tal que

f(@+h,o(x) + k) = f(z,0(x) = fo(B)-h+ fy(P)-k.  conp=(x+0h,p(x)+0k).
(4) (B)

Afirmo que tanto (4) como (B) con nulos. Efectivamente por (x) sabemos
que (B) es nulo. Respecto de (A), por la definicién de k tenemos ¢(z) + k =
¢(x + h), por lo tanto, nuevamente por (*x) tenemos (A) nulo. En definitiva

fz(D).h+ fy(p).k = 0, de donde podemos despejar k y obtener

f=(P)
fu(®)

(xx) k=—h conp = (x + 0h, p(z) + 0k).
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Como f, y f, son continuas en I x J y f, no nula, su cociente f,/f, también
serd una funcién continua en I x J compacto y por lo tanto acotada. Al ser
f=/ fy acotada, tomando limites en (x*) vemos que k — 0 cuando i — 0. Por lo
tanto p — (x, p(x)) cuando h — 0. Despejando k/h de (x*) y tomando limites

obtenemos
L) Ll e@)
fy(ﬁ) h—0 fy(x7go(x))

Viendo la definicién de k tenemos que k/h es el cociente incremental que define

k_
h

¢'(z) , por lo tanto dicha derivada existe y vale

Nos falta ver que ¢’ es continua. Primero observemos que ¢ es continua pues
k — 0 cuando h — 0. Ademds, como f, y f, son continuas y f, no nula, la

férmula (* * %) nos dice que ¢’ es continua, como queriamos demostrar. O

7.0.1. Observacién:

1) Si fy(x0,yo) = 0 entonces no se puede afirmar nada.

Por ejemplo f(z,y) = 2% + y* — Len (zo,y0) = (1,0).

Si fi(zo0,y0) # 0 entonces la ecuacién f(z,y) = 0 determina localmente a
x como funcién de y. Podemos resumir los dos casos de la siguiente manera si
V f(p) # 0 entonces existe B, entorno de p = (xo,90) y o : (—€;€)(C R) — R? tal
que: a(0) =p, &/ (t) 0y V(z,y) € By, f(z,y) =0 < Tt el:(z,y)=call).

Si (z0, yo) es punto critico puede suceder que la ecuacién no determina fun-
cién alguna alrededor de (xq, yo).

2) Si la funcién dada f es de clase C* entonces se concluye ficilmente que ¢ tam-
bién es C*. En ese caso, para hallar las derivadas sucesivas de ¢ se pueden
aplicar las reglas de derivacién, y la regla de la cadena en la formula de ¢’ o
usar el siguiente argumento:

Sabemos que F(z) = f(z,¢(z)) =0,Vz € I =
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0=F'(z) = falz, 0(x)) + fy(, o(z)).¢ (x)V2 € T =
0=F"= fox + foy @' + (foy + fyy-¢)-¢" + [y 0"

(Las derivadas parciales estan evaluadas en (x, p(x)) y las derivadas de ¢
en z) Sustituyendo ¢’ por su expresion, de la tltima identidad se puede des-
pejar .

3) El teorema anterior puede generalizarse para funciones de mds de dos

variables.
Si f(z1,...,2n,y) es una funcion de n+1 variables de clase C*, f(z19, . . ., Tno, Yo) =
0y fy(z10,---,%no,Y0) # 0, entonces existe I x J, (I entorno de (z19, ..., %no) en

R", J entorno de yo) y o : I — J de clase C! tales que

YV(x10y -+ ZnosYo) €I X J, f(21,.. ., Zn,y) =0 <= y=0(T1,...,2Tpn)-

Ademds, como f(x1,...,%n, (21,...,2,)) = 0en I, obtenemos por diferenciacion
que:

Op _ —fxi(p)

Ox; fy(p) ’

dondep = (x1,...,Tn, (1, ..,Zn)).

7.0.2. Ejemplos:

1. Consideremos la circunferencia x2+y? = 1 cerca del puntop = (1/v/2,1/v/2).
Consideramos la funcion f(z,y) = 2% + y? — 1 de clase C? que en p vale
0. Como f,(z,y) = 2y, entonces f,(p) = 2/v/2 # 0, por lo tanto podemos
aplicar el Teorema y deducir la existencia una ¢ : I — J para un
entorno I de 1//2 tal que 2% + ¢?(z) = 1. La derivada de  en 1/v/2, serd
f(/V2,1)V2)  2(1/v2)

e e TRV, R TI R

ya que f.(z,y) = 2z. Sin embargo es mds facil “derivar” directamente

la ecuacion 22 + p?(x) = 1. Efectivamente derivando obtenemos 2x +
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2p(z)¢’ (z) = 0. Evaluando en = = 1/+/2 tenemos

2 25(V2)e (V) =0

N (V2) = 0= ¢'(V2) = —1.

L2.,2

V2 Vet
En importante observar que en la tltima ecuacién es posible “despe-
jar” ¢'(v/2) gracias a que 2¢(v/2) # 0, que es exactamente la condicién
fy(p) # 0 del teorema.

En realidad en la practica uno procede “derivando"la ecuacion 2 +y? = 1
de la siguiente forma 2z + 2yy’ = 0 de donde v/ = —x/y.Siz = y =
1/4/2, tenemos y’ = —1. De forma similar podemos obtener y": derivando
r+yy = 0tenemos 1+y'y'+yy” = 0dedondesiz =y =1/12yy' = —1
tenemos 1+1+(1/v/2)y"” = 0 = y” = —2+/2, que es negativa como puede

observarse graficamente.

2 2
=i 1 determinar la pendiente de la recta tangente
en un punto (o, yo), con yo # 0. La pendiente es ¢'(z), donde ¢(z) es la

funcién que se obtiene despejando y en funcién de z (f, = 2z/da?, f, =

2y/b%, f,(z0, yo). Por el Teorema

a

ooy fu(zo,yo) _ 2wo/a® (D 2@
#l@) = fy(@o, o) 2y0/b? _( ) Yo

. Podemos reobtener el teorema de la funcién inversa de funciones de una

variable:sea F' : R — R, zg = F(yo) y F'(yo) # 0. Si f(z,y) = — F(y),
entonces f(zo,y0) = 0y fy(z,y) = F'(y) no nula en y,, por lo tanto, el
Teorema no asegura que existirdn I,J y ¢ : I — J tales que zg €
Iy € JyV(z,y) € I x J, f(z,y) = 0siiy = ¢(z). Es decir, V(z,y) €
IxJ x—F(y) =0siiy = ¢(x) es decir V(z,y) € I x J, x = F(y) sii

y = ¢(x), por lo tanto F es inversa de ¢ y viceversa. Ademads

fu(z,y) 1 1

PO = ey T T TRw Pl
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Como dice el teorema correspondiente en una variable.

1. Extremos Condicionados (o Ligados)

En muchos problemas se busca calcular el mdximo o minimo de una fun-
cién de varias variables, sujetos a alguna condicién adicional (ligadura).

Por ejemplo, se quiere hallar el punto de la curva g(z,y) = 0 que este a
menor distancia del origen. Esto equivale a minimizar la funcién d = /22 + 2
entre los puntos que verifican g(x, y) = 0.

Definicién 26. Sean f,g: D(C R?) = R, €= {(z,y) € D : g(z,y) =0},p € C.

mdximo }

Entonces decimos que f presenta en p un { py
minimo

= absoluto condicionado a g(z,y) = 05sii Vv € €, f(v){ i }f(p).

= relativo condicionadoa g(z,y) = 0sii 3B, C D : Vv € ByNE, f(v){

IV IA

7.1.0. Ejemplo: Sea f(z,y) = xlogx+ylogy,x > 0,y > 0. Hallar el minimo
de condicionadoaz +y —1=0.

Enlos puntosde  +y — 1 = 0,y = 1 — z. Escribimos entonces

flz,1—2z)=zlogz+ (1 —z)log(l — z) = z(x).

Estudiamos el crecimiento de z(z) en (0, 1). Hallamos z/(z) = log(z/(1 — z))
de donde el signode 2’ es —1siz <1 —xsiixz < 1/2y positivosi z > 1/2. de
donde el minimo (absoluto) de z(x) es f(1/2,1/2) = —log 2.

7.1.1. Observaciéon: en el ejemplo, el éxito de la solucién depende de haber
podido “despejar” y = ¢(z) de la ecuacién g(x,y) = 0, y asi reducir el proble-
ma a un estudio de extremos sin condicionar de una funcién de una variable.
No siempre serd facil, o posible, despejar en forma explicita y = ¢(z), pero el
teorema de la funcién implicita nos permitirad eludir la dificultad. Esto origina
el siguiente método del multiplicador de Lagrange.

Para tener una idea geométrica del resultado que sigue,

}f(p)-
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dibujamos las curvas de nivel f =0, f = 1, etc. yla
curva g = 0. En la figura, el punto p serfa un maximo
relativo de f condicionado a g = 0. Se observa que
las curvas de nivel de f y g son tangentes en p. Por la
Proposicion[6.16) deducimos que los vectores V f, Vg
deben ser colineales en p. Formalizamos estas ideas

a continuacion.

Teorema 6.23 (Método del mutiplicador de Lagran-

ge). Sean f, g de clase C* tales que g(p) = 0,Vg(p) # 0
y [ presenta en p una extremo relativo condicionado a
g = 0. Entonces IX € R : Vf(p) + AVg(p) = 0. (A

es llamado multiplicador de Lagrange)

Demostracion. Como Vg(p) # 0 entonces existe B, entorno de p = (xo,y0) ¥y
a: (—6e)(C R) — R? tal que: a(0) = p, &/ (t) # 0y Y(z,y) € By, glx,y) =
0 < 3t el: (x,y) = at). Por lo tanto tenemos g(a(t)) = OVt € I, de
donde, derivando tenemosVg(«(t)) - ¢/(t) = OVt € I. En particular para t = 0

tenemos

(x)  Vg(p)-'(0) =0.

Por otro lado, si h(t) = f(a(t)), por definicién h tendrd un extremo relativo en
0, por lo tanto A'(0) = 0, pero 1/(t) = V f(«a(t)) - &/(t). Por lo tanto V f(c(0)) -
a’(0) = 0 es decir

() V(p)-a'(0) =0.

De (x) y (xx), Vg(p) y Vf(p) son ortogonales a a’(0) # 0, por lo tanto Vg(p) y
V f(p) son colineales. Como ademads Vg(p) # 0, existird A como en las hipétesis.

O

7.1.2. Aplicacién: Si f tiene un extremo relativo en (zo, yo) condicionado a
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g(z,y) =0,y Vg(p) # 0, es necesario que exista A tal que:

Jx(20,%0) + Agz (w0, %0) = 0,
fy(an yO) + )\91(1'071/0) = 07

g(xo,yo) =0.

S5i podemos resolver el sistema anterior de tres ecuaciones en las incégnitas
%o, Yo, A tendremos los puntos (z¢,yo) donde puede ocurrir un extremo condi-
cionado, (ademads del multiplicador A que en general no nos interesa).

La condicién anterior no es suficiente. Hardn falta otros argumentos para
decidir si los “candidatos” (z, yo) obtenidos de las ecuaciones corresponden a
extremos.

Una forma habitual de sintetizar las ecuaciones anteriores es escribir

(I)(:C>ya)‘) = f(:my) + )\g(sc,y)

e imponer V& = 0.

Recalcamos que para que lo anterior valga, hace falta Vg # 0. Puntos con
Vg = 0 deben considerarse aparte.

7.1.3. Ejemplos: 1) Méximo y minimo absolutos de f(z,y) = z.y en 22 +
y? = 1.

Como f es continua y el conjunto € : {((z,y)/z* + y* = 1} es compacto,
se sabe que deben existir el maximo y el minimo absolutos (que son ademas
relativos).

Buscamos entonces por el procedimiento del Teorema 23 los candidatos po-
sibles, y comparando valores obtenemos maximo y minimo. Vg = (2z, 2y) no
se anula en

(I)($7y, )‘) =Y + )\((E2 + y2 - 1)

De donde V® = (y + 2z, z + 2\y, 22 + y? — 1). Haciendo V® = (0,0,0),
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obtenemos tres ecuaciones

y+ 2z =0, (1)
x4+ 2 y =0, (2)

24+y>—-1=0. (3)

De despejando = de (1) y sustituyendo en (2) se obtiene y(1 —4A?) =00y =0
0 A = £1/2. Si ocurriera lo primero, entonces de (2) obtenemos = = 0, pero
y = = 0 no verifica (3). Por lo tanto se cumple lo segundo (A = +1/2).

Si A = 1/2, tenemos

5

r+y=0 p1=

b

V2 =
2

2

4

)
)

5

$2+y2:1 p2:

v ‘

2

5i A = —1/2, tenemos

M

%)
2 4

- -2
’T)'

%

x2+y2:1 p4:(

Los puntos p1, ps, ps ¥ pa, son los “candidatos” a extremo. Calculamos los va-

f(p1) = f(p2) = —1/2 = Minimo Absoluto,
lores de f:

d(ps) = f(ps) = 1/2 = Méximo Absoluto.
2) Minima distancia el origen de puntos de € = {(z,y)/(z — 1)* — y* = 0}.

Tomamos f(x,y) = 22 + y* (cuadrado de la distancia)
B(z,y,A) = 2® +y* + N[z — 1) — 3],

2z + 3\ (x—1)2=0, (1)

Condiciones § 2y — 2\y = 0, (2)

(r—1P—y2=0. (3)
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De(Z),seobtieney:OO/\:1.Siy:O(:3>)x:1nocumple(1).Si)\:1,

sustituida en (1) nos da:
2043z —1)*=0 <= 32 — 42 +3=0.

La ecuacién 3z2 — 4z + 3 = 0 no tiene raices en R, por lo tanto el sistema es
incompatible. No tenemos entonces, candidatos a extremo. Sin embargo, intui-
tivamente, el minimo debia existir. Lo que ocurre es que no hemos verificado
la condicién Vg = 0. Vg = (3(z — 1)2, —2y) se anula en (1,0), que cumple
g9(1,0) =0.

El punto (1,0) es entonces un candidato mds a extremo,
que serd el minimo buscado. La curva g(z,y) = 0 es la de la y  glry) =

figura.

2. Extensiones del Método

1) Para mas de dos variables.

Se buscan extremos de f(xi,...,2,) condicionado a
g(x1,...,2,) = 0.

Si Vg # 0, la condicién necesaria es V& = 0, con ®(x1,...,z,,A) = f + Ag.
(demostracion andloga)
7.2.0. Ejemplo: Se quiere construir un paralelogramo de cartén con 2k me- p254 de [9]
tros cuadrados, que tenga el maximo volumen posible.

Tenemos V' = z.y.z , que queremos maximizar condicionado a

2(zy + yz + x2) = 2k, x>0,y>0,2>0

g9(z,y,2) =xy+yz+xz—k, Vg=(y+z z+2z,x+y)soloseanulaen (0,0,0).

o(x,y,2,\) = 2yz + Nay +yz + vz — k).
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Condiciones

yz+ Ay +2z) =0, (1)
xz+ ANz +2)=0, (2)
zy+ Az +y) =0, (3)

Ty +yz+xz = k. (4)

De (1), (2) y (3) tenemos

Yz Tz yx

_y+z_x+z_y+x’

dedondez = y = 2 @ V/k/3. El candidato a extremo es el cubo. Para de-
mostrar que es el maximo, hace falta algtin argumento adicional. Una forma
de hacerlo es demostrar que el méximo debe existir, considerando la funcién
continua V' = z.y.z y el conjunto compacto {(z,y,2) : « > 0,y > 0,z >

0,2y +yz +xz =k}
2) Mis de dos variables, mds de una condicion.

Se buscan extremos de f(z1,...,x,) condicionado a las ligaduras

qi(z1,...,x,) =0,
h < n,

gn(x1, ..., 2y) =0.

Para hallar una condicién necesaria en este caso hace falta una generalizacion el
Teorema de la funcién implicita que permite “despejar”, en el sistema an-
terior, n — h variables en funcién de las restantes h. Esta version (Teorema [6.29)
se verd més adelante, pero enunciamos aqui la condicién necesaria de extremos

condicionados, que se deduce en forma similar al Teorema

Sien p = (210, .., Tno) hay extremo condicionado, y Vg1(p), ..., Vgn(p) son li-
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nealmente independientes entonces existen escalares Ay, . .., \p, tales que

Vip) +MVa() +-+ Vgn(p) =0.

De otro modo, la funcién

(1, Tny A1y An) = f(P) + A1g1(p) + -+ 4 Angn(p)-

tiene un punto critico para algunos \; y p = (x1, ..., Ty).
Los ); se llaman multiplicadores de Lagrange.

Veamos la necesidad de dicha condicién paran = 3y h = 2, asumiendo que
se pueden despejar dos variables en funcién de la tercera. Sea entonces la fun-
cién f(x,y, z) y las condiciones g1 (z, y, z) = 0, g2(z, y, z) = 0. Supongamos que
podemos despejar y y z en funcién de x en un entorno de p: y = y(z), z = z(x).
Sustituyendo en f tenemos h(z) = f(z,y(x),2(z)). Como f tiene un extremo
en p = (o, Yo, 20), entonces h tendrd un extremo en x, por lo que 7'(z) = 0.

Calculando A’/ tenemos

0= h'(x0) = fa(p) + fy(P)ye(0) + f2(p)22(x0).  (¥1)

Por otro lado, sustituyendo y(x), z(z) en las condiciones y derivando tenemos

91,(P) + 91, (P)y=(70) + g1.(p)22(20) = 0, (*2)

924 (P) + 92,/ (P)Ya(w0) + 92, ()2 (w0) = 0. (*3)

Las ecuaciones (*1), (*2),y (*3), nos dice que los gradientes Vf(p), Vg1(p) y
Vg2(p) son perpendiculares al vector (1,y,(x0), zz(z0)) (no nulo), por lo tanto
perteneceran al plano perpendicular él. En el caso de que Vg1 (p) y Vg2(p) sean
L.I, todos los vectores del plano se podrdn expresar como combinacién lineal

de ellos, en particular V f(p). De dicha combinacién surgen Ay y As.
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7.2.1. Ejemplo: Hallar puntos de

224+ + 22 =1,
e:
r+y+22=0,

de altura maxima y minima.

C representa en el espacio, la interseccién de una esfera y un plano, es decir

una circunferencia.

Como {Vyg1,Vg2} = {(22,2y,2%2),(1,1,2)}, es linealmente dependiente sii

x =y = z/2. Se verifica facilmente que el sistema

22+ + 22 =1,
r+y+2z=0,

rT=Y= =,

es incompatible, de modo que sobre C, Vg; y Vgs son linealmente indepen-

diente.

Tomamos f(x,y, z) = z (altura) y & = f+ X191+ A2g2. Imponiendo V& = 0,

se obtiene
2Nz +X =0, (1)
20y + A =0, (2)
1+2M2z+2X2=0, (3)
P+ +22=1, (4)
r4+y+22=0 (5).

De (1) y (2), tenemos z = y o Ay = 0. Esto tltimo es incompatible con (1) y
(3). Luego de (5) y # = y, tenemos z = —z. Sustituyendo en (4) se deduce
= —z = +1//3. Hay dos candidatos a extremo A = (1/v/3)(1,1,-1) y

T =y
B = (1/v/3)(~1,-1,1), minimo y maximo respectivamente.
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6.8. Funciones de R" en R™

Extendemos la teoria desarrollada para f : D(C R™) — R a funciones con
recorrido en R™.

Sea f : D(C R™") — R™,
f(xla"'axn) = (fl(xlv"'7xn)7'"7fm(x1a"'axn))t7

donde f; : D — R son funciones como las estudiadas hasta ahora y se llaman
funciones coordenadas de la funcién f.
8.0.2. Ejemplo: Se considera un cuerpo de masa m sometido a la atracciéon
gravitatoria de la tierra, de masa M, situada en el origen.

Si la posicién de la particula es (z, y, z), buscamos la funcién F(z,y, z) que
nos de el vector tuerza de atraccién sobre el cuerpo.

Siendo r = /22 + 42 + 22 la distancia al origen, la fuera apunta hacia el
origen y sumédulo es | F| = GMm/r2, de acuerdo con la Ley de la Gravitacién
Universal.

Sid = (1/r)(z,y, 2),1a fuerza es F = (GMm/r?)i, o sea:

—GMmx —GMmy —GMmz ¢
)3/2

Fa,y,2) = ((x2+y2+z2)3/2’ (22 + 32 + 22)3/2" (22 4 42 + 22

Tenemos entonces una funcién F : D — R3, con D = R3\ {(0,0,0)}.

1. Continuidad

Definicién 27. f : D(C R") — R™ es continua en p sii p € D y dado By, existe
Bp/ f(Bp N D) C Bf(p).

La definicion es identica a la Deﬁnicic’)n en este caso, la By (p) €8 Una bola
de R™. Con demostracién andloga tenemos una version de la continuidad en

términos de sucesiones.
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Proposicién 6.24. f : D(C R™) — R™ continua en p sii p € D y para toda sucesién

(k) C D, con z,—p, se cumple f(xp)—f(p) .
Demostracion. Demostracién: Andloga a Proposici(’)n O

Proposicion 6.25. f: D(CR") = R™, f = (f1, fa,..., fm)", entonces

f continua en p sii f; continuaenpparai=1,...,m.

Demostracion. (=) Supongamos x — p, (zx) C D, f continua en p entonces

fxy) = f(p)-

Como la convergencia de una sucesién en R™ equivale a la de sus coorde-
nadas (Proposicion[6.2), fi(zx) — fi(p), i=1,...,m.

Entonces f; continuaenpparai=1,...,m.

El reciproco es anélogo. O

8.1.0. Ejemplo: La funcion del ejemplo anterior es continua en R?\ {(0,0)}
porque sus funciones coordenadas lo son. (Por ejemplo —GMmaz/(z? + y* +

22)3/2 es continua en R? \ {(0,0)})

2. Diferenciabilidad

Como se vio, una funcién con recorrido en R es diferenciable en p € D si
su incremento f(p + v) — f(p) puede ser aproximado por una funcién df|,(v)
lineal en v.

Es decir

flp+v) = f(p) =df|p(v) +r(v), r(v) — 0 (vectornulodeR™)

v—0

df|,(v) =V f(p)-v fz(p)Az + f,(p)Ay.

T

paran=2

Hacemos énfasis en el carécter lineal de df|,,.

df|,(v) es una funcién (o transformacién) lineal de R™ en R. Es decir,
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v df|p(Av) = Adf|p(v) (homogeneidad),

» df|,(v1 +v2) = df|p(v1) + df[,(v2)  (aditividad)

De otro modo: la funcién f : D(C R") — R, que no es en general lineal,
se aproxima localmente (cerca de p) por una funcién lineal. Extendemos este

concepto para f con recorrido en R™.
Definicién 28. Sea f : D(C R™) — R™, p interior a D. Entonces f es diferenciable
en p sii existe una transformacion lineal T : R™ — R™ tal que

i P+ V) — fp) —Tw

=0.
v—0 [[o]

La transformacion lineal T se llama diferencial (o a veces, derivada) de f en
p, y se denota T = df|, o simplemente f'(p). A laresta f(p +v) — f(p) — Tv se
le llama resto (de primer orden) de f en p. Si m = 1, entonces Tv = V f(p) - v.

En general, tenemos el siguiente
Teorema 6.26. f: D(C R™) — R™, f = (f1,..., fm)!, p interior a D.
1) f diferenciable en p sii f; diferenciableenp,i=1,...,m

2) En las condiciones de 1), la transformacion T' = df |, tiene la matriz

ofh oh

B, (p) D, (p)
Jrp = : :

afm afl

87551 (p) 875571 (p)

en las bases candnicas de R™ y R™.

Observacién: La matriz m xn Jyp que tiene por filas a los gradientes V f1 (p), ..., V fi (D),

se llama matriz Jacobiana de f en p.

. . . ) p260 de [5]
Demostracion. 1) Si f es diferenciable en p,

flp+v)=flp)+Tw)+r(v), con T lineal y 7|q|(v) —0

’U‘ v—0
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La igualdad anterior y el limite son sobre vectores de R™. Considerando la

coordenada i-ésima obtenemos:

(%)

filp+v) = filp) + T;(v) + ri(v), con 7; lineal y TT(U)

| ’U” v—0
que es la definicién de diferenciabilidad para f;, ya que la coordenada i-ésima
de una funcién lineal es lineal también.

El reciproco es similar.

2) La ecuacién () nos dice de df;|,(v) = T;(v), coordenada i-ésima de T'(v).

Como sabemos df;|,(v) = V fi(p) - v, pero

Vfilp) = (gxfl (p); - gg; (p)> :

of:

Porlotantoel -T-e; =T, -e; = 6—fz(p), donde e, es el vector coordenado
T

i-ésimo (que tiene un 1 en el lugar i-ésimo y el resto ceros) O

Para el caso particular m = n, la matriz J¢p es cuadrada. Podemos calcu-

lar su determinante det(J;p), que se llama Jacobiano de f en p y se denota

a(f17~~~7fn)
(9(33‘1,. . ,J,‘n) (p)

Definicién 29. f : D(C R") — R™ es de clase C* sii cada una de sus funciones

coordenadas f; lo es, o sea tiene derivadas parciales continuas hasta orden k.

Del teorema anterior y el Teorema deducimos que si f es de clase C¥,

es diferenciable.

Teorema 6.27 (Regla de la cadena). Sean D C R*,D’ C R™,
f: D — R™, diferenciable en p, f(D) C D',
g: D' — RP  diferenciable en f(p), entonces

go f: D — RP, esdiferenciable en p y ademds

d(g o flp(v) = dgl ) o df lp,
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o equivalentemente, Jyorp = Jo f(p) - Jyp  (producto de matrices).

Demostracion. Daremos solo un esbozo de la demostracién, ya que las ideas

son las mismas que en el Teorema Como f diferenciable en p,

T (v)
Jv]]  v—0

fp+v) = f(p) + Jgpv+ 1 (v)

Aplicamos g a ambos lados, y usamos la diferenciabilidad de g en ¢ = f(p):

w

—_——~
go flp+v)=g(g+ Jepv+rp(v))
=9(q) + Jyqw + rg(w), rgl(ulﬁ) — 0

de donde

go f(p+v)=g(q) + (Jgq).(Jgp)v + Jgq.ry(v) + rg(w).
=r(v)

Como la aplicacién v — (Jy4q).(Jsp).v es lineal en v (es la compuesta de dg|, y

df|, ), para terminar basta demostrar que r(v)/ ||v|| — 0:
v—

rw) (o) | r(w)
ol ol o]
——

—0

El primer término tiende a 0 por ser el resto de f. Respecto al segundo, pro-
cedemos como en el Teorema siw = 0, entonces ry(w) = 0. Siw # 0,

entonces, recordando que w = Jyp.v + 75 (v),

ro(w) _ re(w) [Jppvtrr()ll _ re(w) o U+ rf(v)
o] [[w] o] Il ol vl
S~ ~~
—0 acotado —0
acotado

—0
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O

8.2.0. Nota: Un caso particular de la regla anterior es el del Teorema
En ese caso, se tenia f(z(u,v),y(u,v)) = g(u,v) , que puede interpretarse
como la composicién de dos funciones f(x,y) de R?en Ry h(u,v) = (z(u,v), y(u,v))

de R? en R2. Las ecuaciones (1) y (2) dadas alli pueden reescribirse en forma

matricial:
0z 0
(ag 89) - (af af) ou Ov
ou’ Ov ox’ Oy ay ot
ou Ov

oseaV(foh)=Vf.Jh;

3. Funciones Inversas e Implicitas

Si tenemos una funcién f(z) de una variable, de clase C*! con f'(xg) # 0,
sabemos (ver Capitulo 3 de [5]) que existe una funcién inversa z = f~!(y) defi-
nida en un entorno yo = f(zo). Ademads, f~! es derivable en yo y (') (y0) =
1/f"(xo).

Generalizamos lo anterior para f de R” en R™, diferenciable en p. La con-
dicién f'(zo) # 0 anterior equivale a pedir que f'(x() tenga inverso o que df |,
sea una transformacién lineal inversible.

p263 de [5] Parece natural exigir ahora que J;p sea una matriz n x n inversible, lo que

equivale a decir que df|, es inversible. Tenemos el siguiente:

Teorema 6.28 (de la funcién inversa ). f: D(C R") — R" de clase C*, p interior
a D, Jrp inversible. Entonces existen abiertos U,V tales quep € U,V = f(U), f es
inyectiva en U y su inversa f~2 : V. — U, (fo f~! =idy, f~' o f = idy) es de
clase C* . Adems,

Jrpy = (Ip) 7"

Demostracion. No probaremos este teorema, ya que la demostraciéon supera los
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objetivos del curso (ver, por ejemplo, [6]). O

8.3.0. Ejemplo: f(z,y) = (e*cosy,e®seny), f: R? — R?

e“cosy —e®seny
J(x,y) =
e“seny e*cosy
Inversible Vz,y, ya que su determinante es e** # 0. Por lo tanto existe una

inversa local en un entorno de cualquier punto. En (0,0), por ejemplo,

f(0,0)=(1,0),  Joof= ((1)(1)>

Existe entonces f~! en un entorno de (1,0) de clase C™ (f loes) y Ji1,0)f " =
10\~" (10
01) \o1)’
8.3.1. Nota: En el caso de una variable, si f'(z) # 0 en un intervalo, por
ejemplo, puede definirse una inversa global en el recorrido (ver Teo. 15 en
Cap. 3 de [5]).

Uno puede intentar extender esto al caso de R™. Sin embargo, aqui el resul-
tado no es cierto: la funcién del Ejemplo anterior, considerada en todo R?, no
admite inversa global porque no es inyectiva: f(z,y) = f(z,y +2kn) Vk € Z.

Lo que ocurre es que en el caso de R, se explota la monotonia de la funcién,
concepto que, como ya dijimos, no tiene extensién a R".

Come Corolario del Teorema [6.28] obtenemos un teorema de la funcién im-

plicita para sistemas de ecuaciones. Sean
fl(xlw"axnayl,"'aym) - 07

fm(xla--~7xn7yla"'7ym) :Oa

m ecuaciones en las n + m variables x1, ..., Z,, Y1, - -, Ym-

Por comodidad, sea X = (x1,...,2,),Y = (y1,-- s ym) f = (f1, -5 fm) s
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tenemos F(X*,Y*) = 0.

Observacién 6.8.1. A partir de ahora dejaremos a cargo del lector el uso de la trans-
posicién, ya que la notacion recarga mucho la escritura. Ast, por ejemplo en el caso

anterior, escribiremos “F(X,Y) = 07, en lugar de “F (X', Y*) =0".

Supongamos f(Xo,Yy) = 0. Queremos, en un entorno de (Xo, Yp), obtener

f(X,)Y)=0 < Y = p(X), con pde R" en R™.

Para extender el Teorema de la funcién implicita, pediremos f de clase
C'. Necesitamos una hipétesis que juegue el papel de la condicion f, (o, yo) # 0
que tenfamos alli. Para motivarla, supongamos f(X,Y) = AX 4 BY, donde
A matriz m x n, B matriz m x m. Es decir, f es lineal. Si queremos “despejar”
Y del sistema AX + BY = 0, la condicién natural es pedir B inversible, para

tener 7 = B~ 1AX.

En el caso general, f no sera lineal pero su incremento f(p + v) — f(p) se
aproxima por el término lineal Jypv, donde p = (Xo,Yy) y v = (AX,AY) =
(A, ..., Az, Ay, ..., Aym).

Si f(p) =0,laecuaciéon f(X,Y)=0,con X = Xo+ AX,Y =Y, + AY, es

AX
0=f(Xo+AX,Yy+AY) ~ Jsp- ( ) — JJAX + LAY,

AY
on  9h on on
Ox1 Oz, Oy1 T Oym
donde Jsp = : : : :
Ifm Ofm  Ofm O fm

La hipétesis natural a exigir es entonces, .J, inversible, o sea det J; # 0.

Teorema 6.29 (Teorema de la funcién implicita ). f: D(C R"*™) — R™ de clase
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C*, p = (X, Yy) interiora D, f(p) =0y

oh ofi
oy Oym

det S £0
0fm O fm
e

Entonces, existen W, C R™, Wy C R™, abiertos que contienen a Xy y Y, respectiva-

mente, y o : W1 — Wo de clase C* tal que ¥(X,Y) € Wy x Wo

f(X,)Y)=0 <= Y = p(X).

Demostracion. Laidea de la demostracion es extender f a una funciéon de R™ ™
en R"*™ de Jacodiano no nulo, y aplicarle el teorema de la funcién inversa. Sea
F:D(Cc R"™) — R"*™ dada por F(X,Y) = (X, f(X.,Y))

F es de clase C*, F(p) = (Xo, f(X0,Y))) = (X0,0) = ¢, y la matriz Jacobiana

de Fenpes

donde I es la matriz identidad n x n y [J1J2] = J¢p. Por lo tanto det Jpp =

det Jy # 0, por hipétesis.

Entonces, por el Teorema existe una funcién inversa F~! : V — U, de
clase C*, donde U, V abiertos que contienen p y ¢ respectivamente (tomamos

U:W1XW2).

Representamos la situacién en el siguiente diagrama donde hemos identi-

ficado (X,Y), F(X,Y) con puntos de R?, para poder tener una idea grafica.
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Y Z
F
_
Y
TN
F—l
D —
X p X
Xo XO

Aqui F(X,Y) = (X,Z) con Z = F(X,Y). Para (X,Z) € V, tenemos
FYX,Z) = (X,Y), yseaY = g(z,z) las tltimas coordenadas de F~*. Co-

mo g es de clase C*, y para (X,Y) € Wy x Wa, (X, Z) € U, se cumple:
(X,2)=F(X,Y) < (X,Y)=F (X, 2),

o también

Z:f(va) — Y:g(X7Z)'

Tomando Z = 0, y definiendo ¢(X) = ¢(X,0), se tiene para (X,Y) € Wy x
Wa, f(X,Y) = 0sii Y = o(X). 0

8.3.3. Notas:

- De imponer f(X, ¢(X)) = 0, puede deducirse por diferenciacién, férmu-
las para las derivadas de ¢.

- Como aplicacién del teorema anterior puede deducirse, en forma similar
el Teorema el método de multiplicadores de Lagrange para extremos con

varias ligaduras.



Capitulo 7

INTEGRALES MULTIPLES

7.1. Integrales Dependientes de un Parametro

Consideremos en esta seccién, integrales de la forma

/C ") dy.

en las que la funcién f(x,y) se integra respecto de una variable y la otra varia-
ble permanece constante, comportidndose como un pardmetro. Los extremos

de integracion pueden depender también del pardmetro, en este caso .

1. Continuidad

Sea en primera instancia f(z, y) definida en el rectdngulo [a, b] X [c, d].

Teorema 7.1. Si f continua en [a,b] X [c, d], entonces F(z) = fcd f(z,y) dy es con-

tinua en [a, b].

Demostracion. Sean x,x + h € [a, b], entonces (suponiendo ¢ < d)

d d
|F(z+h) — F(z)| = / Fat hy) — f(ay) dy| < / F@+ hoy) — f(y) dy.

77
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Para acotar ésta tiltima integral, es necesario acotar la diferencia f(x + h,y) —
f(z,y) para todo y € [¢,d]. Como [a,b] X [c,d] es compacto, sabemos por el

p270 de [5] Teorema (de Cantor), que f es uniformemente continua,

e
=35> 0: [[(z1,91) = (22,92)ll <O = |f(21,1) = flaz,92)] < 7—.

. 3
Si 1] < 6 = @ +hy) — @yl < 6= f@+hy) - f@y < — =

d £
|F(x+h,y) — F(z,y)| < [] 75 dy=c¢. O

Permitiremos ahora que los extremos de integraciéon dependan del parame-
tro, es decir ¢ = ¢(x),d = d(z).
Por simplicidad, supondremos f defenida en un rectangulo [a, b] X [¢, d], con

c(z),d(z) € |a,b] V.
Lema 7.2. f continua en [a,b] X [c,d]. Para x € [a,b],u,v € [c, d], definimos

suva)= [ faw)dy
entonces ¢ es continua en [c,d] X [c,d] x [a,b].
Demostracion.

¢<u,v,x)—/:f<x,y>dy[f(ay)dy.

P(v,z) P (u,x)

Basta probar que (v, z) es continua en [a, b] X [c, d]:

(v + h,zo + k) — ¥ (vo, x0) = [Y(vo + h, xo + k) — (vo, 2o + k)| + [t (vo, 2o + k) — ¥ (v, 20)] =

vo+h Vo
=/ f(xo+k,y>dy+/ F(@o+ kyy) — flzo,y) dy.

(1) (II)

Por el teorema del valor medio para integrales (I) = f(zo + k,vo + 6h)h para
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cierto 6 € (0;1). Como f es acotada en [a,b] X [c, d] por ser continua, entonces
(I) tiende a cero si h — 0. Por otro lado, por el Teorema (IT) es continua

como funcién de &, por lo tanto ¢(k) — ¢(0) = 0 cuando k£ — 0. O

Teorema 7.3. Si f es continuaen [a,b] X [c,d] y ¢(z),d(x) : [a,b] — [c, d] continuas.
Entonces,

d(x)
F(z) = / L @

es continua en [a, b).

Demostracion. Si ¢ es como en el Lema entonces F(z) = ¢(c(z),d(x),z),
de donde, por la continuidad de la composicién de funciones continuas, F' lo

sera. 0

1.1.1. Ejemplos

1 szrl 1
1 Tdy = = —1.
) Jo y* dy reil x+1parao:>
l.erl
2)P >0, [Ty*tdy = :
) Paraz > 0, [ y* dy poore

3) F(z) = fol edy = (e* —1)/zsiz # 0y 1siz = 0. Esta claro que F es

continua en 0.

2. Derivadas

Estudiaremos ahora la existencia de derivadas respecto del pardmetro z.

Comenzamos con extremos fijos.

Teorema 7.4. Sean f(x,y), fo(z,y) continuas en [a,b] X [c,d], entonces F(x) =

fcd f(x,y) dy es derivable en [a,b] y

d
F(x) = / fu(,y) dy.
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Demostracion.

d
[F(z+h) — /f"”hy f(x’y)dy:/ folz+0h,y)dy  0<0<1,

S| =

donde 6 existe por Lagrange. Por lo tanto

F(th}z F )/C fz(z,y) dy

d
5/ fal + 0h,y) — fole )| dy.

(€3]

Por el Teorema 1} 1a funcién ¢ (z f |fo(z+ 2z,y) — fa(x,y)| dy es continua
respecto de z, por lo tanto, cuando h — 0, ¢(6h) — ¢ (0) = 0, de donde

lim (w—i—h /fwxy

h—0

El teorema anterior nos dice que puede cambiarse el orden de la deriva-
cién respecto de z y de la integracion respecto de y, siempre que f;(z,y) sea

continua.
p273 de [5] 1.2.0. Ejemplo: 3) F(z fo ysen(zy)dy = F'(z fo y? cos(zy) dy.

Pasamos nuevamente al caso de extremos dependientes del pardmetro,

d(x)
F(z) = / ) dy = dle(@) die). ),

con ¢ como en el Lema(7.2] Para derivar F(z), se utilizara la regla de la cadena.

Teorema 7.5. f, f, continuas en [a,b] x [c,d], ¢(x), d(z) derivables en (a,b), con

valores en [c, d]. Entonces
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es derivable en [a, b] con

d(x)
Fl(x) = / ) o)+ J A @) — S @) @)

Demostracion. Sea ¢(u,v,x) = f; f(z,y) dy.

Del Teorema Fundamental del Calculo Integral se obtiene
¢U(U7U7$) :f(l',v), (bu(u,v,x) = —f(a?,u),
funciones continuas. Del Teorema (u, v fijos) se obtiene
v
uluso,s) = [ fulev)dy
u

continua por Lema[7.2] Entonces ¢ tiene derivadas parciales continuas y pode-

mos aplicar la regla de la cadena para obtener

F'(2) = ¢u(c(z), d(x), ). (z) + ¢o(c(x), d(2), ).d'(x) + du(c(x), d(2), ).
Sustituyendo, obtenemos la tesis. O

1.2.1. Ejemplo: 4) F(z) = [ sen(zy)dy = F'(x) = [ ycos(xy) dy+sen z?.

3. Integrales Iteradas

Sea f continua en [a, b] X [c, d].

Como F(z) = fcd f(z,y) dy es continua en [a, b], podemos calcular la inte-

/abF(x)dx:/ab dx/cdf(x,y)dy,

llamada integral iterada de f(z,y).

gral

Se plantea inmediatamente la posibilidad de realizar las integrales en el
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/Cd dy/abf(az,y)dx.

Mas adelante (Seccién|7.3) veremos que si f es continua, ambas integrales coin-

otro orden

ciden.

La integral iterada también puede plantearse en el caso de extremos depen-

b d(z)
/ dx/() f(z,y)dy.

Muchas veces, el conjunto D = {(z,y)/a < = < b,c(z) < y < d(x)}, puede

dientes del pardmetro:

escribirse en la forma

{(z,y)/c <y <d,aly) <z <by)}.

y se escribe la integral iterada

d b(y)
/ dy / f(z,y)dx.
c aly)

1.3.0. Ejemplo: 5)Sea D = {(z,y)/0 <z < 1,0 <y <z} = {(z,9)/0 <
y<l,y<az<1}

Sea f(z,y) = y. Calculemos las integrales iteradas

1 x 1 PRE 1,2
1
/d:c/ ydy:/ dx [y] :/x—dx:f.
0 0 0 2 ]y o 2 6

1 1 1 1 2 311 1 1 1
d de= [ dyy(l—vy)= _l2dy= LY 22222
/O y/yy x /0 yy(l—y) /Oy Y dy [2 50,7273 %

En el ejemplo, las dos integrales iteradas obtenidas a partir del mismo dominio

D coincidieron (con el volumen de una pirdmide de base 1/2 y altura 1).
Estamos entonces ante un nimero que depende exclusivamente de la fun-

cién f(z,y) y del dominio D. Esto nos lleva a pensar en una construccion mas

simétrica, en que las variables x e y jueguen un papel equivalente entre si.
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Esto serd abordado en lo que sigue, construyéndose la integral doble.

7.2. Medida de Jordan en el Plano

Nos proponemos a continuacién, una extensién mas completa de la inte-

gracion a funciones de dos variables.

Para funciones de una variable, la idea consistia en considerar sumas de
la forma ) f(#;)Ax;, donde Z; era un punto del intervalo [z;, z,11] y Az; su

longitud.

En funciones de dos variables, consideraremos en forma andloga sumas

> f(%:,9:) A(R;), donde (Z;, §;) es un punto de la regiéon R; y A(R;) su drea.

En el Capitulo 4 de [5], se dd una definicién de drea para conjuntos parti-
culares del plano. Nos proponemos ahora (previamente a la construccién de la

integral doble) extender esa nocién para conjuntos mas generales del plano.

Intuitivamente, el area debera cumplir:
1) El drea de un rectangulo es el producto de base por altura.
2) El drea es una propiedad aditiva. Si S'y T’ son conjuntos disjuntos, A(SUT) =
A(S) + A(T).

Sea S C R? un conjunto acotado, queremos definir su drea A(S). Un ca-
mino natural es considerar un “cuadriculado” del plano dado por los puntos
de coordenadas enteras, como aproximacién por exceso tomar Ag (S), nimero
de cuadrados que tienen algtin punto en comun con S, y como aproximaciéon

por defecto, tomar el ntimero A; (S) de cuadrados totalmente contenidos en S.

En la primer figura, Aj (S) =9y 4, (5) = 1.
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— —

Luego, podemos dividir en 4 a cada cuadrado (puntos de coordenadas multi-
plos de 1/2) y mejorar las aproximaciones considerando A} (S) = 19/4, 4rea
de los cuadrados que cortan a S (es decir el niimero de cuadrados que cortan a
S por1/4),y A7 (S) = 4/4, area de los cuadrados contenidos en S. Repetimos
el procedimiento, considerando los puntos de coordenadas multiplos de 1/2",
es decir puntos (i/2", j/2"), con i, j enteros. Para la tercer figura AJ (S) = 46/8
y A5 (S) =20/8.

Sea

1 1+1 g g+1
RV = | — e
2,7 I:Qn’ on :| X |:2n’ on :l

de 4rea 1/22". Definimos entonces

e = Y e Ae= Y o

1,5 R} ;NS#0 i,j/R},;CS

Estd claro que A (S) = 272" [{(i,j) : R, NS # 0}y A (S) =272"|{(i,j) : R}, C S}|.

Proposicién 7.6. Se cumple:
1) A, (S) < AF(S).

2)SiScCT, A, (S) <A, (T); AL(S) < AM(T).
3) A, (S) Sestoes A, (S) <
4) A (S) \estoes Af(S) >

Demostracion. 1)y 2) son inmediatas y quedan como ejercicio.
Para 3), observar que si pasamos de n a n + 1, cada R}, que estaba contenido

en S, se divide en cuatro cuadrados que sigue estando contenidos en S; por lo
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tanto, A;, no puede decrecer.
Para 4), si un cuadrado R}'; no corta a S, tampoco lo hacen los cuadrados re-

sultantes; por lo tanto, A, (S) no puede decrecer. O

Las propiedades 1), 3) y 4), nos llevan a definir

A=(S) =lm A (S)  AFT(S) =1lim A1 (S).
Se cumple que A~ (S) < AT(9).

Definicién 30. Si A= (S) = A™(S), decimos que S es medible seqiin Jordan y defi-

nimos su drea (o medida de Jordan) como ese niimero, que denotamos A(S).

2.0.1. Observacién: notar que S es medible sii A} (S) — A, (S) — 0.

n—0

2.0.2. Ejemplo: 6)Sea S el rectingulo S = [a, b] X [¢, d]. Fijado n, se pueden

hallar, «, 3, v, § enteros tal que

at+l B B+1 v v+1 6 41
— < — < — < — < .
on = a< on on = b< on on = c< on oan = d< on
Entonces,
_ B-—a-1)F—v-1) 2 2
A = > _q_ = —r— =
n (8) on on = b a on d C on s
—at 1) (—v+1) 2 2
At — (ﬁ @ < — — — — .
() o on <|(b—a+ o d—c+ o

Tomando limite con n — +oo,

Itm A (S) = lim A} (S) = (b— a)(d — ¢) = A(S).

La definicién dada de drea cumple entonces el primer requisito elemental que

exigfamos al comenzar. Faltaria ver la propiedad de aditividad, en la que po-
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demos flexibilizar un poco el requisito de que S y T sean disjuntos, con la

siguiente definicion.

Definicién 31. Decimos que S y T no se solapan sii S N T = {.

Es decir, S 'y T no tienen puntos interiores comunes.

Teorema 7.7. S y T medibles Jordan, S y T no se solapan, entonces S U T medible
Jordany A(SUT) = A(S) + A(T).

Demostracion. Sea n € N. Se cumple:

1) AL (SUT) < A$(S) + Af(T)

Para ver esto, observar que todo R, que corta a S U T, aparece entre los que
cortan a S y los que cortan a 7’; la desigualdad se debe a que pueden existir
R} ; que corten a ambos y apareceria dos veces en el segundo miembro.

2) A, (SUT) > A(S)+ A(T)

Los R}, contenidos en S 0 en T, estdn contenidos en S U T. Ademas, un R},
no puede estar contenido a la vez en S y T, porque entonces seria § N ZIS #0,
contradiciendo que S y T no se solapan. Pero si podria estar contenido en SUT
sin estarloen Snien T

Tomando limite:
AT(SUT) > A(S) + A(T) > AT(SUT).

Como A~ (SUT) < AT(SUT), se cumple la tesis. O

Nuestra definicién de drea cumple entonces con los requisitos elementales
que exigiamos al principio. Para ser consistente con nuestros estudios anterio-
res de dreas, veamos que el drea de una region {(z,y) /x € [a,b], 0 <y < f(z)}

vale f; f(z)dz, para f seccionalmente continua.

Lema 7.8. Sea S C R? acotado, tal que Ve > 0, existen R., T. medibles Jordan con

R.CcSCT,AT.) — A(R.) < €. Entonces, S es medible Jordan.
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Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Elegimos R, T, y se cumple

AL (Re) < AL (S) < AT(S) < AJ(Te) = A (S) — A, (S) < AJ(Te) — A, (To).

n = = =

Como el 29° miembro tiene limite menor que ¢, se puede obtener no/Vn > ng,
0<AF(S)— A, (S) <e

Por definicion, entonces, A} (S) — A, (S) — 0. O

n

Teorema 7.9. Sea S = {(z,y)/a < b,0 <y < f(z)}, f integrable y no nula en

[a, b]. Entonces, S es medible Jordan y
b
AS) = [ o
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Demostracion. Dado e > 0, considero una particion P = {zo, ..., z,} del inter-

valo [a, b] tal que S(f, P) — s(f,P) < e.
m—1 m—1
s(f,P) = miAz;  S(f,P)=) MAz;.
i=0 1=0

conm; = inf{f(z): x € [z;,2,-1]}, M; =sup{f(z): = € [x;, x;-1]}.
Sea fﬂ6 = U?i_ol[l‘i, xi—l] X [0, mi}, T6 = U?;Bl[l‘i,l‘i_l] X [O, Mz]
Aplicando el Teorema[7.7)y el Ejemplo[7.2} tanto R. como T, que son unio-

nes de rectdngulos, son medibles Jordan y sus dreas valen
A(Re) = s(f, P),  A(Te) = S(f, P).

Estamos por tanto en las hipétesis del Lema [7.8 y por lo tanto S es medible
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Jordan. Ademds, Ve, tenemos para la correspondiente particion,
s(f, P) < A(S) < 5(f, P)
Como

b b
s(f,P)g/ F(z)dz < S(f,P) = A(S)—/ F(z)da| < e.

Como e es arbitrario, se cumple la igualdad de la tesis. O

Nuestra nueva nocién de area coincide entonces con la dada anteriormen-
te para conjuntos como en el teorema anterior, pero permite, ademas, incluir
muchos méas conjuntos.

Una caracterizacion ttil es que un conjunto es medible segiin Jordan si y solo si

A(0S) = 0, siendo 05 la frontera de S. Esto resulta de probar que
A(S) — A, (S) < AT(98) <9 [A](S) — A, (9)]

cosa que no veremos aqui (ver [1]).

La caracterizacién anterior permite probar que una region cuya frontera es la
unién de un conjunto finito de curvas y = f(x) o x = f(y), es medible Jordan.

Ademas, se prueba que si S y T son medibles Jordan, también lo son S U T,
SNT,S\T.

Por lo tanto, la clase de conjuntos medibles Jordan es lo suficientemente
amplia para incluir la mayor parte de los conjuntos habituales del plano. Por
un estudio mds completo, ver [1]. Se puede mejorar la teoria de conjuntos me-
dibles Jordan considerando los conjuntos medibles Lebesgue. Si bien dicha teo-
ria excede los limites del presente curso, es interesante notar que los conjuntos
medibles Lebesgue son aproximables tanto como se quiera por conjuntos me-

dibles Jordan.
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El siguiente, es un conjunto no medible Jordan, pero si medible Lebesgue.
2.0.3. Ejemplo: 7)Sea S = {(z,y) € (0,1) x (0,1),x,y,racionales}. Es facil
observar que Vn, A} (S) = 1, A;,(S) = 0. Observar que S = [0,1] x [0,1] no
tiene &rea 0.

Otro ejemplo no trivial es el siguiente: Considere una sucesién a,, de térmi-
nos positivos cuya suma » _ a,, sea menor que 1. Luego considere la sucesién de
puntos con coordenadas racionales ¢,, € [0, 1]? incluidos en [0, 1]2. El conjunto
U(B(gn; an) N [0,1]?) no es medible Jordan, es medible Lebesgue, y su medida

es positiva.

7.3. Integrales Dobles

Procedemos ahora a la construccion de la integral doble, en forma muy
similar a las integrales simples. Sea f(x,y) continua en un dominio D, que

suponemos medible Jordan.

Damos las siguientes definiciones.

Definicién 32. Si S C R% es un conjunto acotado, llamamos didmetro de S al niimero

d(S) =sup{||lz — ||, =, 2’ € S}

3.04. Ejemplo:8): S = (a,b) x (c,d), entonces

Definicion 33. Sea S C R?, medible Jordan. Llamamos particion de S a una familia
de conjuntos P = {S1,...,Sy,} tal que

1) S; medible Jordan Vi,

2) Los S; no se solapan (S?i N S?j =0, parai # j),

UL, S =8,
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Llamamos norma de la particion al mdximo didmetro:

Pl = méx d(S;).

i=1,...,

Si Py @ son particiones, y todo conjunto de P es union de conjuntos de (), decimos

que Q) es un refinamiento de P.

Un ejemplo tipico de particion de un conjunto S es la obtenida intersecan-
dolo con un “cuadriculado” como los utilizados en Seccién [Z.2] En ese caso al
dividir en 4 cada cuadrado se obtiene un refinamiento de la particién.

La norma de una particién obtenida con este método es menor o igual que
las diagonal de los cuadrados. Esto, muestra que dado S medible Jordan, exis-

ten particiones de S de norma arbitrariamente pequefia.

Definicién 34. Sea f : D(C R?) — Racotada, D medible Jordan, P = {D;, ..., D, }

particion de D. A las sumas

n—1 n—1
s(f,P) =Y _miA(Si),  S(f,P) =Y MA(S)).
i=0 =0

con m; = nf(, yyes, f(2,y), Mi = sup(, e, f(x) les llamamos sumas inferior y

superior, respectivamente de f respecto a la particion P.

Proposicién 7.10. a) Si Q) es un refinamiento de P, entonces s(f, P) < s(f, Q) y
S(f,P)=S5(f,Q).

b) s(f,P) < S(f, Q) para cualesquiera particiones P, Q.

Demostracion. La prueba es muy similar a la utilizada en la Proposicién 1 del
Capitulo 4 de [5], las ligeras modificaciones se deben a que aqui le llamaremos
elemento de la particién D; a un conjunto, mientras que en una variable utiliza-
bamos los extremos de los intervalos. Esta distincién no es para nada esencial

y no afectard los resultados. Veamos los detalles.
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a) Supongamos por simplicidad que @ refina a P, dividiendo el conjunto Dy,

de P en dos conjuntos D), y D;:

P:{Di7---aDk717Dk7"'7Dn}7 Q:{Dia"kafla ;c7D;<;/7"'7Dn}7
m;c = I’Hf{f(it,y) : (£E7y) € D;c} > M,

m% = fnf{f(x,y) : (x,y) € DZ} > my,

de donde mj A(D},) + m}!A(Dj/) > miA(Dy) .
Agregando los restantes términos, s(t, Q) > s(f, P).

b) Dadas dos particiones P y (), se consigue un refinamiento comtina Py
Q, considerando las intersecciones (no vacias) de los conjuntos de Py Q. Si R

es ese refinamiento,

s(f, P) (é) s(f,R) <S(f. R) (S) 5(f,Q)

De b) deducimos que
sup s(f, P) < inf S(f, P).
P P

La integral doble podré definirse en el caso de igualdad. Para funciones conti-
nuas en dominios compactos, el siguiente lema (andlogo al Lema 3, capitulo 4

de [5]) permite hacerlo.

Lema 7.11. f continua en D compacto. Dado e > 0,36 > 0, /| P| < ¢ implica
S(f,P)—s(f,P) <e.

Demostracion. Si A(D) = 0, resultado es trivial. Si A(D) > 0, como f es unifor-
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memente continua, dado € > 0 puedo elegir 6 > 0 tal que

€

A(D)

lz = 2’| < = [f(z) - f(a)] <

€

SeaP:{Dl,...,Dn},\P\<5,31d(Di)<5:>Mifmi<m

n

= (4, P) = s/, P) = 3 (Ms = m) A(D) < 55 3 AWD) = e

Corolario 7.12. Si f es continua en D compacto, entonces supp s(f, P) = infp S(f, P).

Definicién 35. f continuaen D compacto. Al mimero I = sup s(f, P) = inf S(f, P),

le llamamos integral doble de f, y la denotamos

I_/D/f(:zr,y)dxdy 0 I_/D/f.

1. Interpretacion Geométrica

Si f(z,y) > 0 representa una superficie en el espacio, las sumas superiores

e inferiores son una aproximacién al volumen del conjunto

{f(x,y,2)/ (x,y) € D,0< z < f(z,9)}.

La integral es entonces una forma de calcular el volumen comprendido entre
el plano z = 0 y la superficie f(z,y).

Tenemos también aqui una versién alternativa de la integral como limite de

sumas Y f(z;, ;) A(D;).
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Definicién 36. Un conjunto de puntos Xp = {(Z,7:),i = 1, ..n} es admisible para
una particion P si (Z;,y;) € D;, Vi.

A la suma
n

SR(f, P, Xp) =Y f(2:,5:)A(Ds),

i=1

le llamamos suma de Riemann de f asociadaa Py Xp.

Teorema 7.13. f continua en D compacto. Dado € > 0,36 > 0 tal que:
Pl <3 ISRU.PXe) - [[ famdea] <
JD

Demostracion. Esidéntica al Teorema 4, capitulo 4 de [5] y queda como ejercicio.

O

Corolario 7.14. f continua en D compacto, P, sucesion de particiones tales que

|P| — 0, X, admisible para P,,, entonces
m

SR(f. P X)) — //D f(a,y) da dy.
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2. Propiedades de la Integral Doble

1) Linealidad: (f, g continuas en D)

//Daf+ﬂg=a//Df+ﬁ//Dg-

2) Aditividad respecto al dominio de integracion: D, D’ compactos, f con-

tinuaen D U D’, D y D' no se solapan

Jhoet= I L

3)f>0enD= [[,f>0.

YfzgenD=[[pf=2[]p9

5 [[fp Il = JIp 11

Las demostraciones se deducen del Corolario en forma similar al ca-
pitulo 4 de [5] y quedan como ejercicio. Para 2), observar que si D y D’ no se
solapan, se obtiene una particién de D U D’ uniendo particiones de Dy D'.

La integral doble introducida hasta aqui es una extension bastante natural
de la realizada en la Seccion 4.1 de [5].

Una vez mds, es posible definir la integral doble para funciones més gene-

rales que las continuas, llamando integrables a aquellas funciones tales que
sup s(f, P) = inf S(f, P).
P P

Se puede ver, por ejemplo, que son integrables las funciones acotadas cuyos
puntos de discontinuidad formen un conjunto de drea nula. Se puede demostrar
que las funciones integrables son exactamente aquellas funciones acotadas tales que
para cualquier € > 0 sus puntos de discontinuidad se pueden cubrir con una cantidad

numerable de conjuntos cuyas dreas forman una serie con suma menor que .
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Un caso particular es

]‘5 (x?y)€S7

X5<x7y) =
0, (z,9)¢59,

para S medible Jordan. En este caso es facil ver que [[,, xs = A(S), para todo
D>S.

Los puntos de discontinuidad de xg son los puntos de 95 y forman un
conjunto de 4rea nula.

Nos limitaremos en lo que sigue a funciones continuas. Por una teoria mas
general de las funciones integrables ver [3]. Para continuar, precisamos méto-
dos préacticos que nos permitan calcular integrales dobles sin tener que recurrir
a limites de sumas.

En integrales simples, ese papel lo jugaba el cdlculo de primitivas.

Aqui, veremos que es posible reducir el problema de cédlculo a integrales
iteradas, introducidas en la Seccién 7.1, que son de hecho integrales simples.

En efecto, la integral doble en un determinado dominio D = {(z,y)/a <
xz < b,c(x) <y <d(x)}, es igual a la integral iterada f; dx fcd(w) f(x,y)dy,si f

(z)
es continua. Esto, se vera a continuacién.

Teorema 7.15 (Fubini). f continuaen D = [a,b] X [c,d] = D. Entonces,

//Df(x,y)dzdy(:l)/ab da:/cdf(x,y)dy:/cd dy/abf(w)dx_

Demostracion. Veamos la igualdad (1), la otra se demuestra en forma simétrica.
Sea p(z) = [ f(2,y) dy.
Consideramos particiones P, = {zo,...,2n} V¥ P> = {yo,...,yn} de los
intervalos [a,b] y [c, d] respectivamente y formamos con ellas la particién P =
{R;;,i=0,...,n—1,7=0,...,n—1},del conjunto D, siendo R; ; = [x;, Tit1] X

[, Y;+1]. Probaremos:
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(x) s(f, P) < s(p, P1) < S(p, P1) < S(f, P).

n—1n—1 n—1 n—1
S(f, P) S Z Z miijiij = Z Aaj, Z mijij
i=0 j=0 =0 j=0

donde m;; = min{f(z,y) : = € [x;,zi11],y € [Yj,yj+1]}, Az = 41 — 23 ¥
Ayj = yj1 — yj-

Observemos que si zg € [x;, zi4+1] Y 9(y) = f(z0,y) entonces

mi; < min{g(y) : y € [y, Yj+1]}

de donde, si p(z) = fcd f(z,y) dy, tenemos

n—1

> mijAy; < s(g, Pa) < (o).

=0

Tomando minimo en z € [z;,x;41],

n—1
Z mi;Ay; < min ().
§=0

T€[Ti,Tit1]

n—1
p291 de [5] s(f,P) < Z Az;  min () = s(e, P1).
i=0

z€[xi,Ti41]

Andlogamente se prueba S(f, P) > S(p, P1), de donde se deduce (x).

Si ahora tomamos sucesiones de particiones P\™ de [a,b] y P\"” de [c,d]
tales que |P1(n)| — 0y |P2(”)| — 0, entonces la particién de rectdngulos P(™)
correspondiente cumple con |P(™)| — 0.

Tomando limite en s(f, P() < s(p, P'™) < S(yp, PI™) < S(f, P), se dedu-
ce que

[ ) dedy = / " o) dr
D
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Es posible extender el teorema para una integral doble en una regiéon D =

{(z,y)/a <z <bc(r) <y <d(x)}donde ¢(x),d(x) son continuas en [a, b].

Obtenemos
b d(x)
/ﬂmwmwz/m] [z, y) dy.
P a c(x)
)
c(x)
“ b ¥ No haremos aqui el detalle de la demostracién, que pue-
de hacerse, por ejemplo, aproximando la regién D por una unién finita de rec- p292 de [3]

tangulos, aplicando el teorema anterior a cada uno y acotando la diferencia con
la integral en D.

Si D puede ademds ponerse en la forma

D ={(z,y)/c<y <daly) <z <by)}

se tiene en forma simétrica

//f(x,y)dmdyZ/cd dx/al():)f(x,y)dx.
D

3.2.0. Ejemplo: 9) En el ejemplo 5), se prob6 que [[, f(z,y) dxdy = 1/6,
siendo D = {(z,y)/0<2<1,0<y <z}

3.21. Ejemplo: 10)D = [0, 7] x [0, 7]

//cos(:r:—l—y)dxdy:/ dx/ cos(at—&—y)dydxz/ dxsen(z 4+ y)|§ =
0 0 0
D
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= / (sen(m + x) — senx) dr = / —2senzdr = 2cosz| = —4.
0 0

7.4. Cambios de Variable en Integrales Dobles

A la herramienta bésica de célculo de integrales doble (reduccién a integra-
les iteradas) agregamos ahora el cambio de variables, que permite pasar de una
integral doble a otra mas conveniente.

Si queremos calcular [[ ) f(x,y)dx dy, un cambio de variable es una fun-
cion (z,y) = g(u,v), g : U — V, tal que V contiene al dominio de integracion.

Exigiremos ademas que g sea biyectiva y cumpla condiciones técnicas.

Definicién 37. U, V, abiertos en el plano, g : U — V es un cambio de variable
(difeomorfismo) de U a V' sii g es biyectiva, diferenciable y det Jya # 0,Ya € U.

Donde J4a es la jacobiana de g en a.

Del Teorema de la Funcién Inversa (Cap. 6, Teorema [6.28) deducimos que

1

existe una funcién inversa g~ : V — U, que es también diferenciable y de

Jacobiano no nulo.

El ejemplo més sencillo es el cambio lineal, g(u, v) = (ou + fv,yu + dv) +
a f
v 6
Veamos como se transforman las dreas por un cambio lineal. Sea R = [u1, ua] X

(z0,Y0), donde la matriz T = ( ) tiene determinante no nulo.

[v1, v2] rectangulo en el plano (u,v). Por ser lineal, g transforma a R en un pa-

ralelogramo g(R).
v Y P
v Q P
R et @ N’
v1
M N M
U1 u2 U x
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Calculamos el drea del paralelogramo g(R) utilizando la férmula (ver curso

de Algebra Lineal)

en que A denota el producto vectorial.

Se tiene
M/ :(aul + 5”177U1 + 5’01) + ((E(), yO)v
N/ :(OLUQ + ﬂvh’YuQ + 51}1) + (IL'0, y0)7
Q/ :(aul + 6U27’YU1 + 6112) + (Qfo, y0)7
de donde

A(g(R)) = |(aAu,vyAu) A (BAu, §Av)| = |(ad — Bv)|AulAv = |det T|AuAw.

siendo Au = us — u1, Av = v9 — v1.
En resumen, A(g(R)) = |det T|A(R), es decir que las dreas en un cambio
lineal se transforman multiplicando por el valor absoluto del determinante de
T, siendo T la matriz de la transformacién lineal (lo anterior lo muestra para
rectdngulos, pero por aditividad y paso al limite se extiende en forma sencilla para todo
R medible Jordan).
Para calcular [, f(z,y) dz dy, consideramos una particién p295 de [3]

P ={Ds,...,D,} de Dy formamos una suma de Riemann

D@ g)AD) =Y flg(ui,5))| det T|A(g™ (Dy))

donde (u;, v;) = g~ (%4, 7).
g Y (P) = {gY(D;),D; € P} es una particion de g—*(D), como surge de

la continuidad de g, g~'. Por lo tanto, el segundo miembro es una suma de
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Riemann de f(g(u,v))|det T'.

No es dificil ver que si |[P| — 0, la norma de la particién g~'(P) tiende a

cero y tenemos

//f(m,y)dasdy: // F(g(u,v))| det T|du dv
D 9-1(D)

férmula de cambio de variable para el caso de un cambio lineal.

Para una g(u,v) que no sea lineal, la diferenciabilidad nos permite escribir
g(u,v) = g, v;) + dgl(a, 5,) (w — U, v — ;) + r(u,v)

Es decir que g se aproxima localmente por una transformacién lineal de matriz
T = Jg(ﬂi, @i)g.

Es natural pensar que al afinarse la particion, y hacerse r(u, v) despreciable
frente al término lineal, las dreas tiendan a transformarse como en el caso lineal. Es

decir

A(D;) ~ | det(Jy(u;, 7)) | A(g ™ (D2)
si la particion es fina. Por lo tanto,
> F@g)AD) =Y 9@, 5))| det (T, (1, 5:)) | A(g ™" (D5).

Al tender la norma de la particién a cero, las consideraciones anteriores nos

llevan a formular los siguiente.

Teorema 7.16. f : D(C R?) — R continua, U, V, abiertos de R? yg:U—Vesun

cambio de variable, D C V. Entonces

[ t@wdsds=[[ st o)idets,u,vplduds
D g~ (D)
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Demostracién. La omitimos. Ver [1}, 3] O

Si escribimos g(u,v) = (z(u,v), y(u,v)) es mas mnemotécnico usar la nota-

cién (x,y)/0(u, v) para el Jacobiano pues nos queda:

//facydmdy— [ soww ’

g~1(D)

Y)

du dv,
u,v)

férmula que sugiere que los dudv “se van” con los d(u,v) del jacobiano para
dejarnos los dxdy.
4.0.2. Ejemplos: 11) D = {(z,y):2 >0,y >0,z +y <1}
Calculamos [, exp (z — y)/(z + y) dz dy.

Es natural escribir el cambio lineal v = z — y,v = = + y, o también x =
(u+0)/2,y = (-u+0)/2

Se obtiene g1 (D) = {(u,v)/u+v > 0,0 —u > 0,v < 1}.
12 12

-1/2 1/2 > cuyo determinante

La matriz jacobiana del cambio es T" = (

es 1/2. Por lo tanto,

//exp( )d:vdy— // fexp dudv— /dv/ eV du =
h —v

g*(

1/1 dvve/?]", = 1/1(6 —e Hudv = 1(e —e ) = 1senh 1.

2 Jo Y2 4 2

Nota: el Teorema puede extenderse permitiendo que J,(u,v) = 0 en un
conjunto de area nula, e incluso que g no sea inyectiva en un conjunto de 4rea
nula.

4.0.3. Ejemplo: 12)Coordenadas polares

Consideramos el cambio (z,y) = g(p,¢), en qué z = pcosp y y = pseny

conp > 0, ¢ € [—m,m]. Se verifica que Jy(p, ¢) = p. Se lo aplicamos a

/S/(x2 +9?) dx dy
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donde S = {(z,y)/4 < 2% + y*> < 9}
//(9:2 +y?) dedy = //(pz)pdpcﬂp
S g1

con g~1(8) =[2,3] x [, 7]

™ 3 w 3p4 34 94
ey R Ny S R (]
—T 2 - J2

S

Aqui, el cambio g no es inyectivoen ¢ =7, ¢ = —m,y J, se anula en p = 0.

Siendo estos conjuntos de area nula, es valido el cambio realizado.

7.5. Integrales Multiples de Dimensién Mayor que
2

La extensién de lo anterior para funciones de mds de dos variables es total-
mente directa y no ofrece nuevas dificultades. Nos limitaremos a enunciar en

forma resumida los resultados y a resolver algunos ejemplos.
El primer paso es definir la nocién de medida de Jordan (o volumen) en
el espacio n-dimensional. Para ello se consideran los cubos de dimensién n,

determinados por los puntos de coordenadas mdltiplo de 1/2*. Un tal n-cubo
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es de la forma

R | o+l iz iz +1 in in+1
i1ein | k7 9k X ok ok XX ok ok

con 1,12, ...,i, enteros.

Dado S C R", se considera

k
1
Vi (S) = > (2n)
(i1,in)/RE, . NS#D

volimen de los n-cubos que cortan a S'y V,; (S), volumen de los n-cubos que

estan contenidos en S.

Una vez mds, S serd medible Jordan sii
lim V,~ (9) = lim V.H(S) =V (S)

y esta definicién es aditiva.

Sea ahora f : D(C R") — R, funcién acotada, D medible Jordan. Se define

en forma analoga como en la Seccién 7.3:

P = {Ds,...,D,}, particiéon de D (D = U}_,D;, los D; no se solapan),
|P| = méx d(D;), donde el didmetro d(S) se define como en Def.
P299 de [5]

n

s(f,P)=>_ inf f(x).V(Dy),
i=1 ¢

S(f,P)=>_ sup f(z).V(Dy)

i=1 zeD;

SR(f,P,Xp) = f(@)V(D;), con Xp = {&1,..., 7} tal que z; € D;.
=1
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Si f es continua y D es compacto, se prueba aqui que supp s(F, P) = infp S(f, P) =
I y ademds que dado e > 0,3§/|P| < é = |I — SR(f, P, Xp)| < e.
Al ntimero [ asi introducido se le llama integral multiple de f en D y se

denota

///f o //---/f(ml,xg,...,xn)dxldxg...dxn.
D D

La herramienta bésica de calculo aqui también es la reduccién a integrales ite-

radas. Si D = [a1, b1] X [a2,b2] X ... X [an, by], se obtiene para f continua

by ba by,
//--~/f(xl,x%...,xn)dxldxg...dmn:/ dxl/ d;vg.../ fz1,za,. .., zp,) dz,,.
b al ag An

y el orden de la integral iterada es indiferente.

Lo anterior también es cierto para dominios mds complicados. Vedmoslo
para el caso de una integral triple. Sea D = {(z,y,2) € R®/a < x < b,¢p1(x) <

y < po(x), Y1(z,y) < 2 < Pa(x,y)}, donde o1, 2,11, 12 son continuas.

z = 1/’2(% y)
z = 1(.’17,:(/)
Yy
a
b/ Q\ a(x)
T
Se tiene:

b pa(x) Pa(,y)
[[ sy zrdzaya: = [ao [©ay [ payads
4 a w1(z) 1 (z,y)

donde se resuelve en primer lugar la integral de la derecha, obteniendo una
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funcién de z, y, etc.

5.0.4. Ejemplo: 13)Calcular [[[, xy? 2% dx dy dz, siendo

D={(z,y,2) eR*/0<2<1,0<y<uz0<z<uxy}

(17 ]" 1)

Se tiene:

1 x Ty
///nyzSda:dydz:/ [/ (/ my223dx) dy} dxr =
o LJo 0

D
1 x 4,4 5.7
2 LY Laby 1
= dy | dx = dr = —.
/0</0 1 y) T AT YT 364

Por dltimo, tenemos también aqui, la posibilidad de un cambio de variables.

Un cambio de variables es una funcién g : U — V, donde U, V son abiertos
de R™, tal que g es biyectiva, diferenciable y det(J,) # 0 en U (o se anula en
un conjunto de volumen nulo). Si (z1,...,2,) = g(u1,. .., u,) es un cambio de
variables y D C V, se obtiene la siguiente férmula de cambio de variables en

la integral de una funcién f:

Jf =] tlnsmtondan= [f o f stton oo o0

g-1(D)

Algunos cambios de variables importantes son los siguientes (para la eleccién

duy . ..du,,.
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del cambio, tener en cuenta la forma de D y la expresién de f).

1) Cambio lineal Sea T’ matriz nxn, con det T # 0. La funcién (z1, ..., 2,) =

g(u1,...,u,) dada por g(¥) = T4 es un cambio de variable en R™.

2) Coordenadas cilindricas en R? Tomemos U = (0,+0o0) x (0,27) x Ry

g(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z). Se tiene det J,(r, 0, z) = .

p302 de [3] 3) Coordenadas esféricas en R? U = (0, 4+o0) x (0,27) x (0,7) g(p,0,¢) =

(pcos@senp, psenfsen g, pcosp). En este gaso se obtiene: det(Jy(p,0,¢)) =
—p?sen .
5.0.5. Ejemplo: 14) D = {(z,y,2)/z > 0,2% + y* + 2* < r?}

Calculamos [[[ , zdxdydz =1

En coordenadas esféricas, g~1(D) = [0, 7] x [0, 27] x [0, 7/2]

27 r m/2 27 r w/2 r
:>I:/ dH/ dp/ pcos<pp2sen<pdg0:/ d@/ p3d,0/ sen ¢ cos ¢ dp = (27) ()
0 0 0o N 0 0 0 4

z | det Jg |

Se verdn maés ejemplos en la seccién siguiente.

p303 de [5]

7.6. Aplicaciones de las Integrales Multiples

1) Areas En el Capitulo 4 de [5], se calcularon areas para regiones particu-

lares por medio de integrales simples.

Para S medible Jordan cualquiera,
A(S) = //1d;vdy
5

El célculo de la integral doble mediante integrales iteradas nos conduce de
todas formas a integrales simples, pero se debe observar que antes se pueden

realizar cambios de variable.

DN | =
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6.0.6. Ejemplo: 15) Area del circulo S = {(z,y)/2? + y? < r?}

2m T 7,2
//1dxdy:/ dcp/ pdp = (21) = = mr?.
0 0 2

S

16) Area de la elipse E = {(x,y)/(z/a)? + (y/b)* < 1}. A(E) = [[,1dzdy.
Con el cambio = = au, y = bv lineal, de Jacobiano ab, la preimagen de E es la
Cfa. u? +v? < 1, 1o que implica
p304 de [5]
A(E) = // abdudv = a.b.m.

u2+0v2<1

2) Volimenes El volumen de una regién S medible Jordan del espacio es

V(S):///ldxdydz.
S

Si S es delaforma S = {(z,y,2)/(z,y) € D,0 < z < f(z,y)}, se lo puede

calcular como una integral doble

v(s) = [[ ) dzdy

D

6.0.7. Ejemplos: 17) Volumen de la esfera 2% + y? + 22 < R? (9). En
coordenadas esféricas, la esfera, es el conjunto 0 < ¢ < 7,0 <6 < 27,0 < p <

R. El Jacobiano es —p? sen ¢, por lo tanto

2m T R 27 T R
V:///ldxdydz :/ dG/ dcp/ pQSengodp:/ d9/ sengpdw/ p2dp
V 0 0 0 0 0 0

3
4
= 271'.2.% = §7TR3.

18) Volumenes de revolucion

En el Capitulo 4 de [5] se obtuvieron férmulas para los voltimenes de revo-
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lucién mediante argumentos directos. Los reencontramos ahora utilizando un
cambio a coordenadas cilindricas.
Si S es el conjunto engendrado por la rotacién de {(y, z)/z € [a,b], 0 <y <

f(z)} entornoa Oz

2m b f(2) be(Z)
V(S):///ldxdde:/ d@/ dz/ TdT’=27T/ sz.
0 a 0 a
S

6.0.8. Ejercicio: Si S’ se obtiene girando el conjunto {(y,z)/y € [a,b],0 <

z < f(y)} en torno a Oz, verificar que

b

V(s = 277/ rf(r)dr.

a

3) Masa de un cuerpo

En Fisica, se asocia una magnitud llamada masa (m) a un porcién de mate-
ria que ocupa una regién S del espacio. Se denomina densidad media (p) de la
sustancia al cociente entre la masa y el volumen V' (S). (m = pV)

Esta densidad media es suficiente en la medida en que la sustancia sea ho-
mogénea, es decir que los volimenes iguales tengan la misma masa.

Una situacién mas general es considerar un particiéon {Si,...,5,} de S,

donde cada S; tiene asociada una densidad p; y la masa total se calcula como
m = Z pi V(Si).

En el limite, podemos considerar que la densidad es una funcién p(z, y, z) de

cada punto y la masa se calcula como

m(S) = /// o2,y =) da dy dz.

Por lo tanto, cualquier integral triple puede considerarse como una masa, en la

que la funcién integrando se toma como la densidad p(z, y, z) (Sin embargo, es
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habitual considerar solo masas y densidades no negativas).

Por ultimo, si p(x,y, z) es continua, se puede obtener

m(AS)
= If
(*) p(anyOVZO) d(AISH)1~>O V(AS)7

donde AS son regiones del espacio que contienen (zo, yo, 20) ¥ cuyo didmetro

d(AS) tiende a 0.

En efecto,

m(AS) 1
{ < = dedydz = {
(I’ygIéASp(x,y,Z) S V(as) ~ V(ag) ///p(x,y,Z) zdydz (Lﬁ?ésp(x’y’z)
AS

lo que nos da (*) por continuidad. El anterior es un proceso de “derivacién en
el espacio” que es andlogo al que relaciona integrales y derivadas en el caso de

integrales simples.

4) Centro de masa o baricentro

Supongamos dos particulas de masas m; y my que ocupan posiciones P =
(x1,y1,21) y P2 = (%2, 92, 22). Es natural definir un punto en que podamos

concentrar la masa total m; + mo , como

G — my P+ ma2

1 P,
m1 + me my + mo

De esta forma, G es un punto situado en el segmento P, P, y sus distancias a

los puntos P, P» son inversamente proporcionales a las masas respectivas.
G se llama baricentro o centro de masas y tiene aplicaciones en Mecanica.

La nocién de centro de masa se extiende inmediatamente a un conjunto

mi, ..., m, de masas con puntos P, ..., P,, como

o= 2ml

m;
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Sus coordenadas son

_ DML _ > miy; . Yomz;
TG = ) Yya = ) 2G = .
>om; > m; 2o mi

Para el caso de una masa distribuida en una region .S del espacio, con densidad

p(x,y, z), es natural definir G como el punto G = (z¢, y¢, 2¢), con

fffsxp(x,y,z)dxdydz _fffsyp(x,y,z)dxdydz _fffszp(x,y,z)dxdydz

) - 5 zZg = .
[Ifgp(x,y,2)dedydz v [I[gp(x,y,2)dedydz ¢ [I[ g p(x,y,2)dedydz

Para el caso homogéneo (p(z,y,z) = po, constante), G’ resulta independiente

de po y depende exclusivamente de la geometria de S.
6.0.9. Ejemplo: 19) Baricentro de una hemiesfera

homogénea:
5= {(x’y7z)/z Z 0’$2+y2 +22 Z 7"2}

Por argumentos de simetrfa es intuitivo que z¢ = yg = 0. (Verificarlo como

ejercicio. Sugerencia: pasar a coordenadas cilindricas.) Calculamos

e — fffs’ZP(xay,Z)dxdydz
“T [l gp(wy, 2)dedydz

Como V(S) = (2/3)r3w y el numerador fue calculado en el Ejemplo 14, enton-

ces
3
G = = T
%r47r 8

5) Momentos de inercia. El momento de inercia de una masa m situada en un

punto P = (z,y, z), respecto de una recta r se define como I, = md?, siendo
d la distancia de P a r. En el caso en que r sea uno de los ejes coordenados, se
tiene,

lo, = m(y2 + 2’2) on = m(xz + 22) Io., = m(y2 + l‘2)
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Si tenemos un conjunto de masas m; en puntos P; = (z;,¥;, 2;) definimos el

momento de inercia total como la suma de los momentos de inercia de cada

particula.

Ioo =Y mi(y?+22),  Ioy= mia?+22),  Io.= Y mi(y? +a?).

Para el caso de una masa distribuida en una region .S del espacio, con den-

sidad p(x,y,z), definimos:

Iox = /// (7 +20)p(x,y, 2) da dydz,
s

Ioy, = /// (3012 + z?)p(x7y,z) drdydz,
s

Io, = /// (? + 2D p(z,y, 2) dx dydz.
5

6.0.10. Ejemplo: 20) Momento de inercia de un cilindro homogéneo de

masa M, radio R y altura h, respecto a su eje.

Sea S = {(z,v, 2)/2* + y?> < R?,0 < 2 < h}, con densidad py.

2w h R R4
Io. = po ///(x2 —y?)drdydz = po/ d@/ dz/ (r*)rdr = p027rhT
0 0 0
s

Como el volumen V (S) = R%7h, se tiene M = pyR?h, de donde

_ MR?

I
2

7.7. Integrales Multiples Impropias

_ poThR*
2

La teorfa anterior nos permite integrar funciones continuas en un dominio

D compacto. Nos interesa ahora considerar extensiones de la definicién a casos

p309 de [5]
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en que D no sea compacto. Esto incluye dos casos particulares importantes: (a)
el de dominios que no son acotados, como por ejemplo D = {(z,y)/z > 0,y >
0} y (b) el de puntos de discontinuidad infinita, en que la funcién es continua

en todo un compacto salvo en un punto, como por ejemplo D = {(z,y)/z* +
y? <13\ {(0,0)}-
Ambos corresponden a las integrales de 1°7 y 292 especie, ya encontradas

en el caso de una variable.

La idea es aqui, como en una variable, integrar sobre dominios compactos
D,, que “crezcan a D,,” cuando n — +o0. Sin embargo, no aparece aqui, como
en el caso de una variable, una forma natural de elegir los D,,. Por ejemplo,
en el caso en que D sea primer cuadrante, podemos tomar D—[0,n] x [0,n] o

Dl ={(z,y)/z,y > 0,2% + y* < n?

No parece haber motivos para preferir una u otra elecciéon o incluso otras
imaginables. Sin embargo, como veremos a continuacién, la eleccién puede no

ser indiferente.

7.0.11. Ejemplo: 21)Sea D el primer cuadrante, queremos estudiar

// sen(z? + y?) dx dy.
D

Sea D,, = [0,n] x [0,n], I, = [[, sen(z? +y?) dz dy. Se tiene:

I, = / dx/ (sen 2 cos y? + sen y? cos 2°) dy = 2 </ seandu) (/ cosuzdu) .
0 0 0 0

Las integrales impropias [, senu?duy [, cosu?du son convergentes (en el ca-

pitulo 4 de [5] se vi6 la primera, la segunda es similar). Por lo tanto

—+oo +oo
I, - - 2/ senuzdu/ cos u?du.
0 0

n—-+o0o

Tomamos ahora D], como el cuadrante de circulo deradiony I}, = [, sen(z?+
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y?) dzx dy. Pasando a coordenadas polares

/2 n
IT’L:/O d‘P/O Senpzpdp:g.[*COS,Dﬂg:%(l—cosn%.

Pero I}, no posee limite. Por lo tanto, para definir una integral impropia en el

caso de varias variables seremos algo mds exigentes que en una variable.

Definicién 38. Sea f : D(C R¥) — R, continua; D tal que existe una sucesion (D,,)
de conjuntos compactos tales que D, C Dy41, D = U, D, y todo conjunto compacto

de D estd contenido en algiin D,,.

//]':)"/f(zl’“-axk)dxl...d:ck

es convergente sii el siguiente limite

h’m//.../f(xl,...,xk)dxl...dxk
D,

existe y vale lo mismo para cualquier (D,,) en las condiciones de arriba.

Decimos que

Con esta definicion, la integral impropia del Ejemplo 21 no es convergente.
Aparentemente, con la Definicién 38]seria dificil saber si una integral impropia
converge, ya que haria falta probar con cualquier eleccién de los (D,,). Para

funciones no negativas, sin embargo, una eleccion es suficiente.

Teorema 7.17. Si f : D — R es continua, D como en la Definicién Sif>0
en D, entonces lim,, [[ ... [, f no depende de la eleccion de la sucesién (D,,) y solo

tiene dos posibilidades: o es finito 0 es +oc.

Demostracion. Claramente, I,, = [[ ... [, f es una sucesi6n creciente, por ser

D, C Dpt1y f > 0. Por lo tanto, solo puede ser I,, — I finito o I,, — +o0.

(a) Supongamos que para una sucesion (D,,) particular, se cumple [[ ... [ p, [ —

I, finito. Sea ahora (D),) otra sucesién de conjuntos como en la Def. y
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I;L:ff"’fD;Lf'

Sea m fijo. Como D), es compacto, existe (Def. un primer n = n(m) tal
que D) C D, entonces I/, < I, < I.Por lo tanto I/, < IVm y como I, es
creciente, se deduce que I, — I’ < I. Cambiando los papeles de D,, y D;,,

deducimos que I < I’,dedonde I = I'.

(b) Por otra parte, si para una (D,,) particular, el limite es o0, debera serlo
en cualquier otra sucesion (D)) ya que de otro modo, la parte (a) nos conduce

a un absurdo. O
7.0.12. Ejemplo: 27)Sea D =R? f(x,y) = e~ (@ +y?),

Como la funcién es no negativa elegimos una sucesién, particular (D,,),

tomando D,, como el circulo de centro (0, 0) y radio n.

27 n _pz n
J[ e aray= [ ag [ pip =2 [_e ] — (1) ——
0 0 2 n—+oo
n 0
= // e~ (@) gy dy — m.
R2

Si ahora tomo D), = [—n,n] x [—n, n], el Teorema[7.17|nos dice que

lim//e_(x2+y2) dxdy = .
n
Dy,
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Pero

n n n n n 2
// e~ @) gy dy = / dx/ e ey’ dy = / e dm/ e’ dy = (/ e~ dx) .
) —n —n —-n —-n —-n

n

n —x2 P
Como | _, €% dx es convergente, tomando limite tenemos

oo 2 oo
(/ e dm) =71= / e dr = /7.
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Este resultado es bastante llamativo, ya que obtuvimos una expresion exacta
para | fooo e dx pese a que tu integrando no posee primitiva elemental.

7.0.13. Ejemplo: 23) D = {(z,y)/0 < 2? 4+ y? < 1}. Estudiamos

/D/(J:Q:_zﬁ)adxdy.

Tomamos D,, = {(z,y) : = <a? +y? <1}

1 2 1 1 1 1
//7admdy:/ dap/ —apdp—>27r/ — dp.
il (1/£2+y2) 0 1/np n o P
Recordando la integral impropia de dimensién 1, tenemos que

& dx dy converge sii o < 2.

I ey
e
7.0.14. Ejercicio: Sea D = {(z,y) : #? + y* > 1} Mostrar que

1 "
/ / —————& dx dy converge sii o > 2.
| )
Por dltimo veamos que ocurre si el Integrando f no es de signo constante.
El estudio de la integral impropia de |f| nos conduce, como en el caso de
dimensién 1, a la nocién de convergencia absoluta. Hay, sin embargo aqui, una

diferencia importante.

Teorema 7.18. Si f es continua en D, entonces [[ ... [, f convergesii [[ ... [ |f]

converge.

Omitimos la demostracién, que puede verse en [3].
En el caso de una variable, la integral impropia podra converger pero no
hacerlo absolutamente. Aqui, sin embargo, la convergencia equivale a la con-

vergencia absoluta.
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El origen de esta diferencia estd en la definicién adoptada para la conver-
p316 de [5] gencia. Al exigir que el limite sea el mismo para cualquier eleccion de los D),
permitimos que las integrales de las partes positivas y negativas de f sean “su-
madas en cualquier orden” y, aparece aqui un efecto similar al que aparecia en
la reordenacién de series, que no alteraba la suma, solo en el caso de conver-
gencia absoluta.
Los dos teoremas nos dan entonces el procedimiento para estudiar las inte-

grales impropias con signo cualquiera:

= En 1° lugar, estudiar la convergencia de [[ ... [}, |f| a través de una su-

cesién particular D,,.

= Enelcaso de convergencia, si se quiere hallar la integral, hacer lim,, [f ... [, f

para esa sucesion D,, o cualquier otra.
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