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Justificacion de la validez del

razonamiento
Justificaciéon semantica: T'F
Probar que la veracidad de las hipotesis implica la
veracidad de la conclusién

Justificacién sintactica: I'+ 3
Demostrar la conclusién a partir de las hipdtesis
usando pasos claramente definidos y explicitados.




Justificacidon sintactica

@ Demostrar la conclusién (8 a partir de las
hipotesis de T’

@ usando pasos claramente definidos y
explicitados.

i Qué es una demostracion?
Es una prueba formal

@ la correccion de la demostracion depende de su
forma y no del significado

@ cumplen reglas precisas de construccion



Pruebas formales
. Como probamos usualmente?

@ Sostenemos hipétesis iniciales (las podemos
usar como dato en todo instante de la prueba)

@ Encadenamos pasos simples de deduccion que
nos permite llegar a la conclusion

i Por qué pruebas formales?

Podemos compilar las pruebas hechas, y asegurar su
correccién o detectar errores mediante el analisis de
su estructura.



Formalizacion del razonamiento

Varias maneras de formalizar el razonamiento

@ Método Axiomatico (a la Hilbert)
e Deduccién Natural (Gentzen)
@ otros ..



Ejemplo

En Deduccion Natural las demostraciones se
formalizan mediante arboles
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Algunos arboles de prueba
?
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Deduccién natural

Reglas de construccién de pruebas

@ Construyen una prueba a partir de subpruebas
mas simples

@ Manejan correctamente las hipétesis (hipétesis
globales) y supuestos (hipétesis locales) en
cada etapa de la prueba

El andlisis de correccién de una prueba formal puede
mecanizarse, y lo ha sido. Existen asistentes y
verificadores automaticos de pruebas para el calculo
proposicional.



Reglas de construccion de pruebas

En general, para cada conectivo se definen

Reglas de introduccién

Indican cémo probar una férmula con ese conectivo

Reglas de eliminacion

Indican cémo utilizar una féormula con ese conectivo
en una prueba



i Como probar una conjuncién?
Hipétesis: 44, ... 0,

@ Probamos « usando d1,...0,, 0y, -0y,
0y, .- 0y, : :
Qo s
@ Probamos [ usando -1
alp
01y 0,

@ Luego, hemos
probado o A 8
usando 9, ... 4,



i Cémo probar un implica?

Hipétesis: 44, ...90,,

81y b ol

@ Supongamos « :

@ Probamos 5 usando B
01y...0, Yy & a—

@ Luego, hemos

probado a@ — 3
usando 0y, ... 9,




i Como probar una disyuncion?

Hipdtesis: 4, ...9,,

01y 0,
é
& gy,
oV B
@ Probamos « usando 5 5
15+ On
01y 0, :
@ Luego, hemos 5 )
probado a V 3 aV B "2

usando d,,...4,,



i Como probar un si y sélo si?
Hipétesis: 64, ... 9,

Tesis: a < 3

Demostracién
@ Directo. Supongamos «,

k
y probemos [ usando 1 Oplal] 6y,...0,[8]F
8§y, 0 : ;
Rl? ) n yO; /6 a .
@ Reciproco. Supongamos s re

B3, y probemos « usando

01,...0, ¥ 0

@ Luego, hemos probado
a <> [ usando 4y, ... 9,



i Cémo probar una negacion?

Hipdtesis: 4, ...9,,

Tesis: —«

AL

@ Supongamos «

@ Probamos L usando g 1-(8)
01y...0, Y &
@ Luego, hemos

probado —a: usando
0qy .00

n



i Como utilizar una conjuncion?

Hipétesis: d4,...9

n

Tesis: «
oz EN
Demostracion o) !

@ Probamos a A 5
usando 6y, ... 4, b

@ Luego, hemos aApB
probado « usando B

5y,...0,




i Como utilizar una implicancia?

Hipétesis: d4,...9

n

Tesis: 5
Demostracion

@ Probamos o — 3 01, On, 01500
usando 4y, ... 9, ' :

a —s &
@ Probamos o usando BB E—

01y 0,
@ Luego, hemos

probado 5 usando
01y 0,




i Como utilizar una disyuncion?
Hipétesis: 64, ... 90,

(]

Tesis: &
Demostracion

@ Probamos oV 8

usando §,,...9,, 01,0, 01, 0,[c]*  8q,...6,[6]
@ Caso A. Probamos 6 o \/ 8 5 ;
usando 04,...0,, y & 5 BV

@ (Caso B. Probamos &
usando 6,...9,, y B

@ lLuego, hemos probado
0 usando 4, ... 0

mn



i Como utilizar un si y sélo si?
Hipétesis: 64, ... 9,

18 815,
avf_ a,,

@ Probamos a <+ 8 usando g
dy,...0,
@ Probamos o usando 01, On 01, o8
91y...0, : :
Q<>
@ Luego, hemos probado 8 Boé 5 E 4

usando 9, ...9,,



i Como utilizar una negacién?

Hipétesis: d4,...9

n

Tesis: Absurdo

@ Probamos —« 015+ 0y Og5... 0y
usando 4y, ...d,, : :
- Q

@ Probamos a usando T B

5y 0,

@ Luego, hemos
probado L usando
01y -0 0y



i Como utilizar el absurdo?

Hipotesis: 44, ...

Tesis: «

Demostracién (reduccién

al absurdo
@ Supongamos —« :
@ Llegamos a una L
o RAA®

contradiccién usando
d1,...0, Yy T

@ Luego, hemos
probado « usando

5y,y..0,



i Como utilizar el absurdo?

Hipétesis: 44, ... 0,

Tesis: «

Demostracion dq,.--0,,

@ Llegamos a una
contradicciéon usando

S

@ Luego, hemos
probado « usando

5.0,

El

n



Una prueba trivial

Hipotesis: 1,79, .., 0, ooy Yy,

Tesis: «

oz QX HIP
Demostracion

@ La tesis vale porque
suponemos la hipotesis.



Pruebas = Arboles

@ Las derivaciones se definen inductivamente como un
conjunto de arboles etiquetados y "bien plantados
--)", o sea, con la raiz debajo de las hojas.

@ Cada nodo, interno u hoja, se etiqueta con una
formula proposicional y una regla y si genera hipdtesis
locales (supuestos), se le pone un superindice.

@ Las hojas son las hipdtesis de la prueba.

@ La raiz es la conclusion de la prueba.



Pruebas = Arboles

@ De las hojas hacia la raiz se pasa por aplicacién
de alguna de las reglas de construccion.

@ Las hipédtesis locales a subpartes de una prueba
se representan con hojas tachadas o usando
[_]"™ donde n es el super de la regla que la
introdujo.

@ En cada nodo, importa el orden de sus hijos.

Ejemplo: FaAB — BN«

Al L [an ]!
3 —g BN

Bha A
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Ejemplo: a A3 — v, a3 — v
a |p

aNB—v aAp
f}/ 1
f—=n

Premisa @ Supuesto

Premisa



Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:

Si ¢ € PROP, entonces ¢ € DER



Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (2/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si g € DER y % € DER, entonces
2

N7\
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Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (3/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si e € DER, entonces

o NP
N4

AX"
5" BN ¢ pER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (4/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si e € DER, entonces
oA




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (5/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:
2
A4

Si %Y € DER, entonces

]
\D/
(U
o> ¢! coEr




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (6/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si e € DER y g € DER, entonces

© =P

FEF—

o =P
P € DER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (7/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si g € DER, entonces
P

N

©
govwlleDER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (8/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si ?ﬁ € DER, entonces

N

(%
gp\/w”?eDER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (9/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:

4 Y
N X/

Si €¢€ DER, 7 €DER,y 7 € DER, entonces
wV
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Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (10/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:

Si ¥ €DERy ¥ € DER, entonces

] Y]
NN
¥ 14 I+




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (11/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si e € DER y g € DER, entonces

p Y
N N

@H% 1 E &,

€ DER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (12/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:

Si e € DER y g € DER, entonces

0 Y




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (13/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:
2
A4

Si | €& DER, entonces

(]
D/

1

=5 I~ e DER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (14/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como

sigue:
Si e € DER y g € DER, entonces
P 2

NN
P b

nE

E= ¢ pER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (15/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:

Si g € DER y ¢ € PROP, entonces
1

N

1
o L1l cDER




Definicién 1.5.1. Derivaciones (DER) (16/16)

El conjunto DER C T (&) de las derivaciones de la
l6gica proposicional se define inductivamente como
sigue:
RAA

P

N4

Si 1 & DER, entonces

[—]
D/
1
o RAA c DER




Conclusidon e hipotesis

Ejercicio
Sea D € DER. Llamamos C (D) a la conclusién de
D,y H (D) al conjunto de hipétesis no canceladas

de D.
Defina recursivamente sobre DER

1. C(D),y
2. H (D), asumiendo que al aplicarse las reglas se

realizan todas las cancelaciones (o descargas)
posibles.



Consecuencia sintactica

Definicion 1.5.2

Sean I' C PROP y ¢ € PROP. Decimos que ¢ es
consecuencia sintactica de T' (o que ¢ se deriva de
I ssi existe D € DER tal que

C (D)= y H(D)CT

Notacién

o I' ¢ se lee “p se deriva de I'”
@ D ¢ selee “p es teorema”, y se escribe - ¢

‘

<}



Consecuencias sintacticas

Definiciéon. CONS

Sea I' C PROP. El conjunto de las consecuencias
sintacticas de I es

Cons (I') = {¢ € PROP|I" - ¢}
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Propiedades de N\, — y L

Lema 1.5.3

Sean o € PROP, § € PROP, I' C PROP, A C PROP:

Siael entonces '«
SiTFayAFpS entonces I''AkFaAp
Sil'FaAp entoncesI'Fay '
Sil,ak entonces I'kFa—f
Sil'Fay AF a— [ entonces I''AFpS
Sil'k L entonces '«
SiT,—ak L entonces '«



Propiedades de V, <+ y —

Lema 1.7.2

Sean « € PROP, B € PROP, v € PROP, I' C PROP,

A C PROP:

SiT'Fa entonces '-avpg
Sil'-p entonces '-aVvpg
Sil'ak~yTI,BF ~ entonces avpky
Sil,akFgyTI,BF aentonces '-a+ g
Sil'Fa<+ g entonces ', a8y I, F «
Sil,ak L entonces I' -«
Si'Fay AF—-a  entonces AR L



Equivalencias entre conectivos

Teorema 1.7.3

Sean « € PROP, (3 € PROP:

= —a > a— L
FaVpg & —(—a A —5)
FlaeB) o (@a=B)A(B—a)
Faep < (a—PB)A B — a)
FaANp < —(—a V —p)
F(a—B) + (—a VvV B)
-1 < —(a V —a)



Mas propiedades

Teorema 1.5.4

Sean a € PROP, 3 € PROP, v € PROP:

Fa— (66— a)

Fa— (—ma— B)
Fla—=8)—=(B—7)>a—7y
Fa—pB) = —f -«
F——a < «
Fla—=(B—=7) < (@AB—7)
Fa— (=7 < (aNf—7)
Fl+aN—«o



Propiedades interesantes de -

@ SiTCAyI'F a, entonces A F «

@ SiI' F «, entonces existe A C I" tal que A es
finitoy A -«

@ SiAFayI't paratodo § € A, entonces
'«



