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Confiabilidad Estadistica Estructural

e En el estudio de Confiabilidad de un Sistema es interesante introducir el
factor tiempo en el analisis, lo que constituye el objeto de los Modelos
Estadisticos. Se busca contestar preguntas tales como:

— ;Cuanto tiempo es esperable que éste sitema no falle?. Esto,
tomando en cuenta un factor fundamental que es el envejecimiento
de sus componentes.

— ;Cual es el tiempo de vida de este componente?. jEn cuanto tiempo
se registrara su primera falla?.

— Dada una falla, jCuanto demorara en producirse la siguiente?.

e Se introduce el concepto de tiempo de vida o lifetime que es el
tiempo aleatorio desde el comienzo de operacién o funcionamiento
hasta que aparezca una falla luego de la cual es imposible continuar
operando (muerte o death).
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e Si 7 representa el tiempo de vida de un componente, la probabilidad de
que opere sin fallas durante un cierto tiempo ty estaria dada por:

R(to) = P(T > to).

e En muchos casos existe la posibilidad de reparar componentes fallados
de forma tal de mantener el sistema en funcionamiento y entonces es
interesante manejar nuevas variables que permitan modelar mas
exactamente la realidad.

e Seria importante considerar ademas del tiempo de primera falla del
sistema, la probabilidad de que en un cierto tiempo ¢ el sistema se
encuentre en un estado operacional, Av(t), e incluso considerar en el
caso limite que t tiende a infinito, Av.



Confiabilidad Estadistica Estructural

e El objetivo de los estudios estadisticos de confiabilidad es permitir una
precisa inferencia estadistica de un sistema y de sus tiempos de vida.

e No siempre es posible o aplicable realizar tests con el fin de determinar
exactamente tiempos de vida, como ocurre cuando es necesario por
razones de mercado lanzar un producto rapidamente a la venta y no se
puede esperar hasta agotar todos los testeos.

e La determinacién de la Confiabilidad de un Sistema (sistema en un
sentido amplio, no solo el de sistemas de telecomunicaciones) en
funcién de la confiabilidad de sus componentes es el tema de estudio de
la confiabilidad estructural.
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e El estudio de la confiabilidad de un sistema puede considerarse desde un
punto estructural en el que se toma en cuenta su organizacién y donde
la probabilidad de falla estard determinada por la probabilidad de no
supervivencia de sus componentes.

e Estos estudios se basa en el estado binario (funciona o no funciona) de
los componentes y en la definicién de una funcién de estructura que
vincule el estado operacional de los mismos con el del sistema, que a su
vez sblo puede presentar los mismos valores de operacion.

e El enfoque estructural es la expresiéon mdas amplia del estudio cldsico de
la Confiabilidad, por lo que los conceptos que se presentaran aparecen
posiblemente en todos los modelos (como los de Network Reliability),
aunque adaptados a cada caso.
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e Consideraremos dos clases de objetos: componentes (o elementos) y
sistemas (o estructuras).

e El estado del componente :—ésimo estard dado por la variable binaria z;
que valdra uno si dicho elemento se encuentra en un estado operativo, y
cero en caso contrario.

e El estado del sistema quedard completamente determinado por el estado
de sus componentes, a través de la funcién de estructura V(X ) donde
X es un vector de estado representando el estado de cada elemento
del sistema, siendo X = (x1,22,...,2,) Yy W(X) = 1 si el sistema est3
funcionando y ¥(X) = 0 si no estd operando.
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DEFINICION: X <Y si se cumple que Vi,7 € 1...n, z; < y; siendo
X=(1,...,2,) YY = (Y1, .-, Yn)-

DEFINICION: X <Y si se cumple que X <Y yexiste?, 7€ 1...n, tal
que r; < Yy;.

DEFINICION (FUNCION DE ESTRUCTURA MONOTONA): Una funcién de
estructura W(X) se dice mondtona cuando verifica:

1. U(X)(0,,0,...,0) =0.
2. U(X)(1,,1,...,1) =1.

3. U(X)<W(Y)si X <Y.
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DEFINICION (SISTEMA MONOTONO): Un sistema es monétono cuando
su funcidn de estructura es una funcidn mondtona.

e De estas definiciones vemos que si un sistema es mondtono su estado
no empeora si el estado de algin componente mejora, y ademas vemos
que el sistema no es operativo si todos sus elementos no lo son pero si
lo serd si todos sus componentes se encuentran en funcionamiento.
Intuitivamente vemos que es valido definir un orden parcial sobre los
vectores de estado en funcién de los estados de sus componentes.

DEFINICION (PATH VECTOR): Un vector de estado X se dice path
vector si ¥ (X) = 1. El conjunto A(X) = {i|x; = 1} recibe el nombre de
path set. Si ademas se verifica que ¥(Y) =0, VY < X, entonces X
constituye un minimal path vector y A(X) un minimal path set.
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e Los path sets constituyen conjuntos de componentes cuyo
funcionamiento garantiza el funcionamiento del sistema total,
simplificando la determinacién, a partir de un vector de estados dado,
de la estructura segln se encuentren en operacién o no los componentes

de algin path set.

TEOREMA: Sea Ay, Ao, ..., A; el conjunto de los minimal path sets del
sistema. Entonces:

U(X) = maxri<;<i H Z;.
’iEAj
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e Una consecuencia importante del teorema anterior es que cualquier
sistema mondtono puede ser representado como una conexion paralela
de los minima paths sets colocados en serie.

DEFINICION (CUT VECTOR): Un vector de estado X se dice cut vector
si W(X) = 0. El conjunto C(X) = {i|x; = 0} recibe el nombre de cut set.
Si ademds se verifica que U(Y) =1, VY > X, entonces X constituye un
minimal cut vector y C'(X) un minimal cut set.

e El concepto detrds de los cut set consite en un conjunto de
componentes cuya falla determina la falla de todo el sistema por lo que,
dada una distribucién de estados de componentes, puede determinarse
facilmente el estado operativo del sistema.
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TEOREMA: Sea C1,C5,...,C,, el conjunto de todos los minimal cut
sets del sistema y sea:

5:(X) = 1, st al menos un elemento C; se encuentra en funcionamiento
J 0, en caso contrario.

Entonces:

U(X) = H 5,(X) = H max{x; i€ C;}.

= Este resultado implica que cualquier sistema mondtono puede ser representado como
una conexidn serial de estructuras paralelas correspondientes a los minimal cut set;
esto es la aplicacién de una simplificacién por aplicacién de particionamiento en
subsistemas que operan como componentes simples y que reciben el nombre de

MODULOS.
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NOTACION: Para formalizar estos conceptos de particionamiento es
preciso introducir una nueva notacion:

S ={1,2,3,...,n}, S=;~, M, con M; " M; =0, Vi # j,

esto es: al sistema S compuesto por los elementos 1..n se le particiona en
Maddulos independientes M,;.

DEFINICION (SISTEMA MODULARIZADO): Sea s = s(Wy, Uy, ..., ¥,,)
una funcién de estructura binaria monétona. Si la funcién de estructura
del sistema W(X) puede ser representada como:

U(z) = s (U (XM), To(XM2), .., ¥, (XMm)), con M; N M; =0, Vi # j,
U.~, M; = S, entonces el sistema es un sistema modularizado. Los };
son llamados mdédulos y a s se le denomina funcion organizadora de la
estructura.
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VEREMOS SEGUIDAMENTE CONFIABILIDAD DE UN SISTEMA CON
COMPONENTES INDEPENDIENTES Y NO RENOVABLES.

e Asumamos que cada componente ¢ tiene una probabilidad p; de
encontrarse en funcionamiento, con lo cual el estado del :—ésimo
componente estard dado por una variable aleatoria binaria del valor:

.. _ {1, con probabilidad p;
"= 0, con probabilidad 1 — p,.

e De esta forma resulta que: V(X) = ¥(z1,x9,...,T,) es una variable

aleatoria binaria y la confiabilidad r del sistema estara determinada por
la probabilidad de que ¥ (X) = 1:
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e Dado que se asumid que todas las componentes son mutuamente
independientes, la distribucidn conjunta de las variables aleatorias de
estado queda completamente determinada por las confiabilidades de los
respectivos estados y por tanto r = r(p1, P2, ..., Pn).

TEOREMA: Sea r = r(P) la expresion de la confiabilidad de un sistema
mondtono formado por componentes independientes. Entonces r(P) es
una funcion creciente del vector de probabilidades P = (p1,p2, ..., Dn)-

e Se tiene que: 7(P) =p; - r(1; P) + (1 — p;) - (055 P), donde la
notacion («;;v) representa al vector v donde se sustituyd la i—ésima
componente por el valor a.
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e Hasta ahora se ha trabajado sin considerar el pasaje del tiempo. A
partir de ahora lo haremos bajo las siguientes hipétesis:

— El componente 1—ésimo tiene tiempo de vida 7; con distribucidn
Fi(t),i=1.n, P(1; > 0) = 1.
— Un componente que falla no se sustituye ni se repara.

e Se define una variable aleatoria X;(t) = 1< 7, > t, con lo cual
X(t) = (x1(t),...,zn(t)) y el tiempo de vida del sistema 7 queda
determinado por la primera entrada del mismo en un estado de falla,

esto es:
r = inf{t|U(X(t)) = 0}.
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TEOREMA: Sea r(p) = E(V(X)) la confiabilidad de un sistema
mondtono. Entonces la probabiliad R(t) de que el tiempo de vida del
sistema exceda a t esta dado por:

R(t) = P(t > t) =r(F1(t), Fa(t),. .., FiL(t)),
donde Fi(t) = 1 — Fy(t).

CoTAS A LA CONFIABILIDAD DE UN SISTEMA: A pesar del hecho de
que se han encontrado expresiones explicitas que permitirian efectuar los
calculos exactos de la confiabilidad de un sistema, para casos complejos
dichos calculos serian impracticables debido al elevado tiempo de ejecucién
de tales algoritmos. Una posibilidad en estos casos es emplear cotas al
valor del la confiabilidad del sistema que permitan un nivel de
aproximacién aceptable en un tiempo menor.
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METODO DE INCLUSION Y EXCLUSION:

Consideremos que un cierto evento E es la unién de eventos F1, Fo, ...

E,, e E = U:il E;.
Sean:
S1 = 2211 P(E;), S = Zi<j.P(Ei7Ej)’
Sy = Zz’1<i2<...<ir P( z;: E’U)

FORMULA DE INCLUSION-EXCLUSION: P(E) =>""""(-1)""15,,

donde las sumas parciales verifican: P(F) < 51, P(F) > 51 — 5o,...,
P(E) < 51— 59+ 53,....

Apliquemos esta relacién a la estimaciéon de las cotas que buscamos.
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Sean los minimal cut sets Cy, (s, ...., C,, y definamos el evento:

E? = {Todos los componentes de C; fallaron}.

Entonces: 1 —r(P) = P(J.Z"" E}). Sea Lt =Y. P(E}). Aplicando la
relacion mencionada se obtiene la siguiente sucecién de cotas:

Ly=Li= Y P(EE) <1-r(P) < L,
i<j
Conlocual: 1 —r(P) < L3+ ), P(E;EJE;) = L3,

De donde se deduce:

P(E}) = H qj, P(E;EY) H qi,....,con ¢; = 1 — p;.
JjeC; leC;UC,



Confiabilidad Estadistica Estructural

M£ETOoDO DE CUTS AND PATHS:

Sea A1, As,..., A; el conjunto de minimal path sets de un sistema
mondtono y sea E; el evento: {al menos una componente de A; fallé}.
Entonces:

1 —r(P) = P((YZ, Ej) = P(E1) - P(Es|Er) -...- P(EY| (Y2, ' Ej).
LEMA: P(Ey|=V ' E) > P(Ey), 2 <k <m.

.~k . . . ., ,
Si(.—; Ai = 0 entonces vale la igualdad. Si su interseccién es no vacia
implica que se incrementa la probabilidad de E;. Combinando los
resultados anteriores tenemos:

r(P)<1- Hi_i (1 - HjeAipJ')-
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Sea ahora el conjunto de minimal cuts C, Cs,..., Cm Y

A

E; = {al menos un elemento de C; funuona} Entonces:

r(p) = P21 Ey) = P(Ey) - P(Ea|Ey) - .- P(En| (V27 ).
LeEMA: P(ER| N:=F ' Ey) > P(Ey), 2< k <m.

Combinando los resultados anteriores obtenemos la cota inferior:

LB*:ﬁ 1— ] (t-py) gp(ﬁnﬁg = r(P).

i=1 JjEC; i=1
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De esta forma hemos logrado acotar superior e inferiormente el valor de la
confiabilidad del sistema de la siguiente manera:

m 1=l
[[{1-1la-p) | <rPy<1-][|1- [ 2
i=1 JEC; i=1 JEA;

e Podemos interpretar esta Gltima expresion como que r(P) estd acotada
inferiormente por la confiabilidad de un sistema ficticio en el cual cada
mintmal cut set del sistema original es un subproblema paralelo
independiente y cada uno de los subsistemas esta replicado
independientemente. Esta interpretacién es totalmente analoga y
aplicable para el caso de la cota superior.
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DESCOMPOSICION MODULAR:

La descomposicién modular permite determinar con mayor precisién una
cota inferior al calculo de la confiabilidad de un sistema, lo cual tiene un
interés practico considerable.

Denotemos por p; la probabilidad de que el modelo ¢ esté operando
(1 <i<m). A partir de la definicién de Sistema Modularizado podemos
deducir que la confiabilidad del sistema estd dada por:

F(P) = E [s (W (X M), Wa(X M), W (X)) = rag (55, D).

Si cada uno de los mdédulos fuera tratado como un sistema independiente,
podrian establecerse cotas inferiores a sus respectivas confiabilidades.
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Sean LB(i) dichas cotas y consideremos:

LB(M) = ry (LB(1), ..., LB(m)).

Obviamente: r(P) > LB(M). Calculemos ahora una nueva cota inferior
para r(P) en orden inverso, es decir, asumiendo que los valores exactos de
confiabilidad de los médulos p; son conocidos. Cada médulo se trata como
un elemento distinto y una cota como la calculada previamente se
determina para el sistema cuya funcidn de estructura estd dada por:

s (U (X M) Wo(XM2), L T, (X Mm))

Si denotamos la cota inferior correspondiente con LB(WV), por aplicacién
del siguiente teorema, se puede concluir que tanto LB(M) como LB(WV)
son mejores cotas de 7(P) que LB*.



Confiabilidad Estadistica Estructural

TEOREMA (BoDIM):

r(P) > max{LB(M), LB(¥)} > LB*.

METODO DE REEMPLAZO:

Los métodos descritos anteriormente permiten buenas cotas a la
confiabilidad del sistema pero la desventaja de que requieren que se
conozcan todos los minimal cut sets o path sets del sistema, o de sus
modulos, lo que es un problema complejo para sistemas grandes.

Un método alternativo como el de Reemplazo, si bien es mas eficiente, no
ofrece tanta exactitud en los resultados obtenidos, aunque es
considerablemente bueno en aquellos casos donde los componentes del
sistema tienen confiabilidades cercanas a la unidad.
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Asumamos que los tiempos de vida de los componentes son 7; ~ e*i, con

1 <1i<n. Sea rpy, €l tamano (habitualmente el nimero de elementos)
del cut set minimo, A =31 \; y 7 el tiempo de vida del sistema.
Con esta notacidn, se introduce el siguiente teorema.

TEOREMA:

Trmin— 1
min At k
P(r>t)=R(t) >e M Z ( k') .

k=0

e El método recibe su nombre (Reemplazo) porque en la prueba del
teorema anterior se utiliza un sistema imaginario que reemplaza al
original y sirve de cota dado que se deteriora mas rapido que éste.
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APROXIMACION A LA CONFIABILIDAD DE UN SISTEMA CON
COMPONENTES ALTAMENTE CONFIABLES:

Consideremos sistemas mondtonos con componentes independientes y no
renovables. Asumiremos que los componentes tienen una alta
confiabilidad, lo que se formaliza con:

e La confiabilidad p; del i-ésimo componente, : = 1, ..., n, verifica
p,=1—¢qg;=1—ab;, con a — 0.

e El tiempo de vida del i-ésimo componente, 7; = Exp();), A; = ab;, con
a — 0.

Expresamos con o« — 0 la baja probabilidad de falla de los componentes.
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e Dado un vector de estado X, sea B(X) = {i|z; = 1},
D(X) = {i|x; =0}, |B(X)|, y |D(X)| representa el niimero de
elementos en los conjuntos B(X) y D(X) respectivamente.

TEOREMA: Sea b el tamano del menor cut set del sistema. Entonces:

n

r(P)=1-)_ > I »- J] -0,

k=b \ {X:U(X)=0,|D(X)|=k}i€B(X) i€D(X)

r(P) =1—a’g(8) + O(a®™) ~ Ezp(—a’y(h)),
donde g(0) = Z{X:\II(X):O,|D(X)|:k} HiEB(X) 0i.
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