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Métodos de Reduccion de Varianza

e |La estructura de base de éstas técnicas es similar a la de Monte Carlo
Crudo. En genérico tendriamos:

Inicializacion Z: S = 0; So = 0;
Paran = 1,..., N hacer
Ejecutar M (G, K); (devuelve R)

51251+R;52=SQ+R2

fin_para; A
Estimar Ry: R = S1/N;
2
N So—S7/N
Estimar Var(RK): V = ]\%Ti/l);

e Es decir, primero se ejecuta un procedimiento de inicializacién Z; luego
se ejecuta IV veces un procedimiento M () y se acumulan sus resultados;
por dltimo se estiman Ri y Var(Rg).



Métodos de Reduccion de Varianza

e Cada método tendrd que incorporar a este esquema sus propios
procedimientos de inicializaciéon Z (que puede ser vacia) y de obtencién
de muestras M (), ésta dltima debe generar un valor aleatorio
correspondiente a una variable de media R, lo que permitird afirmar
que el estimador no posee sesgo.

e Si ademads su varianza es menor que la correspondiente al método
Monte Carlo Crudo, diremos que es mas preciso que éste.



Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Basado en Cotas

e Veremos su aplicacién para el calculo de Rx(G) (K-terminal-reliability).

e Puede ser aplicada a cualquier problema de evaluacién de la
confiabilidad en el cual se conozcan para la funcién ® de estructura del
sistema dos funciones & y ®Y que la acotan inferior y superiormente
en forma respectiva. Estas funciones deben cumplir las propiedades:

- LX) < ®(X) < ®Y(X) para todo vector de estado X .

— Para k=0, ...,|F| y para cualquier asignacién de valores
X ) = (g4, ..., &) para los primeros k componentes de X, los
valores: RE(XF)) = P(®L(X) = 1|zy = &1, ...,xp = T) Y
RU(X®)) = P(®Y(X) = 1|xy = &1, ..., 2, = &},) pueden ser
calculados en tiempo polinomial.



Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Basado en Cotas

e Los valores R y 1 — RY son la probabilidades de un par de eventos
conocidos en los cuales la funcién de estructura ® tiene valores
conocidos (respectivamente 1y 0), es decir, Rf = P(®L(X)=1)y
RY = P(dY(X) =1).

e Para el muestreo basado en cotas, se define el espacio sobrante:
W ={X:04X)=0,0Y(X) =1}, de donde se extraeran las
muestras en proporcion a su probabilidad en el espacio original. A partir
del estimador obtenido alli y la informacién anterior se reconstruye un
estimador de la confiabilidad del sistema. La reduccidn de varianza es
directamente proporcional a la fraccién de la probabilidad total que
queda incluida en el espacio W'.



Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Basado en Cotas

Muestreo Basado en Cotas;
Input: G = (V,E), K C V, oL, y oU;
Output: un valor de R;

Rutina M (): 3
Tomar una muestra X = (21, ...,:'i:|E|);
Calcular R = RY + o(X) - (RY — RL)
-0 0 0
Retornar R;

fin;

Figure 1: Rutina M () del Muestreo Basado en Cotas.

~

e La muestra X = (Z1,...,7|p|) se toma mediante el sorteo sucesivo, para
[l =1,...,|F|, del estado x; de la arista [ segln la probabilidad de
funcionamiento dada por:
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Muestreo Basado en Cotas

]5[ p— P(Q?l — 1‘%1 — 52‘1, ey Lj—1 = 3~Sl_1 Yy (I)U(X) p— 1, (I)L(X) = O)

~ [RV(X0-D), 1) — RE(XU-D 1)
| RV (XU-D) — RE (XU-D)

" Pi-

La varianza por muestra, correspondiente a los métodos de esta familia es:

Var = Rg - (Ry — Ri) — Ry - (RY — Ri)
= Rk - (1 - Rk) — (1 - Ry)-Rx — Ry - (Rg — Rk).



Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Basado en Cotas

e Siendo entonces menor que aquella correspondiente al Monte Carlo

Crudo (Rg - (1 — Rg)); la diferencia depende de lo ajustadas que sean
las cotas &L y dY.

e La performance en cuanto a su tiempo de ejecucidon depende de la
complejidad computacional del cdlculo de esas mismas funciones.

e Existe una variante del método para el caso particular en que todas las
lineas de la red poseen la misma confiabilidad elemental.



Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Dagger

e El muestreo dagger fue propuesto por Kumamoto y puede ser visto
como una extensidon de la técnica de variables antitéticas.

e La idea base es la de generar bloques de L muestras, dentro de los
cuales las variables aleatorias son elegidas de manera de introducir
correlacidon negativa entre las muestras individuales.

e El tamano L de cada bloque es elegido de forma tal que para cada
arista [ la secuencia de L replicaciones puede ser partida en
exactamente N sub-bloques de tamano L/N;, siendo N; = |1/q;]
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Muestreo Dagger

e Para cada uno de esos sub-bloques se elige aleatoriamente (utilizando
una variable uniforme) una tnica posicién en la que la arista [ va a fallar
(esto genera un patron de fallos para las L replicaciones en que la
frecuencia de fallas de cada arista estd exactamente en proporcidn a la
tasa media de fallo de la misma).

e Luego se recorre todas las replicaciones del bloque, controlando en
cuales de ellas el grafo es K conexo y en cuales no lo es, para de esta
forma obtener una estimacion del valor de Rx.

e En este método, una tnica invocacién a M () equivale a L muestras en
Monte Carlo crudo, lo que debe ser tenido en cuenta para la
comparacién de las complejidades.



Input: G = (V, E), K CV;
Output: un valor de R;

Inicializacion Z:
Calcular el vector de enteros (N; : I € E): N; = [1/q;];
Elegir el nimero de muestras: L = mcm{N; :l € E};

Rutina M ():
Para cada arista [
Para cada sub-bloque de tamaiio L/N;
Elegir aleatoriamente una replicacion dentro del sub-bloque:
Sortear U uniforme, tomar k = [U/q]
La arista [ falla en esa replicacion:
o =1, vk # k;
2 =0, sik < L/Np;
fin_para;
fin_para;
Inicializar T' = 0;
Paraidela L
Contar las replicaciones correspondientes a un estado operacional de la red:
T=T+ &(X");
fin_para;
Devolver R = T/ L;
fin;

Figure 2: Rutina M () del Muestreo Dagger.




Métodos de Reduccion de Varianza
Muestreo Dagger

e El tiempo de complejidad de cada muestra es O(|E|), como en el caso

de Monte-Carlo Crudo.

e Sin embargo, dado que el nimero de variables aleatorias que es preciso
generar durante la ejecuciéon es mucho menor para el método “dagger”,
existe una ganancia en tiempo de ejecucién considerable, que resulta la
principal ventaja de éste método respecto al crudo.



Métodos de Reduccion de Varianza
Construccion/Destruccion Secuenciales

e Los métodos de Construccién/Destruccién Secuenciales se basan en la consideracién
de un ordenamiento de las aristas del grafo. Todas las aristas se consideran en un
momento como falladas, y luego son “reparadas” en forma sucesiva, una a una segun
el orden elegido, hasta que el sistema pasa a un estado operativo.

e El estimador de la confiabilidad se puede interpretar como una funcién de cuanto lleva
llegar al estado operativo del sistema.

e El espacio de muestreo para el método de construccidén secuencial consiste en parejas
(X, 7) donde X es un vector de estado del sistema 'y @ = (71, ..., |g|) €S una
permutacién de los indices de aristas de F/, y existe un indice k£ que verifica:

Try = .o = &7, = 1,

0.

= ...=2x

LTk Bl



Métodos de Reduccion de Varianza
Construccion/Destruccion Secuenciales

Si el vector X es elegido de acuerdo a las probabilidades de estado del
sistema y la permutacién 7 es elegida de forma independiente y
uniforme sobre el conjunto de permutaciones compatibles, entonces la
probabilidad de ocurrencia de una pareja dada (X, 7) es:

o _PX=X)_ 1 p :
X = = — P(X =X

donde k es el nimero de aristas que funcionan en X.



Métodos de Reduccion de Varianza
Construccion/Destruccion Secuenciales

e El método de construccidn secuencial muestra una permutacién 7, y
considera en forma simultdnea el conjunto P de todos los posibles
pares (X, ), tales que X es consistente con 7 segun el criterio anterior.

e El valor de la confiabilidad R muestreado es entonces la probabilidad
condicional de operacidon del sistema respecto a P, es decir el cociente
de la suma de probabilidades de los pares (X,ﬁ) € Px tales que
®(X) =1 dividido por la probabilidad de P;.

e A continuacién damos una descripcidon mas detallada de la rutina de
muestreo M para el Procedimiento de Construccién Secuencial (en este
caso no existe una inicializacién particular).



Input: G = (V, E), K CV;
Output: un valor de R;
Rutina M ():
Sortear m = (71, ..., 7"{'|E|)
Para k = 0, .., | E| (Definir X (%))
Bry = =Egy =1, Bxy == i%IEI = 0.
fin_Para;
Determinar primer r € 0, ..., | E| tal que CI)(X(T)) =1
Calcular:
5l X )W), 7 5B P lpee = x (b))
B=TE = Bl Gl N
Zkzop(X(k)77~"-) ZkZ:O Ck: P(X :X(k))
Returnar R;
fin;

Figure 3: Rutina M () del Muestreo Construccién/Destruccién Secuencial.



Métodos de Reduccion de Varianza
Construccion/Destruccion Secuenciales

Es posible mostrar que el estimador R obtenido en cada muestra con este método

tiene varianza mas pequena que aquella correspondiente a una muestra del algoritmo
crudo.

El mayor esfuerzo computacional se realiza al determinar el primer indice r, que
depende fundamentalmente de la facultad de cadlculo de CID(X(k)), es decir de como

determinar cuando el sistema llega al estado operativo a medida que se reparan las
lineas una a una.

El 6rden computacional en el peér caso es O(|E|max{|V |, |E|}).

Es posible construir en forma andloga un método de destruccién secuencial, cuya
aplicacion puede ser ventajosa en sistemas de muy baja confiabilidad, dado que en ese
caso el valor de r se determinara al cabo de menos iteraciones que si se aplicara el
método de construccién.



Métodos de Reduccion de Varianza
Método de Riesgo Total

e Las variables de riesgo aleatorio, y en particular la variable de riesgo
total, han sido empleadas en diversidad de contextos para el estudio por
simulacién de modelos aleatorios. Veremos su aplicacién en la
estimacion de Rx(G).

e Sea (7 un K —corte minimo (un conjunto minimo de aristas que al ser
sacadas desconectan los nodos de K en el grafo). El primer riesgo, hy,
es la probabilidad de que todos los componentes en Cy no funcionen (lo
que implica que el grafo no es K —conexo), es decir:



Métodos de Reduccion de Varianza
Método de Riesgo Total

e El método del riesgo total consiste en simular el estado de todas las
aristas de (U';. Si todas las aristas estan fuera de servicio, el
procedimiento finaliza. Si por lo menos una arista funciona, se fijan los
estados de las aristas simuladas, y se busca un nuevo corte minimo Cs
en el grafo modificado. A partir del nuevo corte se calcula el segundo

riesgo, hs, dado por:

e A continuacién se simula el estado de las aristas de (U5 y se repite el
proceso anterior, generando nuevos grafos hasta que todos los
componentes de un corte minimo esten fallados o hasta llegar a un
grafo trivial, sin cortes minimos (todas las aristas han sido fijadas).



Métodos de Reduccion de Varianza
Método de Riesgo Total

e Si se consideraron 7 riesgos, el riesgo total estd dado por:
T
H(G) =) hi,
i=1

y es un estimador sin sesgo de (Jx.

e La implementaciéon sugerida utiliza la lista de todos los cortes minimos

del sistema considerado, y la actualiza a medida que se fijan los estados
de las aristas simuladas.

e El corte se elige en cada paso para que resulte en el maximo riesgo.



Input: G = (V, E), K C V, lista de K —cortes de G;
Output: una muestra de R;

Inicializacion Z: H = 0;

Rutina M ():
Elegir un K —corte minimo C;
Simular el estado de las aristas de C;;
Repetir hasta que todas las aristas del corte elegido estan falladas
Actualizar la lista de cortes del grafo G;
Calcular el riesgo: h = [[;cc ;s
Acumularen H: H = H + h;
Elegir un K —corte minimo C;
Simular el estado de las aristas de C;
finRepetir;
Retornar R =1 — H;
fin;

Figure 4: Rutina M () del Muestreo de Riesgo Total.



Métodos de Reduccion de Varianza
Método de Riesgo Total

e La reduccion de varianza que es posible obtener con este método
depende fuertemente de la forma de elegir el K —corte minimo C.

e La heuristica que parece mas adecuada es la de elegir a cada paso el
corte de mayor riesgo, pero esto conlleva un costo computacional que
puede ser bastante elevado, ya que debe realizarse una busqueda en la
lista de cortes (que es de tamaiio exponencial en el tamafio del grafo) o
mediante un algoritmo de flujo maximo en cada iteracién del flujo
interno.

e La complejidad en el mejor de los casos es de O(|E|) por muestra, dado
que es posible tener que simular el estado de todas las aristas del grafo.



Métodos de Reduccion de Varianza
Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

e El método de reduccidn recursiva de varianza utiliza una particion del
espacio de estado y ciertas técnicas desarrolladas en los métodos
exactos (condicionando respecto a una particién del espacio de estado,
contraccion, eliminacion de aristas, etc) para obtener una muestra del
estimado de anti-confiabiliad (k.

e Una formulacién recursiva de la anti-confiabilidad de un grafo G a partir
de la anti-confiabilidad de grafos mas pequenos, basandose en un
particionamiento del espacio de probabilidad subyacente, es:

|C(G,K))|

Qx(G) = Qc(e,x) + Z P(B;) - Qk,(G),



Métodos de Reduccion de Varianza
Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

Donde:

o C(G,K) = {li,l2,....Lic(c,K)} es un K—corte de G.

® Qc(c, k) es la probabilidad de que todos los componentes de C(G, K)
fallen.

e B; es el evento que todos los componentes en el conjunto
{l1,1s5,...,1;_1} fallan y el componente [; funciona.

e G;=(G—-1ly—1Ily—..—1;_1)*l; y K; es su conjunto de terminales.

NOTA: G %[ es el grafo deducido de G por la contraccién de la arista .



Métodos de Reduccion de Varianza
Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

En base a la ecuacién precedente se plantea el operador recursivo F'(,) que
proporciona un estimador sin sesgo de la anti-confiabilidad:

|C(G, K))|

F(G,K) =Qc,x)+ (1 - Qo) Y. lwcrnesF(Gi, Ky,
1=1

e U(G, K) es una variable aleatoria independiente de distribucién
uniforme [0, 1].

° (Jz)1<z<|C(G k)| €S una secuencia de intervalos disjuntos cuya union es
0,1], donde el largo de cada intervalo J; es P(B;)/(1 — Qc(a,k))-

NoOTA: 1 denota la funcién indicatriz del evento E.
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Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

e Como sélo una de las indicatrices tendra valor 1, esto equivale a en
cada paso ir acumulando las probabilidades de fallo de un corte y
continuar el trabajo en un nuevo grafo GG; donde las aristas de GG en
funcionamiento son contraidas, y las falladas son eliminadas.

e El procedimiento M () corresponde a este método y debe ser utilizado
desde el programa principal con los parametros GG y K devolviendo una
muestra pseudo-aleatoria.

e En el primer paso del procedimiento se controlan las condiciones de
finalizaciéon. Si K es un conjunto unitario, entonces el grafo es
trivialmente K —conexo, por lo que el valor de la confiabilidad es 1 (y el
de la anti-confiabilidad 0).
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Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

e En el segundo paso se elige el corte C' compuesto por todas las lineas
adyacentes a un nodo arbitrario de K, y a continuacién se calcula la
probabilidad de que todos los componentes de C' hayan fallado.

e En el cuarto paso se utiliza una variable aleatoria uniforme para
determinar uno de los intervalos J; de la particiéon dada en la férmula
anterior.

e A continuacion se actualiza el grafo y el conjunto de terminales de
acuerdo al intervalo seleccionado, y por ultimo se realiza la llamada
recursiva, utilizandose el valor devuelto en el calculo de la muestra.



Métodos de Reduccion de Varianza
Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

Input: G = (V, E), K CV;
Output: una muestra de la variable aleatoria F'(G, K);

Rutina M (G, K):
Controlar condicién de parada de la recursion:
Si |K| = 1 devolver 0 (G es siempre K —conexo).
Si G no es K —conexo devolver 1.
Buscar un K —corte:

Calcular Qo = H|12|1 q,-

Muestrear U/ Uniforme(0,1) y elegir J, tal que U € J,.
Construir G;, = (G — 11 —lg — ... = 1;_1) * ;.
Determinar K correspondiente a G .

Devolver Q~ + (1 — Q¢) - M(G;, K;).

fin;

Figure 5: Rutina M () de la RVR.



Métodos de Reduccion de Varianza
Reduccién de Varianza Recursiva (RVR)

Un calculo sencillo permite evaluar la complejidad total de la obtencién
de una muestra con este algoritmo, que es de O(|E|?), frente a O(|F|)
en el método crudo.

El andlisis de la reduccion de varianza no estd resuelto completamente,
dado que depende de la eleccidn del corte en cada paso.

Una cota inferior de la reduccién esperable en un dnico paso recursivo
(que no tiene en cuenta el efecto acumulado) estd dado por

Qc(1 — Rk), lo que muestra el interés en elegir en el paso 3 un corte
con una probabilidad de falla elevada.
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