Universidad de la Repblica Geometria y Algebra Lineal I
Facultad de Ingenieria - IMERL Curso anual 2017

EXAMEN - 6 DE DICIEMBRE DE 2017

Nimero de examen Cédula Apellido y nombre

e La duracién del examen es 3 horas.
e Fl puntaje minimo de aprobacion es 50 puntos.

Ejercicio 1: (20 puntos)

a) Sean A y B matrices 3 x 3 tales que det(A) = 3 y det(B) = —2. Halle det(2A'B~1A?),

explicitando las propiedades que utiliza en cada paso.

a 2 1
b) Consideremos la matriz A = 0 2 —1 |. Discuta el rango de A segun el valor de
1 —a «
a € R.
SOLUCION:

a) det(2A'B~1A?%) = 23det(A'B~1A?) = 23det(A?)det(B~1)det(A?%) = 23det(A)ﬁ(mdet(A)2 =
3det(A)® _ 5393 _
23Sl = 2333/ — 2 = —108.

b) El rango de A vale 3sia#2,—2yvale2sia=20a=-2.

Ejercicio 2: (15 puntos)

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando la respuesta.

r=14+A+p
a) Losplanos m) 2 —y+22—2=0y 7)< y=—-1+ X\ son paralelos.
z =3\

b) Si T :V — V es sobreyectiva entonces es también inyectiva.
c¢) Si{wy,va,v3,v4} esun conjunto linealmente independiente de Mayo(R) entonces {vy, va, v3, v4}

es un conjunto generador.

SOLUCION:

a) Los planos m y 7’ son paralelos si sus vectores normales son colineales. Claramente n, =
(1,-1,2) y ny = (1,1,3) x (1,0,0) = (0,3,—1) de donde se deduce que NO son paralelos.
b) Si T : V — V es una transformacién lineal sobreyectiva entonces dim(ImT) = dim(V'). El

teorema de las dimensiones implica entonces que dim(N(7T')) = 0y por lo tanto T es inyectiva.

1



c) Si {v1,v2,v3,v4} es un conjunto linealmente independiente de May2(R) como el espacio
Moy2(R) tiene dimensién 4, sabemos que es ademéds una base y por lo tanto es un conjunto

generador.
Ejercicio 3: (20 puntos)

Considere R* y los subespacios
S ={(z,y,2,t) :x+y=0, 2z+t=0} y So={(z,y,2,t):x2—2=0, y=0}
a) Halle S; + So.

b) ;Es S; + S2 una suma directa? Justifique su respuesta.

SOLUCION:
a) Como S1 = {(-y,y,—t,t) : y,t € R} una base de Sy es {(—1,1,0,0),(0,0,—1,1)} y como
Sy = {(z,0,z,t) : x,t € R} una base de S es {(1,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Luego {(-1,1,0,0),(0,0,-1,1),(1,0,1,0),(0,0,0,1)} es un generador de S; + Sy y ademas
se chequea facilmente que este conjunto es linealmnete independiente y por lo tanto es una
base de S1 + 5. Entonces dim S; + 8o = 4 y como S; 4+ Sy C R?* se deduce que S; + S, = R%.

b) La suma de S; + S2 es directa pues ya vimos que la unién da las bases de los subespacios es
base de la suma. También es facil ver que S NSy = {(0,0,0,0)}.

Ejercicio 4: (25 puntos)

a) Probar que existe una unica transformacion lineal 7' : May2(R) — Ra[x] tal que:

1 0
T =22 +1
(01) x° +

T<gg):x+1
T(gg>:$_1
T((l) é)zxg—i-x
T<;?>zﬁ+3



b) Hallar g[T]4 donde A es la base A = Lo ; bl ) bl ; 00 de
0 0 00 01 11

Maya(R) y B={2? , 4+ 1, 1} es base de Ry[z].

c) Hallar el nicleo de T. ; Es T inyectiva?
d) Hallar la Imagen de T'. ; Es T sobreyectiva?

SOoLUCION:

a) La transformacién T estd definida sobre un conjunto de 5 vectores en un espacio de dimensién
4. Por lo tanto sabemos que por lo menos una de las matrices debe ser combinacion lineal de
las otras. Es facil ver que

yw5;?>L<é?>+L<g?>+<U<8§>+Q<éé>
(o (a)(o)

es linealmente independiente y por lo tanto base de May2(R).
Esos 4 vectores que son base sabemos que determinan una tnica transformacién lineal.
Lo que falta verificar es que esa T preserva la combinacién lineal

(1)=00)+ () () o)

lo cual se verifica facilmente ya que

P2 4+3=1."4+1)+1(z+1)+(-1).(z—1) +0.(z2 + ).

or(34)-r(3 1) r (3 )
T<1 1> o
T R D R R
0 0 0o
T<1 1> g <2 1>+2T<0 1) z.
10

Como 2% —x +2 = 1.22 + (—=1)(x + 1) + 3.1, coordsT 00" (1,-1,3).

Anislogamente se calculan las coordenadas en la base B de los transformados de las otras
3 matrices de la base A. Entonces :

1 1 1 0
sla=| -1 1 2 1
3 -1 -3 -1



c¢) Es fécil calcular que T ( “
c

Z) = az? + (2b — a + d)x + (2a — 2b + ¢ — d). Por lo tanto

c d
y d= —2b.

Entonces N(T):{( g be) :beR}.

d) Por el teorema de las dimensiones sabemos que dim(Im(T)) = 4 — 1 = 3 = dim(Rz[z]), por
lo tanto Im(T) = Ra[x].

b
( “ > € N(T)siia=0,2b—a+d=0y 2a—2b+c—d = 0; lo cual implica quea =c =10

Ejercicio 5: (20 puntos)

Sean V y W dos espacios vectoriales y T': V' — W una transformacion lineal.

a) Escriba la definicién de conjunto linealmente independiente.

b) Pruebe quesi{T(vy),T(v2),T(v3)} C Im(T) es linealmente independiente, entonces {vy, v2, v3}
es linealmente independiente en V.

c) Pruebe que si T es sobreyectiva y {v1, v, v3} es generador de V entonces {T'(v1), T (v2), T'(vs)}
es generador de W.

SOLUCION:
Ver tedrico.



