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Variables aleatorias

» Variables aleatorias - modelan incertidumbre
» Ejemplo - modelo de datos con ruido X =6 + &
»> Ejemplo - imdgenes como vectores aleatorios £
» Distribucién
> Normal - £ ~ N(0,0%) = p(¢ = x) = 1/Vro2exp(—(x — u)? /o)
» Uniforme - £ ~U(a,b) = p(§ =x) =1/(b— a) si x € (a, b) y cero sino
> Bernoulli - £ ~ Ber(p) = p({=1)=pyP(=0)=1—-p
> Esperanza E[xi] = > xp(§ = x) o E[§] = [ xp(§ = x)dx
> Ejemplo Bernoulli E[§] =0P(( =0)+1P(=1)=p
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Procesos estocasticos

> Proceso estocéstico - secuencia de variables aleatorias {&;}¢>=0
» Lo define su probabilidad conjunta p(&1 = x1,& = x2, &3 = X3, ...)

» Ley de los grandes niimeros

> Permite calcular la esperanza a partir de muestras
» Sin conocer la distribucién de probabilidades (model free)
> Versidn estdndar asume &; son i.i.d. (E[¢:] = E[€])
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Aproximacién Estocastica

» Teoria general de aproximacién estocastica

Obtener 0° : £(6") = E[F(60",€)] = 0|
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Aproximacién Estocastica

» Teoria general de aproximacién estocastica

Obtener 0° : £(6") = E[F(60",€)] = 0|

Idea: Combinar algoritmos deterministicos con la LGN
Objetivo: Evitar calcular esperanzas y usar datos en cambio
Permite el procesamiento recursivo de los datos

Caso de interés: Descenso por gradiente estocastico (SGD)
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SGD = Stochastic Approximation + Gradient Descent



Ejemplo

» Neurona RELU para clasificacién de imagenes

» Permite incorporar los datos uno a uno

» Generaliza a redes neuronales



Ejemplo

Linear Mean Squares
Se tiene un modelo lineal de los datos
LMS ajusta los pardmetros de dicho modelo

Minimiza la diferencia entre los datos y el modelo lineal
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Procesa los datos recursivamente en tiempo real

Desired signal, dii}

Abdominal lead
Error
signal, efi)
o /’
Reference
signal, xfi} Adaptive filier:
LMS, neural
Chest lead network, etc. Output
signal, yfi}




Métodos de Aproximacién Estocastica

Familia de métodos iterativos para hallar raices
Usado en optimizacién donde los datos tienen ruido.

También es Gtil para procesar grandes cantidades de datos
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Consideramos la esperanza de una funcién arbitraria F : R x = - R

F(0) £ Ee [F (0,6)] = / F(6,€)dP(€)

Pardmetros 6 € RY y v.a. £ con distribucién en = C R™

El problema es hallar raices de f, i.e., 0" tales que f(6*) =0
Formulacién flexible que cubre muchos modelos

E.g., ruido de medida: F (6,¢) = f(0) + &

Varias formas de resolver este problema
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Pondremos foco en Robbins-Monro y Martingalas



La idea detrds de Robbins-Monro

v

Robbins-Monro es un simple algoritmo para hallar raices
Encuentra 0 tal que f(0*) =0

vy

0y f(0) deterministicas = descenso por gradiente

9k+1 = 9k — akf(Hk) = 6’k — akEg [F(0k7§)]

v

Encontrando f(0x) = 0 ( gradiente nulo), estamos en un éptimo local

v

Robbins-Monro descarta la esperanza Ee[]

Ok+1 = Ok — o F (O, k)

v

AN . . .,
Solo una muestra Fx = F(0x,&k) es necesaria por iteracién

v

También conocido como Stochastic Gradient Descent (SGD)



Convergencia del algoritmo Robbins-Monro

» Robbins-Monro usa muestras del gradiente Fi = F(0k, &)
Okr1 = Ok — oucF Ok, &k)
> En vez de E¢ [F(0k, &)]
Ok+1 = Ok — alEe [F(0k, €)]

» ;i Aln asi converge al 6ptimo?



Ejemplo: Mean Square Error

» Encontrar el error cuadrdtico medio
6" = argmin 1]Eg (6 —¢)7]
0o 2
» Queremos encontrar la raiz del gradiente
1
VosEe[(6 — )] =0-Ec[¢] =0

» Anulando el gradiente obtenemos 0 = E¢[¢]

» Stochastic Gradient Descent (SGD) Se mueve en la direccién

Ox11 = Ok — auF(Ok, &k) = Ok — an(Ox — &k)



Ejemplo: Mean Square Error

» Calculemos la solucién 6 = E¢[€] recursivamente como promedio

K
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1= T ,-:Of
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» Luce muy similar a stochastic gradient descent...



Ejemplo: Mean Square Error

» Promedio de las muestras
A A 1 A
Okt1 =0k — ——(Ok —
k+1 k K+ 1( k fk)
> Stochastic Gradient Descent (SGD)
1
Ok+1 = Ok — ak(Ok — &) = Ok — m(ak — &)
» Gradient Descent
1
=0k — uBe[0k — €] = Ok — ———Ee[0k —
Ok+1 = Ok — akEe[0k — &] = Ok 1 0k — €]
» SGD descarta la esperanza y aprende de los datos uno a uno
» Acumulador - minimiza y promedia simultdneamente



Aproximacién estocastica en accién

> ming 3 E¢[(0 — £)°] donde & € {—2,2} con prob. 1/2
> E[0-€)1=30-2°+1(0+2)°=60"+2=0x=0
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Aproximacién estocastica en accién
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Aproximacién estocastica en accién

> ming 3 E¢[(0 — £)°] donde & € {—2,2} con prob. 1/2
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Aproximacién estocastica en accién

> ming 3 E¢[(0 — £)°] donde & € {—2,2} con prob. 1/2
> E[0-€)1=30-2°+1(0+2)°=60"+2=0x=0
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Aproximacién estocastica en accién

> ming 3 E¢[(0 — £)°] donde £ € {—2,2} con prob. 1/2

> Ec[(0 €)= 3(0-2)+3(0+2)

=0°+2=0x=0
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» Stochastic gradient descent minimiza
esperanza

acumulando al mismo tiempo la




SGD no binario

> ming 1Ec[(0 — £)°] donde € € {—3,,—1,1,3} con prob. 1/4
> Ec[(0—¢)°]=0"+5=0x=0
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SGD no binario
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SGD no binario

> ming 1Ec[(0 — £)°] donde € € {—3,,—1,1,3} con prob. 1/4
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SGD no binario
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SGD no binario

> ming 1Ec[(0 — £)°] donde € € {—3,,—1,1,3} con prob. 1/4
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SGD no binario

> ming LE;[(0 — €)?] donde ¢ € {—3,,—1,1,3} con prob. 1/4

2
> Ec[(0—¢)°]=0°+5=0x=0

» Stochastic gradient descent funciona con variables no binarias



SGD con variables continuas

> ming 1Ec[(0 — £)°] donde & ~ U[-2,2]

> E[(0— €)= [, 30— d=0"+ % = 0+ =0
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SGD con variables continuas
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SGD con variables continuas
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SGD con variables continuas

> ming 1 Ec[(0 — £)°] donde € ~ U[-2,2]

> E(0 - €)= [2, 50— &P dE =07+ § =0+ =0
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» Stochastic gradient descent funciona con variables continuas



Caso no lineal

> ming E¢[sin(6 4 £%)] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

Eelsin(6-+¢5)] = % sin(0+ %)+ % sin(0—7) = sin(0) cos(3) = 0"

> SGD se mueve segiin Oxy1 = 0, — a cos(Ok + §kz)
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Caso no lineal
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Caso no lineal
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» Nada especial del caso lineal




Efecto del paso
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» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

— k=3

ABw_K)
n




Efecto del paso

» Volviendo a ming

1
2

E¢[(0 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

J———y

k)
o
/
/
/

—




Efecto del paso

> Volviendo a ming 2 E:[(§ — w)?] donde ¢ € {—1,1} con prob. 1/2

2
» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 2 E:[(§ — w)?] donde ¢ € {—1,1} con prob. 1/2

2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

ABw_K)
n

— k=7




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

k)
o
/
/
/




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

— k=995

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

— k=997

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 3 E¢[(6 — w)?] donde & € {—1,1} con prob. 1/2

» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

— k=998

ABw_K)
n




Efecto del paso

> Volviendo a ming 2 E:[(0 — w)?] donde ¢ € {—1,1} con prob. 1/2

2
» Consideremos un paso constante, e.g., a« = 0,05

— k=099

» Con paso constante = 6, orbita dentro de una bola

» Para convergencia se necesita o — 0 tal que >, ax =00y >, af < oo




Resultado formal (Robbins-Monro)

Dado F(6,€) : RY x = — Ry f(0) = E¢[F(6,£)] con 6* tal que f(6*) = 0. Si
existen las constantes ci, c» > 0, y el paso «ax tales que,

(A1) E¢[F(0,€)’] < @

(A2) Y oZpak =00, 305, af < o0

(A3) (6 — 6")* < F(6)(0 — 67)

entonces la sucesién fxy1 = Ok — i F(Ok, &) con E[03] < oo y &k ~ P iid.,
converge a 60" en m.s.e.,

Jim E[(0~0'7] =0



Prueba del Teorema de Robbins-Monro

» Definamos el error cuadritico medio (MSE)
€k é Eg [(ek — 9*)2]
» Substituimos Oxy1 = 6k — auF(0k, k) en el MSE y expandimos

(0 — 0" — akF(Ok, €6))* = (O — 0%) — 200 Fi(0k) (0k — 0%) + iz F£ (k)

(Oki1 — 0°)2 = (6k — 0%)* — 204 Fi(0k) (0 — 0%) + @i F2(0)
» Usamos E¢[] para obtener
eni1 = ek — 20uEe [Fi(0i) (0 — 07)] + o Ee [F7 (04)]
> Usando (Al) y (A3)
a1 < e — 2006, 4 crap = (1 — 2c0u)ex + cia

» Es un sistema contractivo ex — 0 bajo (A2)



Orbitas para paso constante

» Con paso constante o, = « tal que |1 — 2ca] < 1
2
ek+1 < (1 — 2C2()¢)ek + o

» Desenrollamos la sucesién

ek+1 < (1 — 2C204)2 ex—1 + (1 — 2C2a)2 C10[2 + C10(2
k
<(1—200) e+ clazz 1-2c0)
1=0

» Con k — oo tenemos

1 C1

liminf e < cufi = —«
k— o0 1-— (1—2C20¢) 2C2

» La bola de radio 2%(1 es visitada infinitas veces



Comentarios de Robbins-Monro

v

Hipdtesis (A1)-(A2) son técnicas y habituales

v

(A3) implica que el minimo es dnico y asegura la contraccién

(A3) corresponde a un cruce franco por el cero de f(6)

(A3) corresponde a convexidad fuerte cuando f(6) es convexa

El algoritmo Oki1 = 0k — aF(Ok, k) aprende de los datos Fi = F(0k, &k)
Convergencia c.p.1, incluso debilitando (A3) y la hipdtesis i.i.d.

vVvyyvyyvyy

Este andlisis requiere de martingalas



Convergencia con probabilidad 1

Dado F(0,£) : R? x = —» Ry f(0) = E¢[F(0,£)] = % con 6* tal que

f(0*) =0, si existen c1, 2 > 0, y el paso ax tales que,
(A1) E¢[F(0,€)] < a

(A2) Y gan =00, Ypak <0
(A3) g(0) es convexa

entonces la sucesién
Oks1 = Ok — i F(Ok, &)

converge a 6* con prob. 1.

jim €[ (6~ 07)| =0



Esquema de la prueba

|I> es una

» |dea: usar la convexidad para probar que Sy = ||9k — 0"
super-martingala, i.e.,

) 2 A 2
Eullfcir — 0" 1%16:] < 116k — 67
» SMs son la contraparte aleatoria de sucesiones decrecientes = convergen
(Doob)
» Se completa la prueba mostrando que el limite es cero

> Una correccién técnica es necesaria Si := [0k — 0% > + c1 3%, 67



