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En esta cuarta Unidad nos dedicaremos a desarrollar los siguientes temas:

SESION 7

4.1 Introduccion y objetivo.

4.2 Método Simplex.

4.3 Método Simplex Revisado.

4.4 Algunas ventajas respecto al método comun.
4.5 Analisis de sensibilidad.



SESION 7

4.1 Introduccion y objetivos

Muchos problemas de planificacion en los sectores publico y privado pueden ser formulados como
problemas de Programacion Lineal (PL).

Tres ejemplos de problemas tipicos que se solucionan diariamente son:

» Optimizaciéon de produccién: Se presentan generalmente en industrias como la del hierro y la
de la celulosa entre otras. Se determinan volimenes o6ptimos de produccion de distintos
productos, teniendo en cuenta limitaciones de materia prima y mercado.

* Problemas de mezclas: Se presentan en la industria petrolera (por ejemplo: mezclas de benzina
y asfalto) y en la industria de alimentos para personas y animales.

» Problema de transporte: Se utilizan para la determinacién de cuales fabricas / depositos sirven
a qué clientes.

Los PL se resuelven, casi sin excepcion, con el método Simplex, que debe ser el método de
optimizacion mas usado para problemas de planificacion.

Un motivo importante por el cual los PL han sido tan aceptados es, justamente, el hecho de que el
método Simplex es tan efectivo para solucionarlos. El método Simplex en su forma mas sencilla fue
tratado en el curso “Introduccion a la Investigacion de Operaciones”.

En la practica, se usan variantes que se adecuan mejor para calculos numéricos (en computadoras)
sobre todo cuando se resuelven problemas grandes.

El objetivo es entonces adquirir conocimientos en una variante mas avanzada del Método Simplex: el
Método Simplex Revisado, y poder aplicarlo a problemas lineales.

4.2 El Método Simplex

Estudiamos problemas PL en su forma estandar:

Cminc’ x
..
(P)O
0 Ax=b
H x=20
Supondremos que la matriz A tiene dimensiones MXN (con N>M)y rango M (es decir, sus filas
son linealmente independientes).

Notacion y conceptos previos

Notaremos a las columnas de A como a,...,a,.

Un vector X es una solucion factible de P si Ax=b y x=0.
Una base del sistema AX=Db son M columnas linealmente independientes en A.

Dada una base, podemos particionar la matriz A del problema en dos sub-matrices: una con las
columnas correspondientes a la base (matriz basica) y otra con el resto de las columnas (matriz no
basica).
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La matriz basica asociada a la base abl""’abm es una matriz mxm: B= I.ablabm] (notese que

esta matriz es no singular) y la matriz no basica N es la matriz m><(n—m) cuyas columnas estan

en A pero no en B. La matriz A queda particionada en AZ[B,N]. Las particiones
correspondientes de X y C son:

B B
N N
\T . . ;.
donde Xg; = (Xbl yeeer Xy ) se denomina vector de variables basicas y sus componentes son las
m
variables basicas. Definiciones analogas se realizan para el vector de variables no basicas y variables

no basicas.

Definimos el conjunto de indices de las variables no basicas como J, I{ZL,...,n}\{bl,...,bm}. Asi, N

tiene las columnas {aj}jDJn y Xy los componentes {Xj}jDJn'

Dada la particion A= [B, N], el problema original puede ser reescrito como

. T
Chincy X, +Cg X

[s.a.

(PO B
0 Nx, +Bx; =b
H Xy Xg 20

La solucion basica que se corresponde a la base actual se obtiene asignando 0 a todas las variables
no basicas, mientras que las basicas se eligen de tal modo de satisfacer AX=D, o sea:

HelHo E

La solucién basica sera factible si X=0, oseasi Bb=0.

La importancia de las soluciones basicas se desprende del siguiente teorema (que enunciamos sin
demostrar).

Teorema. Si (P) tiene alguna solucion éptima entonces también hay por lo menos una solucion
basica factible que es solucion optima de (P).

Geométricamente, las soluciones basicas factibles son los vértices del conjunto convexo
{XIAXZ by x> O} y el minimo de la funcién lineal C" X sobre dicho conjunto se da, justamente, en
un vértice.
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El Método Simplex

Supongamos que tenemos una base y que hemos particionado el problema en una parte basica y en
una no-basica. Si introducimos una variable extra z que toma el valor de la funcion objetivo en X,

osea Z=C' X, entonces (P) puede ser escrito como:

Uinz
U
a.
(P)O Nx, +Bxg +0z=b
E C Xy +CoXg —2=0
H  Xy,X 20

La tabla del simplex (T’) es una forma compacta de escribir el problema:

s Xy -z LD
B N 0 b
o Cy, 1 0

Si Xo, 0+1 X, SON variables basicas del problema (P), entonces Xo 102Xy ,~Z SON variables basicas
adecuadas del problema (P’) (es decir, las columnas correspondientes a dichas variables son
linealmente independientes). La nueva matriz basica es la matriz no singular (m+1)><(m+1):

2 %
11

Si se multiplica las restricciones de (P’) desde la izquierda por la matriz:

~, AB* 0
8= Bt 1
B

se obtiene el problema equivalente (por ser é_l no singular):

minz
Es.a.

(PO  B?Nx, +Ix,+0z=Bb
B (CL -cg B‘lN)xN +0x, —z=—-Cc5B™b
H  Xy,X; 20

Multiplicar (P’) desde la izquierda con B para obtener (P’’) se corresponde a operaciones sencillas
sobre las filas del sistema de ecuaciones.
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Podemos escribir (P’’) en forma mas compacta si introducimos la siguiente notacion:

. 5: B™b: lado derecho transformado (valor de las variables basicas en la soluciéon basica
actual).

. = Cg B™: multiplicadores del simplex.
=T
« Cn =cy —7T N : costos reducidos.

« z=7Tb: valor de la funcién objetivo en la solucion basica actual.

« N=B7'N: matriz no basica transformada. N tiene las columnas {aj}jmn donde

-, — - T 4 . . 4 .
a; = B laj = (alj ,...,amj) y J,, es el conjunto de indices de las variables no basicas.
Con esta notacion, las restricciones de (P’’) quedan

Hxg + Nx, +0z=b

Dxg +Cn—z2=-2

Y la tabla correspondiente:

Xe Xy —2z LD

I N0 |b
_T —

0 Jen |! -2

En la solucién basica actual, X; =0 0jOJ,, X, =h y Z =z.Si b =00i, la solucién basica es

factible. Si ademas C;j =0 Jj [ J,,, la solucién basica actual es optima.

Si Ej <0 para alglin | 0JJ,, vale la pena cambiar de base dejando que X; entre a la base y que
alguna variable basica la abandone.

;Como se cambia de base?

Supongamos que tenemos una solucion basica factible Xz = B'b>0 y que Ck <0, entonces la
variable X, entra a la base. Debe determinarse cual variable saldra de la base.

Si aumentamos X, desde O (que es su valor actual, pues es no basica), las variables basicas varian
para mantener la factibilidad, segln

X, =bi —aikX,
Si aik <0 podemos aumentar X, sin limites y X, no se hara negativo. Si en cambio, aik >0

podemos aumentar X, hasta bi/ai y X, se hara 0 (si aumentaramos X, mas alla de este valor,

X, se haria negativo, perdiendo factibilidad).
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Entonces, para mantener la factibilidad, X, aumentara su valor hasta:

. Ob -
mln%_—' aik > O%
b [Aik l
y la variable donde se de ese minimo es la que saldra de la base.

Si ax <00 =1,...,m, podemos aumentar X, sin limites. Como 2z varia de acuerdo a

z=Z+C.X, donde C, <O, podemos disminuir el valor de la funcién objetivo tanto como

queramos sin perder factibilidad. El problema no tiene valor éptimo finito en este caso, la solucién
es no acotada.

;Como cambia la tabla?

Supongamos que decidimos que X, entra a la base y que X, sale, ;como cambia la tabla? Dado que
X, toma el lugar de X, como variable basica, debemos transformar la columna correspondiente a
X, en la columna erT (un vector de ceros, salvo en la posicion I, donde tiene un 1). Para eso,

multiplicamos la fila I por 1/5rk (para dejar un 1 en la posiciéon deseada) y luego sustraemos a
cada fila un mdltiplo adecuado de la fila I (de modo de obtener los ceros correspondientes). Estas

operaciones se denominan pivotear sobre ark .

Obtendremos una tabla equivalente, porque sélo hicimos combinaciones lineales de las ecuaciones.
Debe notarse que las columnas del resto de las variables basicas no cambian con esas
transformaciones.

Esquema general del Método Simplex

1. Dada una solucion basica factible con su tabla correspondiente.
2. Determinar C, = mln{Ej [0 N}
C, =0, solucion basica actual es optima, STOP.

C, <Oalgln k, X, entra a la base.

3.Si @, <00 =1...,m el problema no tiene solucion acotada, STOP.
Si no, determinar :min{L...,m} de

b . 0Ob,_ _ O
—=min, 0—|a, >0
A Rk O

Xb' sale de la base.

4. Actualizar la tabla pivoteando sobre el elemento &, .
Cambio de base listo, volver a 2.

Para comenzar la ejecucion del simplex se necesita una solucion basica factible. Si no tenemos
ninguna solucién basica inicial natural (en general dada por las variables de holgura), se puede
obtener una, solucionando un problema llamado Fase I.
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Si suponemos que todas las soluciones basicas factibles son no degeneradas (o sea, Bi >00i) el

valor de z disminuye en cada iteracion. Debido a que hay una cantidad finita de soluciones basicas
y es imposible volver a una soluciéon basica ya visitada (pues 2z disminuye en cada iteracion),

entonces o bien el algoritmo termina en tiempo finito en la solucién 6ptima (E:,- >010j) o no hay
solucién acotada.

Inclusive con soluciones basicas degeneradas se puede demostrar que el simplex, con alguna

estrategia anticicling para elegir la variable basica saliente, converge en una cantidad finita de
iteraciones.

4.3 Método Simplex Revisado

Veremos que no es necesario tener toda la tabla del Simplex en cada iteracion. Alcanza con conocer

el inverso de la base B y los multiplicadores del Simplex T para la base actual. Desde luego,
también necesitamos los datos originales del problema.

En lugar de mantener toda la tabla, tendremos:
* Los costos reducidos C; de las variables no basicas. Que calcularemos como Cj = C —7TTaj

* La columna actualizada para la variable que entra a la base. Esta columna se calcula como
ax =B™a,

e El lado derecho actualizado k_) , que se calcula como b=B"

Entonces, lo Unico que debemos actualizar entre dos iteraciones es B y i (que es, en realidad,
ciB™).

Para entender su funcionamiento, consideremos la siguiente tabla:

B[N [0 [b [l
ct |ct |1 |o o

que es la tabla del simplex salvo por el ultimo grupo de columnas.

Realizando las mismas operaciones sobre esta tabla, que sobre la tabla del método Simplex,
obtenemos:

! N 0 |b |B?
0 Cy |1 |-z |

Notamos lo siguiente:

la parte extra de esta tabla contiene B! y .

b B
la columna %_ se actualiza con las mismas operaciones que T
z T
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Dada la columna actualizada @: Epara la variable que entra a la base, y siendo X, la variable que

sale de la base, podemos actualizar B_l, i , 5 y Z con el siguiente procedimiento:

- Construir la mini tabla del Simplex Revisado:

& |b |B”
- Pivotear sobre @, , para que @: Ese transforme en @) E La nueva tabla es:
& |b B’
5 T
0 -Z,| —m,

donde el indice N significa el valor actual en la nueva base.

Esquema del método Simplex Revisado

1. Dados B, 71", b y Z para la base factible actual.

2. Determinar C, = min{Ek | kO N}
C, =0, solucion basica actual es 6ptima, STOP.

C, <Oalgln k, X, entra a la base.

3. Calcular la columna actualizada: @, = B'lak .

Si &, <0Ui =1,...,m el problema no tiene solucién acotada, STOP.
Sino, determinar = min{l...,m} de

b, . Ob _ _ O
— =min, 3—|a, >0
ay Rk U

be sale de la base.

4., Actualizar B_l, 7TT, t_) y Z de acuerdo a la nueva base, pivoteando sobre el elemento
a,, en la mini tabla del Simplex Revisado.

Poner b, ;=K , volver a 2.
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4.4 Algunas ventajas con respecto al método
comun

- En general n >> m por lo que es mas rapido pivotear en la mini tabla del Simplex Revisado que en
la tabla del método comun.

- La matriz A es, en general, dispersa o sea que la mayor parte de los elementos son iguales a 0.
Esto se puede aprovechar en Simplex Revisado, salteandose multiplicaciones donde un factor es 0.
Ademas, se guardan solamente elementos distintos de 0. En el método comun, la matriz actualizada
se llena rapidamente de elementos distintos de 0, lo que lleva a mayores tiempos de ejecucion y
mayor necesidad de memoria.

- Todas las computadoras calculan con precision finita por lo que es inevitable que surjan errores
numeéricos. En el Simplex Revisado se tiene mayor control sobre esos errores. Por un lado, se trabaja
con los datos originales directamente (A, by c). Por otro lado, se puede controlar periddicamente si
la base actual B™ satisface B-B™. Si no lo hace se realiza una reinversion: se calcula un nuevo inverso
B* a partir de la matriz basica B, que es exacta. Esta posibilidad de eliminar errores numéricos no
existe en el método comdn.

- Usando el Simplex Revisado no es necesario conocer desde el principio todas las columnas de la
matriz A. Esto es imprescindible para métodos de generacion de columnas.

4.5 Analisis de sensibilidad

Rara vez los coeficientes de un problema de PL sean conocidos de antemano con total exactitud.
Puede ser necesario, luego de resolver un problema concreto, analizar cuan sensible es la solucion
optima a los cambios en los coeficientes.

Al finalizar la resolucion del problema contamos con la base optima Xg y el inverso de la matriz
basica asociada B™'. Dados esos valores, la solucion del problema es (XB,XN)I(B_lb,O) y la

solucién del duales 77" =cB™.

Sensibilidad del costo respecto al lado derecho

Suponiendo no degeneracién, pequefos cambios en el lado derecho (b) no afectan a la base del
problema, esto es, las variables basicas seran las mismas (aunque, claro esta, tendran diferentes
valores).

Si el lado derecho pasa a ser b+ Ab, la solucién éptima es
(xg +Axg,0) donde Ax, = B™'Ab
El incremento en la funcion objetivo es
Az=clAX, =ciB™Ab=7"Ab

Es decir, la solucién del problema dual da la sensibilidad del valor 6ptimo respecto a pequeios
cambios en el lado derecho. Si en lugar de solucionar el problema con lado derecho b solucionamos

uno con lado derecho b+ Ab, el costo del primero sera z y el del segundo z+ 7T Ab.
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Esta interpretacion del dual esta estréchamente ligada a su interpretacion como vector de
Multiplicadores Simplex. Dado que T, es el costo de construir el vector g desde la base Xg, 7s
mide directamente el cambio en el costo como resultado de la modificacion en el componente j del
vector b.

Entonces, T, puede considerarse como el precio o costo marginal del componente bj , pues si bj

cambia a b; +Ab, , el valor éptimo cambia con 7'[TAbj .

Sensibilidad de la base respecto a los costos y el lado derecho

Veremos como determinar cuanto puede variarse coeficientes by ¢ del problema sin cambiar la base
optima. Es decir, determinar intervalos en los que puede variar cada coeficiente de modo que Xg
siga siendo una base éptima.

Supongamos que las variaciones del problema estan dadas por AC y Ab. Para que la base siga
dando una solucion 6ptima debe imponerse que, en el nuevo problema, Xg; cumpla dos condiciones:
ser factible y ser optima.

La factibilidad exige que la solucién sea no negativa:
B(b+Ab)=0

Para la optimalidad imponemos que los costos reducidos de las variables no basicas sean no
negativos. Dado que los costos reducidos estan dados por c' —iTTA, tenemos:

c,+Ac, ) —(c. +Ac.) B*A=0
(cy +Acy)" ~(cs +Ac,)

Resolviendo estas dos inecuaciones simultaneamente, obtenemos intervalos en los que se puede
variar AC y Ab sin afectar la base 6ptima.

Modelado y Optimizacion Unidad 4 - Pagina 9



