Facultad de Ingenierfa. Calculo 3
IMERL. Curso 2018 (semestre impar).

PRACTICO 2
Triedro de Frenet

1. Dada una curva paramétrica «(t), la funcion longitud de arco:

s(t) = / o/ (7) dr

representa la distancia recorrida desde el instante a hasta el instante ¢t por una par-
ticula que viaja a lo largo de la trayectoria «(t); es decir la longitud de arco desde
ala) a aft).

Hallar las funciones longitud de arco para las curvas, suponiendo a = 0
(a) a(t) = (cosht,sinht,t).
(b) «(t) = (cost,sint,t).

2. Sea «(t) una curva paramétrica C°°. Supongamos que ' (t) # 0. El vector

o/(t)
T(t) = —+~%
/@)
es tangente a la curva en el punto «(t). Como ||T(t)|| = 1, T'(t) se denomina versor

tangente

(a) Demostrar que T"(t).T(t) = 0. Sugerencia: Derivar T(¢).T(t) = 1.

(b) Escribir una féormula para 7’(t) en términos de «(t).

3. Una curva «(s) estd parametrizada por longitud de arco si ||o/(s)]] = 1 para
todo s € [a,b]. Demostrar que si « : [a,b] — R? esta parametrizada por longitud de
arco, entonces, la longitud de arco es (o) = b — a.

4. La curvatura en un punto a(s) de una curva paramétrica cuando esta parametrizada
por la longitud de arco, se define como

k(s) = IT"(s)ll
Demostrar que k(s) = ||a”(s)]|

5. Si «(t) es una curva parametrizada por un pardmetro cualquiera, no necesariamente
longitud de arco, y o/(t) # 0 para todo t, demostrar que

_ @ A"@)

"= e

(ver ejercicio anterior).
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. Calcular la curvatura de la hélice a(t) = —=(cost,sint, t).

2
Encuentre el radio de curvatura para un punto genérico de las siguientes curvas,
hallando los radios maximos y minimos.
(a) y =2
(b) x =acost, y = bsent.

. Parametrice por la longitud de arco cada una de las siguientes curvas. Calcule la

curvatura, torsiéon y triedro de Frenet en un punto genérico. Halle el plano osculador
de 8.

(a) a(t) = (senht,cosht,t),

(b) B(t) = (£, £2/V2,£°/3),

(¢) v(t) = (cost,sent,cosht).

. Considere la familia de curvas {a)}aer dada por ay(t) = (£ + M2, 3t3 —t,5 — t).

Determine (en caso de que existan) los valores de A para los cuales la curva a) es
plana.

Halle la cfa. osculatriz en un punto genérico de la hélice v(t) = (acost,asent,bt);
a,b>0.

Sean v = y(t) una curva, a = «(s) la reparametrizacion de y respecto a la longitud
de arco y s = s(t) el cambio de variables tal que v(t) = a(s(t)).
ar -
(a) Pruebe que p7i ksn, donde t y 7 son los versores tangente y normal y k la
curvatura.
(b) Pruebe que ¥ = §t + kR y concluya que la aceleracion es un vector del plano
osculador.

Pruebe que si a(s) es una curva de clase C3, parametrizada por la longitud de arco
(afs)', a(s)", o (s))

k(s)? '
(Sugerencia: de la segunda formula de Frenet se deduce que 7 =b - Z—Z.)

y k(s) # 0 entonces 7(s) =

Analice como varian el triedro de Frenet, la curvatura y la torsién de una curva al
invertir su orientacion.

Sea C una curva en R? y definase D = 71+ kb. ;Cuaéles de las siguientes afirmaciones
son correctas?

(a) @ =DAR
(by ¥ =D Ab
(c) D=a A

Se considera la curva C que se obtiene de intersectar la esfera de ecuacion 22 +y%+22 =
1 con el plano de ecuacién x + z = 0. Estudiar la curvatura y torsion de todos los
puntos de la curva.



