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Frecuencia Instantdnea Motivacién

La Senal Compleja,

La naturaleza de las sefiales es real, pero es ventajoso definir una senial
compleja z(t) como herramienta para estudiar s(t)

2(t) = s,(t) + jsi(t) = A(t)e

donde s, corresponde a la “senal real” y s; se elige a los efectos del
analisis.
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La Senal Compleja,

La naturaleza de las sefiales es real, pero es ventajoso definir una senial
compleja z(t) como herramienta para estudiar s(t)

2(t) = s,(t) + jsi(t) = A(t)e

donde s, corresponde a la “senal real” y s; se elige a los efectos del
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A(t) = \/m ;i (t) = arctan s, /s;
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Frecuencia Instantdnea Motivacién

La Senal Compleja,

La naturaleza de las sefiales es real, pero es ventajoso definir una senial
compleja z(t) como herramienta para estudiar s(t)

2(t) = s,(t) + jsi(t) = A(t)e

donde s, corresponde a la “senal real” y s; se elige a los efectos del
analisis.

La amplitud y fase se definen como
A(t) =/s2+s? 5 p(t) = arctan s, /s;

wilt) = ¢'(t) = (sisr — 55:) /A%

obteniendo
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Frecuencia Instantdnea Motivacién

La Senal Compleja,

La naturaleza de las sefiales es real, pero es ventajoso definir una senial
compleja z(t) como herramienta para estudiar s(t)

2(t) = s,(t) + jsi(t) = A(t)e

donde s, corresponde a la “senal real” y s; se elige a los efectos del
analisis.

La amplitud y fase se definen como
A(t) =/s2+s? 5 p(t) = arctan s, /s;

wilt) = ¢'(t) = (sisr — 55:) /A%

obteniendo

Cémo se define la parte imaginaria s;(t)?
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F 1cia Instan’ ea

Una Exponencial Compleja

eje imaginario

1
tiempo
p \2
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En una sefial real, debido a la simetria de |S(w)|?, la frecuencia
promedio serd siempre cero.

Y el cdlculo del Ancho de Banda serd en realidad la frecuencia
promedio.

20’1‘,, ZUu
~A AL A"
w— > ) S
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En una sefial real, debido a la simetria de |S(w)|?, la frecuencia
promedio serd siempre cero.

Y el cdlculo del Ancho de Banda serd en realidad la frecuencia
promedio.

20’1‘,, ZUu
~A AL A"
w— > ) S

Podemos resolver este problema con la frecuencia promedio definida
como

(w) = /Ooow\S(w)Pdw
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1stantdnea Motivacién

Motivos Para Definir la Senal Compleja

En una sefial real, debido a la simetria de |S(w)|?, la frecuencia
promedio serd siempre cero.

Y el cdlculo del Ancho de Banda serd en realidad la frecuencia
promedio.

20’1‘,, ZUu
~A AL A"
w— > ) S

Podemos resolver este problema con la frecuencia promedio definida
como

<w>:/oow\S(w)]2dw:/z*(t);iz(t)dt, [ 2(t) =7]

0
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Frecuencia Instantdnea La Senal Analitica

La Senal Analitica

Introducida por Gabor en 1947, la senal analitica z(t) = A[s(t)] se
define como
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Senial Analitica

Introducida por Gabor en 1947, la senal analitica z(t) = A[s(t)] se
define como

Simplificando
z(t) = s(t) +j5(t)

donde 5(t) es la transformada Hilbert de la senal s(t)

ITE (Facultad de Ingenieria) Clase 2 September 21, 2023



Senial Analitica

Introducida por Gabor en 1947, la senal analitica z(t) = A[s(t)] se
define como

Simplificando
z(t) = s(t) +j5(t)

donde 5(t) es la transformada Hilbert de la senal s(t)

His(t)] = &(t) = 1/3(T)df

i t—T1

La energia de la senal analitica es igual a 2F.
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uenc stantdnea La Senal Analitica

Célculo de la Senal Analitica

Algunas operaciones y la relacién con la senial analitica:
o La senal analitica de una senal analitica
o La senal analitica de la derivada
e Convolucion
@ Modulacién de la senal
@ Senal analitica de la suma de dos senales
@ Teorema de factorizacién
@ Producto de dos senales analiticas

@ Senales reales

September 21, 2i



1stantdnea La Senal Analitica

Céalculo de la Senal Analitica

La senal analitica de una senal analitica
A[z(t)] = 22(t) , si z(t) es anallitica

La senal analitica de la derivada

d"s dar
A [H ]
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a Senal Analitica

entonces

/.A[s(t')]f(t —t')dt" , es analitica para s y f arbitrarios
Modulacién de la senal
Snew(t) = s(t)elw0!

Snew(w) = S(w — wyp)

s(t)eTwol es analitica si el espectro de s(t) es cero para w < —wy
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F La 1 Analitica

Calculo de la Senal Analitica - Ejemplo

Célculo de la senal analitica de cos(wt)

Alcos(wt)] = %.A [ew + e_j“’t]

Alcos(wt)] = = A [ejw'f] + %A [e—jwt]
1
2

N | —

Alcos(wt)] =

A [ejwt] — ejwt
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uenc stantdnea La Sefa

Célculo de la Senal Analitica

Senal analitica de la suma de dos senales
S =81+ $2

es analitica si S1(w) = —S2(w) para w < 0.
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encia Instantdnea La Senal Analitica

Calculo de la Senal Analitica - Factorizacion

Teorema de factorizacién
.»4[3152] = 31./4[82]

si el espectro de s; es nulo para frecuencias menores a —w; y So es
cualquier senial que su funcién analitica que es cero debajo de wq
Producto de dos senales analiticas

./4[8182] = 81./4[82] = 28182

si s1 y sg son analiticas
Senales reales

Als1s2] = s1.A[s2]

si s1 = 0 para |w| > w; y s2 = 0 para |w| < w;
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Frecuencia Instantdnea La 1 Analitica

Interpretacion fisica de la Senal Analitica

Teorema de factorizacién Al ser una funcién compleja se puede
llevar a una forma de ampitud y fase.

Als(®)] = A

. Cudles son sus caracteristicas? Amplitud: contenido espectral menor
que la exponencial.
Ejemplo:

s(t) = A(t)el*ot

Es analitica si el ancho de banda de A(t) es menor a wy

En el caso general, es analitica si el ancho de banda de A(t) esta
contenido en (—wj,wi) y el espectro de eI?®) es nulo para frecuencias
menores a wj.
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15t nea L

La Aproximacion en Cuadratura

Parece natural que si la senal real es s(t) = A(t) cos ¢(t), la senal

compleja sea A
sq(t) = A(t)e??®)

A 54(t) se le llama el modelo de sefial en cuadratura. No es evidente
cémo hallar A(t) y ¢(t) a partir de una senal dada. En ocasiones se

cuenta con amplitud y fase y es directa esta construccién, cuando no
nos importe que sea analitica.
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a Senal Analitica

Eleccién del Modelo C11te1 io de la Energia.

. Es bueno el modelo de cuadratura para s(t) = A(t) cos p(t)?

so(t) = AR 5y (t) = \/227( /0 " S (w)eitdw

Un criterio para evaluarlo es la energia de la diferencia, relacionado con
cuanta energia hay del modelo en cuadratura en las
frecuencias “negativas”.

0 00
AE = / |50 — 8¢|%dt = / Sy (w)|*dw +/ |9 (—w)[Pdw
—00 0

0
AFE = 2/ 1S, (w)[Pdw

—00
Otro criterio mas estricto “punto a punto”: |sq(t) — s4(t)| que es facil
probar que toma como valor maximo:

2

0
st =) < 5 [ 1Syfe)ld
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ecuenc stantdnea Frecuencia

Frecuencia Instantanea

La senal analitica es compleja y puede ser escrita en cuadratura
2(t) = A(t)e?#®)

Si la contribucién AM es mucho menor a la contribucién FM, la
frecuencia instantdnea (IF) se puede considerar como wj(t) = ¢'(t).

September 21, 2i



Frecuencia Instantdnea Frecuencia Instantdnea

Frecuencia Instantanea

La senal analitica es compleja y puede ser escrita en cuadratura
2(t) = A(t)e?#®)

Si la contribucién AM es mucho menor a la contribucién FM, la

frecuencia instantdnea (IF) se puede considerar como wj(t) = ¢'(t).

. Es ésta una buena idea?

s(t) = A1/ Agel?t = A(t)el?)
A2 _ A2
wi(t) = o' (t) = %(wg +wi)+ %(wz — wl)ﬁ

Para (w1, A1, ws, A2) = (10,0.2,20, 1), entonces ocasionalmente
wi(t) > 20.
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Frecuencia Instantdnea Frecuencia Instantdnea

Densidad de la Frecuencia Instantanea

e La densidad de la frecuencia instantdnea, P(w;), estd dada por

P(w;) = /5(wi — (p'(t)) |s(t)|dt
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Frecuencia nea

Instantanea

e La densidad de la frecuencia instantdnea, P(w;), estd dada por

Pluw;) = /5(wi — G 0) |s() Pt
o El “ancho” de la frecuencia instantdnea

o2 = / (1) — () s(t)? dt
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e La densidad de la frecuencia instantdnea, P(w;), estd dada por

Plws) = [ 3w = &' (0) Iste) P
e El “ancho” de la frecuencia instantanea
ate = [ (#10) = () s(e) e
Relativo al ancho de banda B

B*=o0%, + /A’(t)th
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Principio de Incertidumbre  Introduccié

Principio de Incertidumbre

o El teorema del producto tiempo-frecuencia o principio de
incertidumbre es una propiedad propia de pares de Fourier.

e Fue derivada por vez primera por W. Heisenberg en 1927 en el
area de mecanica cuantica, y extendido a pares relacionados por
Fourier por C.G. Darwin en 1930.

o Establece que las densidades de tiempo y frecuencia no pueden ser
arbitrariamente angostas simultdneamente.

o El teorema del producto tiempo—ancho de banda establece
restricciones morfolégicas intrinsecas al espacio tiempo—frecuencia.
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Principio de Incertidumbre El Princ de Incertidumbre en el Ar

El Principio de Incertidumbre

Repetimos las definiciones de la duracién T' y ancho de banda B
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ipio de Incertidumbre El Prir o de Incertidumbre en el A

El Principio de Incertidumbre

Repetimos las definiciones de la duracién T' y ancho de banda B

12— ot = [ (1 ()" sto)
B = o2 = / (@ — (@) 1S(W)[? dw
El principio de incertidumbre es

TB >

N[

Una version més fuerte del principio de incertidumbre es

010y > %\/ 1+ 4Cov2,
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Principio de Incertidumbre = El Principio de Incertidumbre en el Anélisis de Senales

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew (1) = e*j(w>(t+<t>)sold(t + (1))
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Principio de Incertidumbre = El Principio de Incertidumbre en el Anélisis de Senales

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew(t) = e—j(w>(t+<t>)sold(t + ()

ITIE (Facultad de g September 21, 2i



cipio de Incertidumbre El Princ

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew(t) = e—j(w>(t+<t>)sold(t + ()

Como o2 = [1s(t dt, el producto duracién—ancho de banda es

olo /‘ts dtx/’s
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cipio de Incertidumbre El Princ

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew(t) = e—j(w>(t+<t>)sold(t + ()

Como o2 = [1s(t dt, el producto duracién—ancho de banda es

Schwarz . , 2
olo /\ts dtx/]s > /ts (t)s'(t)dt

September 21, 2i



ipio de Incertidumbre El Prir o de Incertidumbre en el A

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew(t) = e—j(w>(t+<t>)sold(t + ()

Como o2 = [1s(t dt, el producto duracién—ancho de banda es
2 , 2 Schwarz . ,
= [ |ts@)|"dt x [ |s'(t)]"dt > ts*(t)s'(t)dt

El integrando, escrito en términos de amplitud y fase es
ts*(t)s'(t) = tA A+ jtp/ A2 = L4442 — L A% 4 ity A2

2
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Principio de Incertidumbre = El Principio de Incertidumbre en el Anélisis de Senales

Prueba... desarrollando

s(t) = A(t)e?¥®

ts*(t)s'(t) = tA(t)e %W [A'(t)ejw(t) + j¢'(t)ejw(t)]
= tA'(t)A() + jted' (DA (1)

1d At + 2tA(H)A() AR )
st ()= > = S5 A A)
Obteniendo:
2
157(1)5(1) = LA A(E) + ! (1) 4°(0) = 5 042 ~ Az(t)
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Principio de Incertidumbre  El Principio de Incertidumbre en el Anélisis d

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew (1) = e—j<w>(t+<t>)sold(t + (t))

Como o2 = [1s(t dt, el producto duracién—ancho de banda es

Schwarz
olo? /\ts dtx/\s > /ts*(t)s'(t)dt

El integrando, escrito en términos de amplitud y fase es
ts*(t)s'(t) = tA' A+ jt/ A2 = 144 A? — L A% 4 o/ A2

2
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Principio de Incertidumbre El Principio de Incertidumbre en el An

Prueba

Por simplicidad asumiremos que la senal tiene tiempo medio nulo y
frecuencia, o podemos considerar la nueva senal obtenida

Snew (1) = e—j<w>(t+<t>)sold(t + (t))

Como o2 = [|s'(t \ dt, el producto duracién—ancho de banda es

Schwarz
ool /\ts \dtx/\s )at > /ts()()dt

El integrando, escrito en términos de amplitud y fase es
ts*(t)s'(t) = tA' A+ jt/ A2 = 144 A? — L A% 4 o/ A2

Entonces

2

oo’ > ‘/ts*(t)s'(t)dt = ‘77 +]COVtw‘ 1+ Cov?,
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Alcanzando la Igualdad
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Principio de Incertidumbre El Principio de Incertidumbre en el An

Alcanzando la Igualdad

/\ts(t)|2dt></|s’(t)|2dt L ‘/ts*(t)s’(t)dt

La igualdad se alcanza si

s'(t) o< ts(t)
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Principio de Incertidumbre El Principio de Incertidumbre en el Anélisis

Alcanzando la Igualdad

2

/\ts(t)|2dt></|s’(t)|2dt L ‘/ts*(t)s’(t)dt

La igualdad se alcanza si

s'(t) cts(t) = s(t) = o—at?
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Principio de Incertidumbre El Principio de Incertidumbre en el An

Alcanzando la Igualdad

2

/\ts(t)|2dt></|s’(t)|2dt L ‘/ts*(t)s’(t)dt

La igualdad se alcanza si

s'(t) cts(t) = s(t) = o—at?

Extendiendo este resultado a cualquier tiempo y frecuencia promedio...

S(t) = e_a(t_<t))2€j<w)t

ITE (Facultad de Ingenieria) Clase 2 September 21, 2023 31/32



Principio de Incertidumbre El Princ

Conclusiones

e La duracién y ancho de banda de una sefial no pueden ser
arbitrariamente pequenas T'B > %

o Laigualdad TB = % es especialmente interesante porque indica
seniales con la concentracién mas compacta de densidad de energia
tiempo—frecuencia.

o Los wavelets gaussianos cumplen esta igualdad.

o Adicionalmente, la igualdad en la versién fuerte del principio de
incertidumbre se cumple para “chirplets” Gaussianos.

>
VANRVANRRVAN
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