Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Légica 2017

Practico 3
Semantica de la Logica Proposicional

Ejercicio 1 (Valuaciones)

Demuestre que toda valuacion v cumple que:

(P A ) =v(p)v(¥)

(o <) =1—[v(p) —v(¥)

(P V) =v(p) + v(¥) — v(p).v(¥)
v(e =) =1 —v(p) + v(p)v(¥)

e. v(p =) =1siysolosiv(p) <ov()

Ejercicio 2 (Tautologias)

<

a.
b.

1

o
e

&

Investigue cudles de las siguientes proposiciones son tautologias.

a. (=pVq) < (¢ = p)
b.(p—=(g—=r) < ((prg =)

c. L—=p

d (p=q V(=)

Ejercicio 3 (Tautologias e implicacién)

Coloque letras proposicionales en lugar de ;? de forma de que la férmula obtenida sea una
tautologia. ; Puede realizar esta tarea en todos los casos? Justifique.

i) = (p—r))
(7= (@—=i7)

£ ((p—=q)—p) =7

Ejercicio 4 (Sustitucion)

Calcule ¢[—py — p3/po] para:

a. ¢ =p1 Apo— (po — p3)

b. ¢ = (p3 <> po) V (p2 = —po)

Ejercicio 5 (Tautologias)

Demuestre, usando al menos dos estrategias diferentes, que:
E (¢ =) < (-1 — =) (contraposicién)
E(e—=9Y)A W — o) — (¢ — o) (transitividad de —)
E ((p = v) = ¢) — ¢ (Ley de Pierce)

E (o= (WA)) = —p

= (p = —p) = ¢

= (e A —p)

Fo—=@W—=0Ay)

IS

© - ® & 0
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Ejercicio 6 (Consecuencia semantica)

Demuestre que:

eE

eV Y, =

@, o

(e AY), (Y Ao) = (pNo)

(p =), (=) v

Si o Evy 1Y o entonces ¢ o
Si = ¢ — 1 entonces ¢ = 1

Si = —py ¥ | ¢ entonces = )
. SiT E @y I entonces I' = =(—p V) (donde I' C PROP)

Ejercicio 7 (Examen de Julio 2006)

Para cada una de las siguientes afirmaciones, justifique cudl tiene una tnica valuacion v que la
satisface, cudl tiene varias y cudal no tiene ninguna.

o @

B @R - 0o 2 0

-

a. Para toda ¢ € PROP, existe i € N, tal que v(¢ — p;)
b. Para toda ¢ € PROP, existe i € N, tal que v(p — p;)
c. Para todo i € N, existe ¢ € PROP, tal que v(¢ — p;)

1
0
0

Ejercicio 8 (Simplificacion)

Simplifique las siguientes proposiciones (esto es, encuentre una proposicién equivalente més
corta). Justifique cada caso.

a. (p—=Y)Ap
b. (p =)V
c. (p—=9) =9
d. ¢ = (pAY)
e. (p AV
f. (p—=9)—=¢
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Ejercicio 9 (Conectivas)

a. Denotamos por “|” la barra de Sheffer cuya funcién de valuacién es la siguiente:

v(plw) = 0 sii v(@) = v(w) = 1.

Denotamos por “] ” el conectivo cuya funcién de valuacion es la siguiente:

v(p L) = Lsii v() = 0(¥) = 0 (ni o ni ¥)

Demuestre que los conjuntos de conectivos {|} y {J} son funcionalmente completos. (Suge-
rencia: Pruebe que (—p;) eq (p1 | p1) v que (—p1) eq (p1 4 p1))

b. Considere la conectiva ternaria $ cuya funcién de valuacion es la siguiente (conectiva ma-
yoria):

v($(1, P2, 03)) = 1 sil v(ip1) + v(p2) +v(p3) > 2

Exprese $ en términos de V y —.

c. Considere el conectivo # cuya funciéon de valuacién es la siguiente:

v(p#) = 1 ssi v(p) # v(¥)

Exprese # en términos de V y —.

d. Demuestre que el conjunto {A, L} no es funcionalmente completo. (Sugerencia: Pruebe que
ninguna férmula que use solamente esos conectivos puede ser una tautologia).

Ejercicio 10 (Formas normales)

Determine las formas normales conjuntivas y disyuntivas para las siguientes formulas:
a. =(p < q)

b. (p—=4q) = q) —q

c. (p—={@A-q)N(g=(@A-p)

Ejercicio 11 (Formas normales y criterios)

Indique una condicién necesaria y suficiente para que una forma normal conjuntiva sea una
tautologia. En forma dual, indique una condicién necesaria y suficiente para que una forma
normal disyuntiva sea una contradiccion.
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Ejercicio 12 (Mas formas normales)

Defina una funcién f que elimina las conectivas — y <> de una férmula preservando la
equivalencia seméntica. Por ejemplo, f((p — q)) = (—p V q).

Defina una funcién g que, dada una férmula sin las conectivas — y <+, devuelve una férmula
donde la conectiva — solamente actiia sobre expresiones atomicas, preservando la equivalencia
semdntica. Por ejemplo, g((—=(p V q))) = (—p A —¢). Llamamos a esta expresiéon una forma
normal negada. Demuestre que el resultado de aplicar la funcién ¢ a una féormula 5 es
equivalente a la féormula .

. Defina una funciéon que, dada una férmula en forma normal negada, devuelve una forma

normal conjuntiva preservando la equivalencia seméantica. Analogo para formas normales
disyuntivas.

Ejercicio 13 (Conjunto caracteristico)

Considere el conjunto V' de todas las valuaciones y la funcién || || : PROP — Pot(V) tal que
el = {v € V]u(p) = 1}. Llamamos a ||¢]| el conjunto caracteristico de ¢.

a.

b.

Demuestre que :

L eVl = llel Ul
Moyl =llell vl

—
—

L=l = [l
v. Eessi|e]| =V
v. |L]| =0

VI |= = ¥ ssi o] € [[¥]]

Extendemos la funcién || || al conjunto de proposiciones I' de la siguiente forma:
||l = {v|v(¢) = 1 para cualquier ¢ € I'}.

Pruebe que : I' = ¢ ssi ||| € [J¢]l-

Ejercicio 14 (Orden)

En este ejercicio definimos una relacion “<” entre proposiciones. Definimos la relacion < de
la siguiente manera : ¢ < 9 ssi = ¢ — 1 y no se cumple = ¢ — ¢

a.

Pruebe que la relacién “<” es densa en PROP. Esto es : Para cada ¢, ¥ tales que ¢ < 9,
encuentre o tal que ¢ < o < 1. (Sugerencia : Considere una variable p; que no ocurra en
© ni en . Utilice esta variable para construir ¢. Considere una valuacion v y analice las
restricciones que v(p) , v(1) , v(p;) v v(o) deben cumplir para que ¢ < o < . Construya
o en base a dichas restricciones.)

Halle un elemento maximal y uno minimal de la relacién “<”.

c. Sea la férmula p;. Encuentre una secuencia de féormulas o1, o, 3, ..... tales que p; <€ 1 K

P K p3 K ...

Muestre que hay al menos una pareja de férmulas ¢, que son incomparables segun la
relaciéon “<”.

Ejercicio 15 (Sustitucién)

Sea ¢ una proposicién que contiene al dtomo p. Por comodidad , escribiremos ¢(c) en vez de
@lo/p]. Abreviaremos como T a la proposicién —L.
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a. Demuestre que para toda valuaciéon v se cumple que:

L Siv(pr) = v(ps) entonces v(¥ (1)) = v(¢(p2)).

b. Utilice el resultado de la parte (1) para demostrar las siguientes propiedades:

L o(T) F e(e(T))

1. p(p) E p(p(T))

1. o(p),~o(T) Ep < L
V. ¢(p), ~(T) FE @(e(T))
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