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1. Fundamentos de la Aritmética de Peano.

Axioma 1.1. Ezxiste un conjunto al que denotamos N, un elemento 0 € N y
una funcion s : N — N que satisfacen:

1. s es inyectiva.
2. 0 ¢ Im(s).

3. Principio de induccién: Para todo ACN, si0 € A yVer e A s(z) € A;
entonces A = N.

Un conjunto A tal que 0 € Ay Vo € A s(x) € A diremos que es inductivo.

Corolario 1.2. Demostraciones por Induccién Completa: Sea p(z) una propiedad
acerca de un natural genérico x. Para demostrar Vn € N ¢(n) basta con de-
mostrar ¢(0) yVn € N ¢(n) = ¢(n+1).

Demostracion. Bajo estas hipétesis, si definimos A = {z € N | ¢(z)}, el con-
junto A es inductivo. O

Proposicién 1.3. N = {0} UIm(s)
Demostracion. {0} UIm(s) es inductivo. O

Corolario 1.4. Ve e N z#0< (Jy z=5s(y)).

Observacién 1.5. Principio de recurrencia: Sea A un conjunto (cualquiera),
c€ Ay F: A— A Entonces existe una unica funcion f : N — A tal que
fO)=cyVzeN f(s(z)) = F(f(z)).

Las condiciones de f son una receta para calcularla y, por lo tanto, la definen
en un sentido computacional: f(s(s(s0))) = F(F(F(c))). Intuitivamente, las
condiciones de f dicen que el conjunto donde se puede calcular es inductivo vy,
por lo tanto, es todo N.

Justificar esto requiere definir una n-aproximacién de f como una funcién
que satisface lo pedido hasta el natural n y luego probar por induccién que para
cada natural n existe una tunica n-aproximacién. Por tdltimo, la f pedida es la
unién de todas las n-aproximaciones.

Por tratarse de una prueba técnica, aceptaremos el resultados como si fuera
parte del axioma, sabiendo que podriamos demostrarlo.



2. Operaciones y orden.

Definicién 2.1. Definiciones recursivas de suma y producto:

0+n = n
stm)+n = s(m+n)
Oxn = 0
s(m)xn = (mxn)+n

Observacion: en estas definiciones n es un pardmetro. De hecho se define
una funcion suma y una funcion producto de una variable para cada valor de n
de la otra variable.

Proposicion 2.2.
1.VzeN z24+0=0+2z=u=z.
2.VeyzeN (v+y)+z=x+(y+2).
3. VeyeN z4+y=y+uz.
4. VeyzeN (x+y=z+z=>y=2).

Demostracion.
1. y 2. son directos. Para 3., probamos el siguiente

Lema 2.3. Yoy € N s(z)+y =z +s(y).

Demostracion. Por induccién en x. La base inductiva (x = 0) se verifica direc-
tamente: s(0) +y =s(0+y) =s(y) = 0+ s(y).

Paso inductivo: s(s(z)) +y = s(s(z) + y) = s(z + s(y)) = s(z) + s(y). La
segunda igualdad corresponde a la aplicacién de la hipétesis de induccién. [

Luego probamos 3. por induccién en x: Para x = 0 es consecuencia de 1.
Supongamos que z +y = y + . Entonces s(z) +y = s(z +y) = s(y + x) =
s(y) + x =y + s(x), siendo la dltima igualdad consecuencia de 2.3.

Para 4. el paso inductivo se deduce de la inyectividad de s. O

Proposicion 2.4. Propiedad distributiva:
1. VeyzeN (z+y)xz=(xx2)+ (y X 2).
2. Vayz e N zx (y+2)=(xxy)+ (x x =2).

Demostracion. Las dos identidades de la propiedad distributiva se prueban por
induccién en z. O

Observacién 2.5. Denotamos 1 a s(0). Observamos que s(z) = s(xz) +0 =
z+s(0)=z+1.

Observaciéon 2.6. Si z,y € N y x +y = 0, entonces x = y = 0. En efecto,
si x # 0, entonces © = s(h) para algin h y substituyendo x +y = s(h) +y =
s(h+y) #0 (absurdo). Si y # 0, por la conmutatividad de la suma se llega a la
misma contradiccion. Entonces © =y = 0.



Proposicién 2.7.

1.VzeN zxl=1xzx=ux.

2. VzyzeN (zxy)xz=xx (yXx2).

3. VeyeN xxy=yxuz.

4. VeyzeN z#4£0= (zxy=xxz=>y=2).

Demostracion.
1. es directo. 2. se puede probar por induccién en x y usando la propiedad
distributiva. Probar 3 es posible mediante el siguiente

Lema 2.8. Vzyz e N yxs(z)=yxz+y.
Demostracion. y xs(z) =y x (z+1)=yxz+yxl=yxz+y. O

Para demostrar 3., lo hacemos por induccién en x. Para x = 0 es directo.
Supongamos que x Xy = yxz. Entonces s(z) Xy = x xy+y = yxax+y = yxs(x),
donde la segunda igualdad es consecuencia de la hipétesis de induccion y la
tercera del lema 2.8.

Para probar 4., probamos los siguientes

Lema 2.9. VayeN zxy=0=2x=0Vy=0.

Demostracion. Por absurdo: si z,y # 0, entonces x x y = s(m) x s(n) para
ciertos m,n € N. Luego 0 = s(m) x s(n) = m x s(n) +s(n) = s(n) + m x s(n) =
s(n+m x s(n)) # 0 por el corolario 1.4 (absurdo). Entonces z =00y =0. O

Lema 2.10. Para todo xz,y € N se cumple una y sélo una de las siguientes:
x =y, o bien existe h # 0 tal que x = y + h, o bien existe h # 0 tal que
y=x+h.

Demostracion. La propiedad cancelativa de la suma permite observar que las
tres posibilidades son excluyentes. Para probar la disyuncién, hacemos induccién
en x (con y fijo). Para © = 0 es consecuencia del corolario 1.4. Paso inductivo:
Suponemos que el resultado vale para x y lo probamos para s(z).

= Six =y, entonces s(z) =s(y) =y +s(0)=y+hcon h=1.
= Six =y+ h, entonces s(x) =s(y+h) =y +s(h) =y+h' con b/ =s(h).
= Siy=x+h con h # 0, entonces h = s(k) para algin k.

e Si k=0, entonces y = x +s(0) =s(z + 0) = s(x).
e Sik # 0, entonces k = s(¢) para algin £ e y = x+s(s(¢)) = s(z)+s(¢).
La ultima igualdad es consecuencia del Lema 2.3.

O



Ahora probamos 4.: Supongamos que y # z. Por el Lema 2.10, tenemos que
z=y+hobieny=z+h con h # 0. Supongamos que z = y + h. Por hipdtesis
rXxy+0=zxy=xzxz=xx(y+h)=xxy+zx X h. Por la cancelativa
de la suma, deducimos que 0 = = X h y como x # 0, entonces h = 0, lo cual es
absurdo. O

Observacion 2.11. Las definiciones de suma y producto que presentamos hacen
recurrencia en el primer argumento. Podriamos haber presentado definiciones
por recurrencia en el seqgundo argumento. Los lemas 2.3 y 2.8 prueban que ambas
elecciones conducen a las mismas operaciones. Dicho de otro modo: a los efectos
de probar que las operaciones definidas son conmutativas probamos primero que
las respectivas definiciones no dependen del argumento que se elige para hacer
recursion.

Definicién 2.12. Dados dos naturales x,y, decimos que x < y si y sélo si existe
h #0 tal que y =z + h.

Observaciéon 2.13. Tenemos que 1 =0+ 1 y que 1 # 0. Entonces 1 > 0. Mas
en general, s(x) = x + 1, de donde s(x) > x.

Six <y, entonces y = x+h con h # 0. De ahis(y) = s(z+h) = z+s(h) por
lema 2.3, lo que permite concluir que s(y) > s(z). Es decir: la funcién sucesor
es (estrictamente) creciente.

Proposicion 2.14.
1. VeyzeN z<y<z=z<z.

2. Para todo x,y € N se cumple una y sélo una de las siguientes: © =y, o
bien y > x, o bien x > y.

Demostracion. La transitividad del orden es directa: z =y+k=x+h+ky
h + k es diferente de cero porque h es diferentes de cero (es un sucesor que al
sumarlo a k se obtiene un sucesor). El lema 2.10 establece 2. (la tricotomia). O

Proposicién 2.15.

1. VeyzeN z<yer+z<y+z.

2. VzyzeN z2#£0= (z<yezrxz<yXz).
Demostracion.

l.y=x+hcon h # 0 implica que y+ 2z =z + h+ 2; donde h + 2z # 0
porque h # 0. Reciprocamente, si y+ z = x+ z+ h con h # 0, por la prop
cancelativa (y la conmutativa y la asociativa usadas discrecionalmente),
se deduce que y = = + h.

2.y=xz+hconh+#0implicaqueyxz=(x+h)xz=zxXz+hXz
Como h,z # 0, entocens h X z # 0. Reciprocamente, supongamos que
T X z <y X zcon z# 0. Por tricotomia existen tres posibilidades para z
ey:



a) x =y, en cuyo caso = X z =y X z (absurdo).
b) x >y, que por el directo implica que = X z > y X z (absurdo).

¢) x <y, que es entonces la que se cumple.

3. Buena ordenacion e induccion fuerte.

El Principio de Buena Ordenacion establece lo siguiente:
Proposicion 3.1. Todo conjunto no vacio de naturales tiene minimo.

Es més simple para la demostracién razonar sobre el contrarreciproco de este
enunciado, es decir:

Proposicién 3.2. Si A C N no tiene minimo, entonces A = ().

Intuitivamente se puede razonar del siguiente modo: Como A no tiene mini-
mo, entonces 0 ¢ A, es decir que 0 € A°. Como 0 € A° si 1 € A, entonces 1
serfa el minimo de A. Por lo tanto 0,1 € A°. Como 0,1 € A¢, si 2 € A, entonces
2 seria el minimo de A y entonces 0,1,2 € A€. Siguiendo asi sucesivamente con
este razonamiento obtenemos que 0,1,2,---n--- € A° es decir que A° =Ny
concluimos que A = ().

Para dar un sentido preciso a la expresion “y asi sucesivamente” contamos
con la induccién y con las definiciones recursivas. Pero para que este razona-
miento funcione es preciso saber que si 0 ¢ Ay 1 € A, entonces 1 es el minimo
de A. Es decir, que no existan naturales menores que 1 y mayores que 0:

Lema 3.3. {zeN|0<z<1}=0.

Demostracion. Consideramos X = {0} U {z € N | 1 < z}. Este conjunto es
inductivo: en efecto, s(0) =1 € X ysi 0 # z € X, entonces 1 < z y por la
observacién 2.13 1 < x < s(x) y concluimos que s(x) € X.

Como X es inductivo, entonces X = N. Ademads, para todo x € X no se
satisface que 0 < z < 1; lo cual termina la demostracién. O

Corolario 3.4. Vne N {zeN|n<z<n+1}=0.

Demostracion. Si n < x, entonces © = n + h para algin h # 0. Si adema&s
x <n-+1, tenemos que n =n+0 < n+ h < n+ 1, de donde, por monotonia
se deduce que 0 < h < 1 (absurdo). O

Ahora probaremos el contrarreciproco del Principio de Buena Ordenacion
(proposicién 3.1): Si A no tiene minimo, entonces A es vacio.

Demostracion. Definimos I,, := {x € N | x < n}. Se verifica directamente que

U I, = N. Por el corolario 3.4, tenemos que Ip,+1 \ I, = {n + 1}, es decir que
neN
Ih+1 = I,U{n+1}. Concluimos que si I,, C A° pero I,,11 € A, entonces n+ 1

serfa el minimo de A (absurdo). Entonces tenemos:



= [y C A° (porque que A no tiene minimo implica que 0 ¢ A)
s VneN [, CA°= 1, CA°

Por induccién concluimos que Vn € N I, C A° de donde N = |J I, C A€,
neN
A€ = N y concluimos que A = (). O

No siempre es posible demostrar una propiedad acerca de los naturales por
induccién completa: Veamos el caso del Teorema Fundamental de la Aritmética.

Definicién 3.5. Dados dos naturales m,n, decimos que m divide a n si y sdlo
si existe k € N tal que n = k x m. Decimos que p € N es primo si y sélo si
p # 1 y sus dnicos divisores son {1,p}. Un nidmero que no es primo se dice
compuesto.

Observacion 3.6. Un numero natural q es compuesto si y solo si existen na-
turales m,n > 2 tales que ¢ = m X n. Por monotonia del producto, m x 1 <
mxn=qynx1l<nxm=gq, es decir, los dos factores m,n son menores

que q.

Teorema 3.7. Todo natural ¢ > 2 se descompone como producto de nimeros
primos. Mds aiun, esta descomposicion es unica a menos de permutaciones.

Si intentamos probarlo por induccién, deberiamos probar que si n admite
una descomposicién en factores primos, entonces n + 1 también. Sin embargo,
las descomposiciones en factores primos de n y n + 1, en principio no tienen
relacién alguna. Por ejemplo, ; Cémo probar que 14 se descompone en producto
de factores primos sabiendo que 13 es su propia descomposicién en factores
primos?

Podemos razonar de otra forma: Si g es primo, ¢ es su propia descomposicion.
Si ¢ es compuesto, entonces existen m,n > 2 tales que ¢ = m x n. Como m,n
son menores que ¢, si ya tenemos probado que todos los nimeros menores que
q admiten una descomposicion en factores primos, entonces es evidente que ¢
es producto de factores primos. Hacer este razonamiento, en lugar de suponer
apenas que g — 1 satisface el teorema, da méas informacién para probar que g lo
satisface. Veremos que esta forma de paso inductivo, usando una hipétesis més
fuerte, permite también probar teoremas para todos los naturales.

Proposicion 3.8. Principio de Induccién Fuerte:
o(z) una propiedad aritmética acerca un natural (genérico) x*. Supongamos
que:

1. ¢(0) se satisface.

Lp(x) es una propiedad que involucra a los simbolos de 0, s, +, X, a la variable x, conectivas
booleanas (A, V,— =) y cuantificadores V y 3. Por ejemplo, ¢(z) = Jy z = y+ y es una
propiedad que expresa que x es par. Entonces en los naturales ¢(1) es falsa, pero ¢(2) es ver-
dadera. Técnicamente ¢ es lo que se denomina una férmula de primer orden de la aritmética.
En el curso de légica se verd una definicién rigurosa de esta idea.



2. Para todo natural m # 0, (Vn <m cp(n)) = o(m).

Entonces Yn € N ¢(n).

Demostracion. Sea A = {x € N | =¢(z)}. Debemos probar que A = (). Por
absurdo, si A # (), entonces existe m minimo de A. Como ¢(0) se satisface,
entonces 0 ¢ A, de modo que m # 0. Para todo n < m, n ¢ A, de donde se
deduce que Vn < m  ¢(n). Por la condicién 2. sabemos que se satisface ¢(m)
y concluimos que m ¢ A (absurdo). O



