Semantica de la Logica de
Predicados de Primer Orden
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Significado de las Férmulas

» Pregunta¢, Cuando se cumple|=¢?
— Ejemplo para un lenguaje de tipo <1,2;2,2;2>
& R(fax1,%0)), Pi(Cy) [= B(Cy, fo(X1, X)) 2
=> ji depende de quiénes sean®, f;, f,, ¢, ¢, !!
* Moraleja: Debemos interpretar los elementos del
alfabeto en algun universo.
» Paraello:

— Primero debemos saber qué objetos representan los té&rming
(cerrados),

— Luego, qué propiedades representan los predicados,

— Finalmente podremos saber el valor de verdad de lasifas
(por ahora, cerradas).

=4
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Lenguaje Extendido para una
Estructura

Def 2.3.12 [Lenguaje extendido para una estructura]
» SeaM una estructura.

» El lenguaje extendido paM, notado LM) se obtiene
del lenguaje L del tipo dM, agregando simbolos de
constante para todos los elementosM. |

* Notamos a cada elementagM| con el simbolo a
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Interpretacion de Términos y
Formulas: Ejemplo

 Seal unlenguaje de tipo <1 ; 2,1; 2> con alfabeto:

P,="; fu.fh; &, G
» Dada una estructuM =<z, Primo, +, -,0,1>, tenemos
la intuicion de qué valor van a tener las formulas del
lenguaje L erM.
* Porejemplo:
- f(f2( C1.G))
— [Xy(Py(Xx9))
— X3 (Py(Xp) = 2 Py(f1(X2,)))
— DXPy(f1(Cy f5(x0)))
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1. Interpretacion de Términos
Cerrados

e Interpretamos los términos cerrados dl(
tMO Z
— CLM =0, CZM =1
— paracadamZ: mM=m
— fityt) M=t M+ M
— f() M=- (M)
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2. Interpretacion de Formulas
Atomicas Cerradas

Interpretamos las férmulas atbmicas cerradas de
L(M): vM(a)T {0,1}
—vMWO)=0

lsitM=tM

0 sitM#tM

1 sit es primo
VM(P(1) = _ _
0 si ™ no es primo
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Interpretacion de las Formulas de
SENT

Interpretamos el resto de las formulas cerradas de
L(M): vM(a)T {0,1}
—vM(a,0a,) --- como en PROP ---
—VvM(-=a,)  ---comoen PROP ---
= WM((Ox)o) =min {W(a[m/x]) | mOD Z}
— WM(Ox)a) = max {W(a[m/x]) | mO Z}
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Ejemplos

o fi(falc) .M = f(c)M+ M =-(cM)+ cM=-0+1=1
« VM(fy(f2(c)),C)) =’ ©p) = 1puesfy(f,(cy),c)M= c,M (=1)
o VM(Py(f1(f5(c),c)))=0 puesf, (f5(c,),c)=1 (1 no primo)
- VM((OX) Py(x) = min{vM(P,()[m/x]) | md Z)

= minfyM(Py(m)) | MO 2}

= 0, pues en particulaMiP,(4)) = 0
 VM((D)f,(x) =x) = max{vM(f,(x) =x[m/x]) | m Z}

= max{vW(f,(m) ='m) | m1 Z}

=1 pues en particulaf,(0) ='0) =1
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En general...

» Seal un lenguaje de tipg,...r,;a...a,;k >con
alfabeto R...P,f;...f,c (i0l) y seaM= <A, R,,..,R,
F,.Fp {001} >

Def 2.4.1 [interpretacion de términos cerrados de LM)
enM]

* La interpretacién de los términos cerrados dA)LénM
es una funcion M: TERM. - |[M| que satisface:

— gM=c, para todoll
— d%=a para todo@M|
—fi(t,. )M = F(tM,...tM) parai=1,.m
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Sentencias

Def 2.4.2 [interpretacion de sentencias de M) enM]

La interpretacion de las sentencias d).énM es una funcion¥:
SENT - {0,1} que satisface:

-vM(D)=0

1sitMh=tM
-VM(t,=ty) =
Si M £ M

1si<tM. ;M>0R

- VM(Pj(tla-wtrj)) =
Osi<tM.. t*>0OR

-vM(a,0ay) , V(= ay) --- como en PROP ---

- VM(Ox)a) = minfvM(ala/x;]) | a0 [M[}

- VM((Bx)a) = max{W(ala/x;]) | & [M[}
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Sobre las Variables

e SOlo se interpretaron las formulas cerradas.

» Las variables son huecos que pueden ser
ocupados por elementos del universo.

* Que elementos del universo pueden ocupar un
determinado hueco?
— Si las variables son ligadas, la funcion antdaor
decide. Funcionan como variables locales.

— Si las variables son libres, entonces lo decigeieh
o algo externo a la férmula que se analiza. Fuagion
como parametros
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Sobre las Variables Libres y las
formulas que las usan.

* Interpretar R(x,,1) de acuerdo a la siguiente
estructura: <N,=, Par> cuando es una
subférmula de otra.

— Si la formula fueraldx,.P;(x,,1) ?
* cualquier elemento del universo.
— Si la formula fueréX,.P;(x;,1)?
* los que son mayores o iguales que 1.

— Si la formula fuerdx,(P,(x;) - P;(x,1) )?
* los pares, mayores o iguales que 1.
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Sobre las Variables Libres y las
formulas que las usan.

* Interpretar R(x,,1) de acuerdo a la siguiente
estructura: <N,>, Par> cuando esta en un conte
determinado.

— Esto significa que alguien o algo externo a lanfda

decide que elementos pueden ocupar el lugar de la
variable.

— Si la formula es verdadera cuando otras formulas g
también tienen esta variable libre son verdaderas,
entonces solo los elementos que hacen verdadesss:
férmulas son aceptables.

— Si no hay un contexto que defina controle el veéola

variable, asume que puede ser cualquier elemehto de

universo. Es la nocién de valor arbitrario del daoioni

Kto
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Semantica de Férmulas

Def 2.4.3 [clausura universal de una formula]

 SeaoJFORM, y sea F\) = {z,,..,Z}.

« Se define clf) = (Uzy).., Uz )a

Def 2.4.4 [|=]

« Sia OSENT, entonceM\|=a sii vM(a)=1

 Sia OFORM no cerrada, entoncAy=a sii
vM(cl(a))=1

« Sia OFORM, entonces |& sii para toda
estructuraM del tipo adecuaddM |=a

« Seaa U SENT,I O SENT. Entonce§ |=a sii
para toda estructu del tipo adecuado, s\

_|=¢ paratodo ¢ O, entonced |=a
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Nomenclatura

* M es modelode siM |=a

* M es modelo dé si M |=¢ para todap Ol

a es verdadera si |

* 0 esconsecuencia semanticaldei " |=a

a es satisfecha pora,30|M| siM |=ala,...a/ Z,...4]
(con FVQ@) = {z4,..,z} , k>0)

a es satisfactible eM si existen a..,a0|M| tga es
satisfecha pora.,a0|M|

a es satisfactible si existe alguna estruciMréal quea es
satisfactible erM
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Propiedades de |=

 Larelacion |= refleja exactamente el significaddase
conectivos y los cuantificadores. Para féormulas casad
tenemos el siguiente lema:

Lema 2.4.5: Restringiendo a Sentencias, entonces:
L M=(adB) sii M=a y M=

i. M[=(a 0OB) si M|=a o M|=p

iii. M|= (=0) sii MZa

iv. M|=(a - B) sii (siM|=a entoncesM|=[)
V.M|=(a - B) sii (M|=a sii M|=0)

vi. M|=Ox)a  sii  paratodo &|M| M|=a[a/x]

vii. M|= X)a  sii  existe &|M]| tg. M|=a[a/X]
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Propiedades Simples del Calculo
de Predicados

» ¢ Qué tipo de propiedades podemos probar para
los elementos de FORM?
Todasaquellasquevalian para PROP:

— todas las formulas que son instancias de tautologias
son verdaderas en cualquier estrucMra

— Luego, todas las propiedades de los conectivos que
probamos para las férmulas de PROP valen.
» Vamos a probar propiedades de los
cuantificadores
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Propiedades de los
Cuantificadores

Def:a eqp sii|= (@ - B)

Teorema 2.5.1[generalizacion de las leyes de De Morgan]
L. = (Ox)a eq (X)-a

. = (X)a eq Ix)-a

. (Ox)a eq - (X)~a

Iv. (Xa eq-(0Ox)-a

Teorema 2.5.2 [orden de los cuantificadores]
1 (0x) (dy) o eq {y) (Ox) a

i (x) () a eq () (X a

li. Si xOFV(a) entonces [(x)a eqa

iv. Si xUFV(a) entonces [(X)a eq a
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Mas propiedades

Teorema 2.5.3 [Distributividad generalizada]

i. (Ox) (aB) eq (Ox) a O(Ox) B
ii. ((X) (aB) eq (X) a O(X) a
li. Si xOOFV(B) entonces [(x)(alB) eq (Ox)a OB
Iv. Si xUFV(B) entonces [(X)(alP) eq (X)a LI
OJO!I No valen:
= @x) (aB) - (Ux) a O(0x) B
= )a L(x) B - (Dx)(a TP)
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Formulas Libres para $

Def 2.3.13 [férmula libre para $]

Seam,$ OOFORM. Entonceg esta libre para $ em si se
cumple alguna de las siguientes reglas:

I. Sia es atdmica, entonceésesta libre para $ am.

ii. Si ¢ esta libre para $ am, y ena, entonce® esta
libre para $ endo(;UJ a,)

iii. Si ¢ esta libre para $ em,, entonceg esta libre para

$entay)
iv. Si x[0 FV(d) y ¢ esta libre para $ em, entonces
estd libre para $ eflk)a, y en (x)a,
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Lemas de Sustitucidn

Lema 2.5.5 [lemas de sustitucion]

I. Si zOV(t) entonces t[c/x] = (t[z/x])[c/z]

ii. Si z no ocurre e entonces[c/x] =
(a[z/x])[c/z]

Entonces, [ /$]) [t/X] = (a [t/X][ B [t/X] /$]

iii. Seatlibre paraxeay, ylibre para$ em .
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Cambio de Variables

Teorema 2.5.4 [cambio de variables]
» Sean x,z tales que X,.Z&V(a).
» Entonces:
1. (Ox) a[xly] eq ([z) a[zly]
i. (IX) a[xly] eq (&) a[zly]

Informalmente: Sea z tal que iV (a)BV(a).
Entonces:

. (Ox)a(x) eq Uz)a(z)

ii. (X)a(x) eq (Z)a(z)
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Teorema de Susutitucion

reorema 2.5.6 [SusTitucion]
* Seans, t,tt, O TERM,q, B,¢ J FORMtg. ty s estan
libres para x ex, y a y (3 estan libres para $ d@n
* Entonces:
I |[=§="t, - S[ty/X] ='s[tJ/X]
. |= t='s > a[t/X] - a [s/X]
iii. |= (a0 o B) - (¢ [a/F] ~ ¢ [B/3])
Ejemplos:
(Ox)a(x) O (Ox)B(x) eq Ex)a(x) U (Ly) Bly)
(Ox)a(x) O (Ly)B(y) eq Ex)(Ly) (a(x) OP(Yy))

(Oa(x) ~ Beq O)(a(x) - B) (sixIFV(P)
= @x)a(x) - (K)a(x)
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Forma Normal prenexa

Def 2.5.7 [forma normal prenexa]

+ Sean [J FORM. Decimos que esta en forma (normal)
prenexa sio es una formula abierta precedida de cero
mas cuantificadores.

 Ejemplos
(O)(O)(O2)OwW)( f(zw)="x - f(w,2)=y)
(Oy)(O2)(X) (P(y,2) -~ (P(y,x)0P(x,2)))
(Ox) (My)(Uz) (P(x,y)UP(y,z)) - P(x,2))
Teorema 2.5.8 [existencia de forma normal prenexa]

Para todax [1 FORM existe tal quep esta en forma
prenexa ya eqp.
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Relativizacion

» ¢ Como traducimos la siguiente oracion?
(De>0)(Ch)(Om>n) |f(n)- f(m)] <€
r AN A

OR ON ON
(convenciones para los tipos de las variables!)

e Una primera “traduccion” seria:
(Ue)((e>0) - (thUN)(UMUN)(m>n - [f(n)- f(m)| <e )))
— Hay dos propiedades implicitas: “ser un Natural*ser un
Real”.

— Como NIR, consideramoR = <R\N, <, -,a,| [,0>. Ahora “ser |
natural” se traduce usando un nuevo predicado N

* (Le) (O<e ~ ((Ch)(N(MD(Dm)(N(m) - (m>n- [f(n)-
f(m)[<e)))))
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Cuantificadores Relativizados

Se definen cuantificadores relativizados :

- (hON)a := (th)(N(n) D a)

— (@nON)a := (@n)(N(n) - a)
Con esto, obtenemos lo que queriamos:

- (U¢) (0<¢ - (((hON)(EmMON)(m>n- [f(n)-f(m)| <¢)))))

es por definicion:

- (0e)(0<e - ((E)(N(ME((EmM)(N(M) - (m>n- [f(n)-f(m)|<€)))))
Propiedades:

—  M|=([OxOA)a sii para todo 8A se cumpleM|=a[a/X]

—  M|=(XxOA)a sii existe alA tal queM|=a[a/x]
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