Logica Proposicional

Metateoria: Correccion y
Completitud
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. Del conjunto de hipotesis I se

deduce o?
=00 ? JT—o?

-Tablas de verdad.

- Equivalencia logicas. - Prueba formal.
Existen métodos que - Requiere ingenio.
siempre responden
SI o NO

., Estas dos formas de responder la pregunta
son equivalentes?
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Correccion y completitud del
calculo proposicional

e Si1 construimos una prueba siguiendo las reglas
dadas:

— (estamos seguros de que no puede ocurrir que las
hipotesis sean ciertas y la conclusion no?

— Y reciprocamente? S1 & es consecuencia logica de
[': ;existe una derivacion de o con hipotesis en 177

e Osea: jsecumplel |- & 1j=a?
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Correccion del calculo
proposicional

e La correccion de un calculo nos indica que las
reglas de construccion de sus juicios reflejan
nociones semanticas. Un calculo es correcto
para una semantica.

e Lema 1.6.1 [correccion del sistema de
pruebas]

— Paratodal c Propy a e PROP, sil |-«
entonces 1 |= qL.
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Correccion del calculo
proposicional

e Lema 1.6.1 [correccion del sistema de pruebas]

— Paratodal < Propy a e PROP, s1 1" |- o0 entonces
I |=a.

* Olo que eslomismo, con I < Prop y o € PROP
cualesquiera,
— VDeDer::(H(D) |I= C(D)).

e Por lo que se puede demostrar por induccion en
Der.
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Algunos casos

(PB) HIP) Si @ € PROP entonces ¢ € DER
Nol=9¢

Pi
’ vV
A Si VE DER vy e DER entonces e DER

¢AY

Hay que probar que I'U A |= pry, y podemos
usar como hipotesis I'[=py A |= v.
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Algunos casos

Plle)

t c DER entonces L4

< DER
hd ¢y

— ) Si

Hay que probar que I |= ¢ — v,
y podemos usar como hipotesis I" U {p}/= .
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CorrecciOn

e Proporciona formas de mostrar que algo es
consecuenclia semantica, o que algo no es
consecuencia sintactica.

e Otra forma de mostrar que algo es tautologia
— 81 |- oL entonces |= o.

e Una forma de mostrar que algo no es teorema

— 81 0L nO es tautologl'a, entonces no €s teorema.
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Completitud

e I = I'l-«a
e Observar que demostrar la afirmacion

anterior, implica transformar una nocion
semantica en sintactica.

e Antes de llegar a ver la demostracion de
completitud, conviene estudiar las nociones de
Consistencia.
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Consistencia
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Conjuntos Consistentes

Def. 1.6.2 [conjunto consistente o libre de
contradicciones]

Un conjunto I'cPROP es consistente sii I' AL

PROP

1
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Conjuntos Consistentes

 Lema 1.6.3. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) I es inconsistente
i1) Existe e PROP, I'|-o y I|-—0
i11) Para toda ¢ € PROP, 1" |-

6ONS (FJ)_ b
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[Lemma 1.6.3

~* Probar que a, B, y v son equivalentes
— Se quiere probar (A <> P AP V) A (Y o)
o mismoque (@ —>B)AB->7AFY— )
0 mismo que (X <> P AP <y
0 mismo que (40 <> ) A (4P < 1Y)

— Que es |
— Que es |
— Que es |

— Que es |

— Que no
— Que no
— Que no

0 mismo que(—o——Y) A (—y—=>—) A
(mp——0)

es 1o mismo ¢
es 1o mismo ¢

ue (o <>
ue (o —

es 1o mismo ¢

— ;Por qué?

ue (o —

B <> )
BD)AB—7Y)

D)= B—Y)
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[Lemma 1.6.3

Paﬂe

THL (vePROP:T|g)
g &
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[.ema 1.6.3 Parte A

H)TI- 1 T I- ¢

-1

< (Notacion |-)

(3De DER:H((D)cI'yC(D) =1)
= (Eliminacion de 1)

(Vo :: (3D H(D)cT'y G(D) = 9))
< (Notacion |-)

(Vo ::T'|- 9)
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Condici6n suficiente de
consistencia

Lema. 1.6.4 Sea ' cPROP. Si1 existe una
valuacion v tal que v(@) =1 paratoda @ € T,
entonces I es consistente

Se prueba el contrarreciproco

I es inconsistente

11 Ejrcico:ustfque todos los pasos
=>1'I=1

= (Vv st (Vyel ::v(y)=1)entonces v(L)=1)
= (Vv : (dyel : v(y) =0))

Instituto de Computacion Légica Proposicional - 16



Ejercicio

e ;Cuales de los siguientes conjuntos es
consistente?

{7P1 A P2 = Po> P1 = (TP = Do), Po > P2
iPi > P11 1€ Nj

P =Py 1€ {0, 1,2} } U {p, = 7Py}

{pi =Py i 1€ {0, 1,2} U {p; = Py}

= o=
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Conjuntos Consistentes

L.ema. 1.6.5

i) Si 'U {— ¢ } es inconsistente entonces I'|— @

11) S1 I'U { @ } es inconsistente entonces 1 |— —@

Otra lectura

1) S1 1’ ,}é ¢ , entonces I' U {— @ } es consistente
11) Si F/f/— —(, entonces I U { @ } es consistente
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Consistencia Maximal

Def 1.6.6 [consistencia maximal]

I'c PROP es consistente maximal ssi:

1) I es consistente, y

11) Para todo A consistente tal que I’ € A se cumple I = A
o 11) Para todo A, siI' © A entonces A es inconsistente
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Consistencia maximal

e (Cada valuacion determina un conjunto
consistente maximal
_ I'={@ePROP | v(9)=1}
— Considere A, talque I'Cc A
— Tome ye A\I'
— Muestre que - yel

— Concluya que A es inconsistente
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Consistencia Maximal y Teorias

Def [teoria]

e Un conjunto I '€ PROP es una teoria si1
CONS(I) cT

* O sea,
— para todo a.e PROP, s1 I |- o entonces o € 1)

LLema 1.6.8

e Si I esconsistente maximal entonces I es
teoria

-I'l-«a

— = I' /= (consistencia, Lema 1.6.3 — contrarrec.)
— = I'"u {a} es consistente (Lema 1.6.5)

— = o € I' (maximalidad)
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Consistencia Maximal (cont.)

Lema 1.6.9
e Sil es consistente maximal entonces:

1) paratodaac € PROPobiena el obien—a el
ii) para todas o, B € PROP

o —P el ssi (si oo el entonces B el’)

Corolario [pertenencia a un conjunto maximal]
e Si1 I es consistente maximal entonces:

1) oel ssi —ov g I

n)—oel” ss1 oegl
Lema. 1.6.7 [consistencia y consistencia maximall]

* Si1I es consistente entonces existe 1™ consistente
maximal tal que I' c I'™
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LLema 1.6.9.1

Si1 es consistente maximal entonces:

1) paratoda o € PROPobiena el” obien =«
el

Dem.
oag 1 —o e I
= =
I'u{a} |- L ['u{—o} |- L1
= =
Fl-—lOC Fl-O(.
= =

el oae l
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Lema 1.6.9.1 (directo)

S1 1" es consistente maximal entonces:
ii) para todas o, p € PROP
Si a— P eI entonces
(si o€ I"entonces e I')
Dem.—
Supongao e 1.
Se puede construir la siguiente derivacion:

a—>pB o

B

(E=)
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Lema 1.6.9.11 (Reciproco)

Si11 es consistente maximal entonces:

ii) para todas o, B € PROP

Si (si e I"entonces e I
entonces o > P e I

Dem.«<

Dado que (s1 o €

los dos casos:

I" entonces 3 € I') ocurre uno de

Caso 1: Caso 2: 1

ael ae ;f —0( .

—(por “entonces”) | =( por parte 1) ) | (E=)

Bel e I 3 (EL)

= =

oa—>Pel Se puede hacer la (I=>1)
siguiente deriv. o — P
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LLema 1.6.7.

 Todo conjunto consistente S se encuentra
incluido en alguan conjunto consistente
maximal.

1. Enumere las proposiciones: @,, ¢, ¢, ...
2. Defina recursivamente la siguiente familia de
conjuntos de formulas proposicionales
Sp:=S
S..1:=s1S, U {Q,} consistente,
entonces S, U {9, },

ST

n+1
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LLema 1.6.7.

3. Deftina el conjunto de férmulas
proposicionales S* := U {S_}
4. Pruebe que S, es consistente (induccion)

5. Pruebe que S* es consistente
(contrarreciproco)

6. Pruebe que S* es consistente maximal
(contrarreciproco)
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Resumen de Consistencia

e Definiciones
— Conjunto de formulas Consistente
— Conjunto de formulas Consistente Maximal
— Teoria

e Principales Consecuencias de las Definiciones
— S1 d v valuacion / v(I')=1 = I Consistente
— "' Consistente == dACM/IT Cc A

* Notar que:

— si dos férmulas o, 3 € I' CM, entonces las férmulas que se
construyen con o0 y B y debieran ser verdaderas si ot y B lo
son (A B, v v, ...), también estan en I
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Completitud del Calculo de
Deduccion Natural en Proposicional
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Completitud

Lema 1.6.10

S1 1 < PROP es consistente entonces existe una
valuacion v tal que v(at) =1 para toda
oel.

1. T'incluido en I'* consistente maximal
2. Definovconv(p)=1sup, el
3. Pruebo v(at) =1 si1 o € 1™ (1nduccion)
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Completitud

Corolario 1.6.11

Para todas ae PROP, I'c PROP, I' }~ a0 s1y solo s1 existe una
valuacion v tal que:
e v(ot)=0
e paratoda [} €I se cumple v() =1
I Ko

&

I'u{—o} £ L

&

(Avi(Voe I'u{—a}:v(e)=1))
&

Avi(VeeTI:v(p)=1)yv(a)=0)
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Completitud

Teorema 1.6.12 [completitud del calculo
proposicional]

Para todas o.e PROP, I < PROP,
s1i I' =o entonces I |-

Es el contrareciproco del anterior.
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Correccion y Completitud

Para todos 'c PROP, xe PROPT |- sil T'|=x

I'|=o
-Tablas de verdad.

- Equivalencia logicas.

= l-o
- Prueba formal.

- Requiere ingenio.

Existe un método que

siempre responde
SI o NO

Los teoremas nos autorizan a combinar ambas técnicas y
utilizar equivalencias semanticas y pruebas
(que es lo que usualmente hacemos en matematica).
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Prueba del teorema de completitd

e Demostrar : S1 1" |=¢ entonces 1|—@

— Implica probar que existe una derivacion de @ a
partir de I teniendo como unica informacion los
valores de verdad de @ y I

e ;,COmo construir la dertvacion?
— La demostracion de 1.6.12 no nos da el método

e Se puede dar una prueba constructiva del
teorema de completitud [Post-Bernay-Kalmar]

— Esta prueba nos da una derivacion de @ a partir de
" sabiendo que I |=0
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Prueba constructiva de
completitud

e Sil'={q,...0 } es finito, demostrar o,...o |3
es equivalente a demostrar |- o, —...—>a, — 3

e Se prueban los siguientes resultados:
— para toda ae PROP se deriva |- ¢ <> o
— (0° es la forma normal conjuntiva de )

— una forma normal conjuntiva Q¢ es tautologia siy
sOlo s1 cada “factor” de la conjuncion contiene a
—.1 o aun par p,v—p,; para alguna letra p,.
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Prueba constructiva de
completitud (cont.)

Para construir una derivacion de la tautologia o
=0 —>...—>0 —P:
1. Encontrar of.

2. Como af es tautologia, construir una derivacion
para cada (p1v—p1) y una derivacion para cada
—_ que ocurran en o.

3. Componer estas derivaciones para obtener una
prueba de oF.

4. Utilizar la derivacion de |- a°<> a0 para construir
la derivacion de |- o.
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Ejemplo

p.p—ql=q
e Para escribir una derivacionde l-p - (p > q) —> q
— La forma normal conjuntiva de la formula es:
(pv—p) A (pv—pvq)
— La derivacion buscada es:

pv—pvq

pv—p) A (pv— pva) ((Pv=p) A (Pv=pva)) & (P = (P> 0q) = Q)

p—=>(P—>09) —q
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Fin
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