Logica Proposicional

Deduccion Natural
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Justificacion de la validez del
razonamiento

* Dos maneras diferentes de justificar

— Justificar que la veracidad de las hipotesis implica
la veracidad de la conclusion

(Justificacion semantica: I' |=3)

— Dar una demostracion que pruebe a la conclusion a
partir de las hipotesis, a través de pasos
debidamente justificados

(Justificacién sintactica: I' |- [3)
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Justificacion Sintactica

e Dar una demostracion que:
— pruebe la conclusion a partir de las hipotesis

— esté constituida de pasos debidamente justificados

e Una demostracion es una prueba formal:

— la correccion de la demostracion depende de su
forma y no del significado

— existen reglas precisas de construccion para las
demostraciones
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Pruebas Formales

e ,COmo probamos usualmente?

— Hipotesis iniciales (las podemos usar como dato en
todo 1nstante de la prueba).

— La prueba consiste en un encadenamiento de pasos
simples de deduccion que nos permite llegar a la
conclusion.

e ;Por qué pruebas formales?

— Podemos compilar las pruebas hechas, y asegurar
su correccion o detectar errores mediante el
analisis de su estructura.
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Formalizacion del razonamiento

 Existen varias maneras de formalizar el razonamiento:
- Método Axiomatico (a la Hilbert)
- Deduccién Natural (Gentzen)
- otros .....

e En Deduccion Natural se formalizan las demostraciones
mediante arboles, siguiendo la estructura de las mismas:

vvvv
%
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Prueba Formal — Ejemplo

anp =7y, al- B>y

(1)
a B
(IA)
oAB—y OGP (E—s)
Y
(I=) (1)
Bp—

Instituto de Computacion Légica Proposicional - 6



Deducci6n Natural

Reglas de construccion de pruebas

Indican como:
— subdividir la prueba en subpruebas mas simples

— manejar las hipotesis correctamente en cada etapa
de la prueba

El analisis de correccion de una prueba formal
puede mecanizarse (existen asistentes y
verificadores automaticos de pruebas).
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Pruebas = Arboles

e Las hojas son las hipotesis de la prueba.

e Laraiz es la conclusion de la prueba.

e De las hojas hacia la raiz se pasa por aplicacion de
alguna de las reglas de construccion.

e Las hipotesis locales a subpartes de una prueba se
representan con hojas tachadas.
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Reglas de Construccion de Pruebas

e Para cada conectivo se definen:

— Reglas de Introduccion

e indican como probar una formula con el
conectivo correspondiente

— Reglas de Eliminacion

e indican cOmo utilizar una férmula con el
conectivo en una demostracion
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. Como probar una conjuncion?

H) 5, ...5,
T) (o A B)

Dem.

- Probamos o.
(usamos... 81 .0 )

- Probamos . * P (IA)
(usamos... O ... O, ... ) o AP
Luego (a0 A B)
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. COmo probar un 1mplica?

H) S, .5,
T) (a—p)

Dem.
Supongamos o O ... O, /

(usamos... O ... O, L....)

n

entonces [3. p

|
o—f (=)

Luego (a—[)
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. CoOmo probar una disyuncion? (1)

H) J, ...0,
T) (o v )
Dem.

- Probamos 0.

Luego (a0 v B)

(usamos ... 9, ...

0

n...

O ...0,
o
(vy)
oV
5,
p
iIy,)
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. COmMo probar un s1 solo s1?

H) 9, ...0,
T) )(o=>P)
Dem.

—) Supongamos O O ... 0, )/ O ... Sny

(usamos... 51 Sn a....)

entonces [3. B o

¢<) Supongamos [. P (l)
(usamos... 51 Sn B)
entonces O.

Luego a<>p.
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. COmMo probar una negacion?

H) 9, ...0,
T) = o

Dem.
-Supongamos o
-Llegamos al absurdo

(usamos ... O ... O, Q) |

Luego = a.
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¢ Como utilizar una conjuncion? (I)

H) 9, ...0,
T) o

Dem.
- Probamos (o A [3)

(usamos... O ... O

Luego «

n LN ]

)

5, ...0.
o AP
En )
o
aAp
En )
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. Como utilizar una implicancia?

H) 9, ...0,
T) B
Dem.

- Probamos (a—p)

(usamos... Oy ... O

- Probamos o
(usamos... Oy ... O

Luego 3

n LN )

)

n LN )

)
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( Como utilizar una disyuncion?

H)S, .5
T) 0
Dem.

Probamos Ot V3
(usamos ... 0; ... O, ...)

n

Casol: supongamos (.
(usamos ... Oy ... O, ... L)

entonces 0
Caso 2: supongamos [3.

(usamos ... 9, ... 0, ... B)
entonces 0

Luego 0
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. COomo utilizar un s1y solo s1? (1)

H) o, ...0,

T B

Dem.

- Probamos o siy sélo si f.

(usamos... 81 Sn ver )

- Probamos .
(usamos... 51 e O )

n

Luego B.

5, .8 8 .5

o> o o)
p
0y, -+ 0, 0y, -0,
o B €,
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. Como utilizar una negacion?
(las negaciones sirven para llegar al Absurdo)

H) 9, ...0,
T) Absurdo

Dem.
- Probamos &

(usamos ... 51 ... 0

- Probamos — o

(usamos ... Oy ... O

Luego Absurdo.

n LY

n...
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. Como utilizar el Absurdo? (I)

H) 9, ...0,
T) o
Dem.
Probamos Absurdo S 5
1 eeoe no
(usamos... O ... O, ...)
1
Luego o. EL)
ol
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. Como utilizar el Absurdo? (1I)

H) 9, ...0,
T) o

Dem.

- Supongamos — O 5, ..., A

- Llegamos al absurdo J_

(usamos ...0;...0,...m10) (RAA)

(Reduccion
al absurdo)

Luego a.
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Una prueba trivial...

H) o
T) o
Dem. O (HIP)

vale por hipotesis

Luego a.

(Hipotesis)
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Prueba Formal

e Estructura de arbol: la prueba se descompone en
subpruebas (subarboles).

e Reglas precisas para la construccion de los arboles.

e Hipotesis de la prueba: hojas del arbol
— las del enunciado 1nicial: hojas no tachadas
— hipotesis locales: hojas tachadas

e Conclusion: raiz del arbol.
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Prueba Formal - Ejemplo
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Prueba Formal — Ejemplo (1I)

anp =7y, al- B>y

(1)
a B
(IA)
oAB >y AP (E—s)
Y
(I-) (1)
B—
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Arboles

e [.as derivaciones se definen inductivamente
sobre un conjunto de arboles etiquetados.

e (Cada nodo, interno u hoja, se etiqueta con una
formula proposicional y una regla.

e Las hojas pueden estar marcadas o no
(cancelacion de hipotesis).
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Prueba Formal — Ejemplo (1I)

(1)
o B
(In)
oAB >y AR

Y
B—y

(E—=)

(I=) (1)
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Derivaciones - DER

Def 1.5.1 [DER] El conjunto DER de las derivaciones de la

l0gica proposicional se define inductivamente como sigue:
HIP) Si ¢ € PROP entonces ¢ € DER

A) Si Ye DER vy e DER entonces \([p)/ \\[|)f/e DER

¢AY

Agq) SI We DER entonces ? 1V < DER
oAy 0

Ag2) SI We DER entonces ? 1V c DER
oA Y W
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Derivaciones - DER

A,
4

— ) Si ; e DER entonces —Y e DER

=V

— ) Si YG DER vy e DER entonces

L

A4

¢ =V e DER
v
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Derivaciones - DER

Vi) Si Ve DER entonces i e DER
P vy

Vo) Si Ve DER entonces hd e DER
vy

vg) Si ; e DER, t e DER y" DER entonces
é ' ' e DER

vy
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Derivaciones - DER

<) Si 3e DER y ": c DER entonces —Y ® < DER

& gq) Si (Pé e DER Yy 0 !@ WE DER entonces

¢ =V e DER

& gs) SiX?Ze DER vy (PWE DER entonces
4

vy =V e DER
©
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Derivaciones - DER

A,
4

—) Si 3 c DER entonces < DER

L —0

D D’
— g) Si E)(PZ DER VXEZE DER entonces \ﬁ/q’l\q’/ e DER
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Derivaciones - DER

1g) Si L; e DER y ¢ € PROP entonces £ e DER
¢

RAA) Si ; € DER entonces e DER
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Conclusion e hipotesis

Def [conclusion e hipotesis de una derivacion]
Sea D € DER.
— C(D) es la conclusion de D

— H(D) es el conjunto de hipotesis no canceladas de
D

Ejercicio: Definir C(D) y H(D) por recursion en D,
asumiendo que se cancelan todas las hipotesis en las
reglas que se aplican.
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Consecuencia Sintactica

Def 1.5.2 [consecuencia sintactical]
Sea I' € PROP y ¢ € PROP.

¢ es consecuencia sintdctica de I" (0 @ se deriva de T') ssi existe
De DER tal que:

- CD)=0¢ vy
— HDO)cT
Notacion:

o |l-oselee “¢sederivadel™
o J|-@selee “@esteorema” y se escribe |- @

Def [CONS, consecuencias sintacticas]

Dado I'cPROP, el conjunto de las consecuencias sintacticas de I
es CONS(I') ={ao. € PROP | I'l-o }
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Derivaciones - Ejemplo

11 00 — 0O

S0 4
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Derivaciones — Ejemplo (11)

- o0— =
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Propiedades de A,— y L

Lema 1.5.3

Para todos a, B € PROPy I', Ac PROP:
— Siae I’ entonces I|— o
— SiIl-a y A-B entonces I'UA|- o AP
— Si I'l-a AB entonces I'l-a y I-0
- Si Ia|-p entonces I'|—a —f
- Sill-Fay Al-oa—-p entonces T'U Al- [
— S1 I'[—L entonces I|- o

S1

[,—o |—-L

entonces I|—
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Propiedades de v , <>, —

Lema 1.7.2
Para todos o, B € PROPy I', Ac PROP:
1. SiIl-a entonces I[l-o v
2. Si I-P entonces I|—av
3. SilLal-y yI,B |-y entonces I, (ot v B) |-
4. Sil,a|-ByT, B |- o entonces I |- (a0 <> PB)
5. Sil'[-(a <> PB) entonces I,al|-By I,B|-a
6. Sil,o|-L entonces I [—
7. Sill-Foo y Al-—a entonces T'UA|-_L
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Equivalencias entre conectivos

Teorema 1.7.3

Para todos o, B € Prop:

—(—a) < (a—l)

—(aVvp) < = (—aAp)
—(eo P e (->PAP—>o)

— (OC VAN B) &~ T (—lO(, \/—|B)
—(@—>p) < (—avp)
-1 < (o0 v
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Mas Propiedades

Teorema 1.5.4

—a - PB-o

—o = (—o—=Pp)
—(@—>p)—>((p—0)—>(x—>0))
—(OC%B)% (—lﬁﬁ—lOC)
—1 o > A

—a—>(P—-0) & (0 AB—0)
-l (0 A—o)

Propiedades interesantes de |-

e S1i IcA vy Ill-a, entonces A |-
e Sill— o, entonces existe AC I'tal que Aes finitoy A|-«
e Sil]-9dparatoda 0 A y Al- a, entonces I'|— o
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