CAPITULO 4 ~ SERIES DE FOURIER

1 — Un teorema de aproximacidn.

Sea [V, <, >] un espacio vectorial complejo con produéto
interno y sea S = {vo > eees P s } un sistema ortonormal.

Sea f € V. Queremos aproximar f por combilnaciones lineales de
elementos de S. Sea tn dado por

Usemos la norma de V que proviene del producto interno para
medir el error al aproximar f € V mediante t., esto es || & - £l -

Elegiremos las constantes de modo que el error sea minimo.

La situacién més simple conaiste en elegir f = t .

™m

N n
En ese caso, <f, p > =< 3: bkpk, P > = 2 bk<pk, e > = b
k=o k=0
puesto que <p , ¢ > = Osik*#my <p,, ¢ >= 1 81 k = m.

El siguiente teorema muestra que esta eleccibn de los
" coeficlilentes es 6ptima en caso mAs general.

Teorema: ‘ : . )

n ™ .

Sea Sn = z c.P, . th = 2 bkpk , donde e = <f, P>
k=0 =0 .

vy los bk son nﬁmebos complejos arblitrarios. Entonces

-5 nH=pnf-=t
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Adem&s, la igualdad se verifica sii, bk = ¢, para k=0,...,n. i ) n
) . 2 2z — - ’ 2
T nf~tn||=||fn+i(bk—ck][bk-ck]~ﬁlckl
P . . . k=o k=o
Demostracion: ;
0 sea
e i 2 2 Q 2 & 2
. . HE-t (f = el =) lel® +) le -1
z 2 2 2 kZo ko
HWE-t 1f =1 f1f =) [el®™+ ) Iy, - ¢l
ko k=o

como queri,émos-
Esta afirmacién implica el teorema si observamos que ‘ o
n Corolario: Desigualdad de Beassel
nf—S,\uz=||fuz—zolckl2 ,

n .
2 z
<
S lod® =1 £4F
. . k=0
Para dewmostrar la afirmacién escribimos-

" .
F _ 2 - 2 » —
IE-t jf =<£-+t ,f- E> =] - <f,t > - <t >+ t ] Denotemos S (f) —kiocksok
donde
" " n R Qbs_erxaglgn
e qr = <kz be . ZquDJ > = z Ibkl 3
=0 o] k=
! “ La desigualdad de Bessel puede escribirse como:
. n n _ N _ . "
(f,tn> = «<f, 2 bkpk > = 2 bk<f,1ok> = 2 kck L 1 Sn(f) 1= I £ T
k=o k=0 k=Zo .
b n i Definicidn:
ero como <f,tn> = <tn,f> tenemos <th,f> :kzobk 3 ©
Decimos que z e P, es la serie de Fourier de f cuandc
En resumen: ko

. 2 n - " n ¢, = <f, e > A veces escribi‘r,em_os para abreviar:
HE-s 4 =n£if -)be ~Ybs + Y [b]?
- PACEPRCEPRLY
£~
k

iNA18

%Py
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Decimos que el sistema ortonormal s es completo en V cuando
i1 S(f) ~f£|1»> O conn > ©, para todo £ € V.

Observacién:

S.ea completo sai vale la Igualdad de Parsenal

VYV feV

2 2
neE =y lel
[o)

2 - Kl espacio Lia.bl

Hasta agqui solo hemos usado la estructura general de espacio
vectorial complejo con producto interno. En lo que sigue, V sers
un espacio de fungiones v < , > vendrd dado por una integral.

I

Deflnigién{ (Funcién continua a trozos o funcién casi continua)

Sea f: [a, bl + ¢ una funcién para la cual existe un namero

finito de puntos X, ---» X de [a, bl de tal modo que
a) f es continua excepto en esos puntos
b) Vi, existen y son finitos los limites

f[xt*]d‘é‘ lim £(t)

t*x +
i

f[_xl‘] 9ef 1im £(t)

t % -
i

o (S1i X = a 6 X = b s86lo pedimos gque wuno de los limites
laterales exista y sea finito.
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Si f verifica las condicitnes antedichas decimos que f es
continua a trozos en f{a, bl.

Observacion:

a) S1 f es continua a trozos en [a, bl, entonces es
integrable Riemann en [a, b].

b) El espacio de las funciones complejas continuas a trozos

en [a, bl tiene estructura de espacio vectorial complejo, el cual
serd denotado por a[a, bl.

c) S1i f, g e E[a, bl entonces f.g = 6[&, bj.

d) Podemos definir una forma sesquilineal (o sea, lineal en

la primer variable y cohjugada lineal en la segunda), simétrica <
, > en Efa, b] dada por

b
<f, &> = [ f£(t)a(t)dt

A ésta forma bilineal le falta la propledad <f, g> = 0 =
f = 0 para ser un producto escalar (épor qué?)

e) S5i restringimos la forma a cla, bl, se puede verificar que
éata es un producto interno.

Para resolver las dificultades observadas en d) introducimos
el concepto de funcién casi nula.

Definicidn:

Una funcién f E[a, bl se dice casi nula si f(x) = 0 excepto
en un nGmero finito de puntos de [a, bl.
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Observacién: ﬂ% 3 - Series de Fourier en [-n, n]
< f, £f>=0 81y s6lo si £ es casi nula : W0 Definiremos los sistemas siguientes:
Definlcidn:
< ) g = e / e (t) - 1 nt
n n e neé&
Decimos que f ~ g (f es equivalente a g) sii f - g es una , Vfg—ﬁ
' T

funciéh casi nula.

Es fdcil ver que ~ es una relacién de equivalencla en E[a,b].
T =¢w /¥ (t)= 1 w (t)= cos(nt) sen(nt)
n "o » - =L t)z ——2"/
Llamaremos L{a, bl al conjunto de las clases de ‘eguivalencia % v[—ﬂ Zn-1 2“( ) n<lN, n>1
~ . . . . 2n yﬁﬁ Vfﬂ
de funciones de cl[a, bl m6dulo la relacién de equivalencia recién T
definida. {
- : Teorema:
Si indicamos por [f] la clase de equivalencia de f, definimos
en Lfa, bl las siguientes operaciones: ‘ -

Los sistemas U y T son oftonormales.

[£f1 + [gl = [f + &] Demostracio6n:
o[f] = [of] a e C
| <e, ,e> J'n - n thle_m
Es facil ver que L[a, b] es un espacio vectorial con estas i k25T _nek(t)ej(t)dt = I_ﬁ on dt =

operaciones y que la forma sesquilineal < , > se puede definir en

L{a, bl como . . . )

b . 2 -
: - 1l ei'k =}

< [f1.[g] > = [ f£(t)a(t)dt

) .
o s8ea, U es ortonormal.

Las observaciones anteriores permiten probar que < , > es un Las relaciones:-
producto interno en L[a, b]. A veces, abusando de la notacién, e““ . e%nt 2 4
: - = sen n
escribiremos < f, g > en vez de < [f], [g] >. j int -int t
i e + e = 2 cos nt

! permiten probar inmediatamente que T es ortonormal. (Hdgalo !)
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Cuando usamos el sistema ortonormal complejo U, escribimos
e wnt
f 2 c.e
n= -0

Observar que estos c no son 108 coeficlentes definidos en ia

seccién 1.
Para calcular los ¢, ponemos

[0 4]
£ ”2 <f,e >e_(t)

Nn=-00

! f(t)e 'Mat
como <f,en> = I

-1

Y 2n
1 m -unt
‘obtenemos ¢ = -§~——I f(t)e dat
E n t23 -

Analogamente, cuando usamos el slstema ortonormal real T,

escribimos

8

2

+ 2 a cog8 nt + b sen nt
n n

nT4

£ -
~ doride 1qg coeficientes se calculan mediante las férmulas

1 T
a = —;—f f(t)cos(nt)dt
-nt
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. L
b = —,,I—J' f(t)sen(nt)dt
-n

1 n
a, = =Jf f£(t)at

(Higase este célculo como ejercicio !)

Los sistemas U y T estdn relacionados por el simple pero
importante )

Teorema:
Los subespacios generados vor U y T coinciden.
Demostracidn:

7 Sea £ pertenecienﬁe al subespacio generado por T. Entonces
existe n > 0 tal que

a n .
£(t) = —;— +2&kcos kt + b sen kt =
k=1

a i - [ ikt -ikt )
- ; . iak eth + e ikt . bk e - e _
k=1 2 21 -
- ao & ikt e ikt
- 2 + 2 cke + cke
k=1 k=-n
donde
- 1
ck‘?[ak'ibk] sl k>0
-~ 1
%'7[%*“&] si k<O
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o sea
& ikt
£(t) = ) ce
k=-n
. . ao
donde c, se calcula como arriba para k # 0 y donde c, = 5 -

Luego f estd generado por elementos de U.
El mismo procedimiento permite mostrar que 81 f estéd generado
por elementos de U, lo estd también por elementos de T. hagase

esto como ejercicio.

Observacion:

Para terminar esta seccién observemos que como consecuencia

de la desigualdad de Bessel tenemos que las series

2|qu , § |qJ2 , ? hklz son convergentes y por lo
“,—_ k= k=1
tanto, 81 f « L[-7, n] tendremos

T
1lim [ f(t)sen nt dt = 0

n-%0w -

n
lim f f(t)cos nt_ dt = 0

n-=+0 -

Més tarde demostraremos que los slstemas ortonormales
definidos son completos en L[-n, ] o, lo que es equivalente, la
igualdad

k24

¢ g 2 2 1 t zdt
e DN LR R AR A EXST
n=1% -
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4 - Representaciones integrales.

Sea f € [-n, =]

En ésta seccién escribiremos la reducida n-ésima de la serie
de Fourier de f en x, la cual sera denotada por S (x) o por
Sn(f)(x), indistintamente. También encontraremos una expresién
integral para la media aritmética de S (x).

De ashora en mds supondremos, sin perder generalidad, gue f
serd definida en todo R y es peridédica de periodo 2.

Ahora introduciremos unas funciones muy importantes

denominadas nicleo de Dirichlet y nicleo de Féjer.

NMucleo de Dirichet.

Se define como Dh donde

1 < Kkt
_ 1
Bt = -5 e
k=-n
observar que
p
T(Zn+1)t
Tt e —1 i =o0
e-Lnl 2n ikt ev.'.‘_ 1
D (t) = S kz et = .
2n + 1 _
B » £t =0
Consecuentemente, 81 t # 0 tendremos:
1 t
—L(n*T)L LT TL(Zn+DOt
~ 1 e e (e - 1)
Dn(t) = or : y : sl t =~ 0
Rry ‘'z Ttz
e (e - e )
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de donde obtenemos

Micleo da Féier.

Se define como Fn(t) donde

D_(t) + ... + D (%)

n+1

F“(t) =
donde Dn es el nicleo de Dirichet.

Hagamos el cdlculo. Primero observemos que

n

_ 1 T 2k + 1 _ 1 _ n+1
F_(0) = n+1kZo s = Tt ) kzo(2k+1) = B

Supongamos shora que t # O.

1 sen (1 + —z—)t

_ T _1 _
F;(t) - n + 1 kzb 2" sen (4}L) =
2

1
2n(n + 1)sen( —g-) k

sen (n + %)t:

N1

L]

= : g mi) e ° =
2n(n + l)sen (7) kTo

T—— e
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n

ot
1 Yz ikt
= = Im e e

on(n + 1)sen (%) £y,

Observemos ahora que

ot ) t
L— n ) ti{n+i) t T —
e 2 2 eth - — 1 e z _
k=0 e -1
. N+l . N+l
. L -1 ™+l
Lin+1)t 2 2 L
_ e -1 _ e - e 2 _
- t t - t i € -
L= -t — L— - —
2 2 2 2
e - e e - €
n+ 1 n+d
_ sen ( 5 )t ex e
Y por lo tanto
sen n+l, L gen? B X 1y
I 2 2 _ 2
m T e =
sen (—2—) sen &
Finalmente obtenemos:
1 senz( L.g_lt)
F (t) = sl t = o
n 2nr(n + 1) Benz( _% )
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Definamos I'  como

1 NI
r = —— (x)
n n+1 kzosk

Praopiedades de los micleos de Dirichet v Féier.

Sea f, periédica de periodoizn, continua a trozos

1) Dn ; Fn son

k24
2) S (x) = f
-n
n
3) T (x) = I
-1

T
4) [ D (t)at
-1

funclones pares y peri6dicas de periodo 2.

. 1L
f(x + t)D_(t)dt = [ £(£)D (x - t)dt.
. - -
. N r[ -
f(x + £)F (t)at = [ £(t)F_(x - t)dt.
. -1

T
=f F(t)dat =1

~-N

5) Sea 6.> 0. Entonces

Las propiedades 2) v 3)

integrales.

lim sup{Eh(t)/6$|t|$n}=o

n->+00

se conocen como representaciones
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) s on -
1) Ejercicio.
2)
2 ikx T 17 —tkt Lkx
S(x) =) ce " = e f(t)e " dtle™ =
n k=-n k k-z—n 2rn f—n’

n n . 12
e e Y ™Vt = [ £(£)D (x - t)dt
k=-n -

k4

Como f y D% son periédicas de periodo 2t ¥y D; es par,
obtenemos:
n

S (x) = [ f(t +x)D (t)dt

-1

3) Es consecuencia inmediata de la definicién de Fn v de ¢j.

4) Es consecuencia de tomar f(t) =1V t € R y aplicar las

propiedades 2) v 3).

5)
z, n+ 1
sen ( —5—t) 1
0<F(t) = 1 2 < 1 o o
n 27(n + 1) senz(-ji) n+1 T sen (72 )
2
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1
< - i
< c ST + 0 sin +» +w
Donde c = 1
2, & n
217 sen (TT) o

S5 ~ Tepremas de convergencia.
Teorema de Féjer.
Sea f continua en [+r,n]. Entonces

Fn converge uniformemente en [-n, n~n] a f

Demastracidn:

1 n
r (t) - f(t) = [ F (s)fit - s}ds - f(t)f F (s)ds =
n P n n
- - Tt
n
= [ F-(s)[ﬂt - s) - f(t)]ds
S I
A .

Fijemos un £ > 0 arbitrario. Como f es uniformemente
continua en [-n. n), existe & > 0 tal que si Jt* - v} < &
entances If(t') - f(t“)l < él—.

Por lo tanto

- . < - - .. —
Ir(o-feo] = J‘_ F (s)|f(t-s) f(t)|dt + an(s)|f(t s) f(t)|dt

&= |s] = n

N

ANALISIS MATEMATICO IX 121

1A

F(s)=ds + [ 24 F (8)
_n 2 n

h

6= |s] = n
donde M = sup {lf(s)l, 8 < [-n, ﬂ]}

Sea Rh = sup { F;(S), & =< |s] = ¢k }

Tendremos entonces, usando también la propiedad 4),

[r (t) - £(£)] = 5 + 4R .

Por la propiedad 5), podemos elegir N > 0, tal que sai

n =2 N, entonces 4anh < -%%, lo cual garantiza 1la convergencia

uniformada Fn hacia f.

Teorema.

U es completo en L[-n , n]

Demostracidn:
Sea £ > 0 que consideraremos fijo durante el resto de la

demostracién.

Sea g: [-7 , n] » € continua tal que

n 2 EZ
J 1) - g(®)]” dt < —
n 3
Para construir una funcién g en esas condiciones,

denotemos X> ---> xp los puntos de discontinuidad de f.
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' Sea M = sup {If(t)l, t € [-n, n]}.' . ' ¥ Entonces:
. P X +
Sea & > 0 tal que ' n v
f |£(t) - B(t)lzdt = ZZ: f |£(t) - g(t)lzdt
. 2 ' -n t=1
58 pM < —
3
Como |£f(t) - g(t)| = 2M, tendremos
Definimos g: [-n, ] » C i o '
g ] as [ 1£ct) - g(t)|’dt < p(2s)aM < =
n 3
8lpn,x 617 flin,x 6 |
' Como queriamos, es decir, hallamos g continua tal gue
g s = £ para i = 1, ..., 1 ' £
(x+6.x 61 - Hlxas,x 61 - P ' ILEf-egi< 5
_ Consideremos ahora:
8l 1y 46,1 = Flix 46,73 |
/ 1S, (E) = £11 11 S,(£) - S (&) [+ |1 &~ £11+[15(8) - g&ll
es 11 1 par = ce-s P. ’
gl[x{<>nﬁ+5] 8 nea ai 1, P Observamos que: .
g:! lineal : S (£) - S (&) = S (f - &)
Jod T J. 2:d
, Observemos también que la desigualdad de Bessel implica
‘::::: . ' . que: .
: ' S (- 1=11f-8il

Entonces:

1S () - £115 Se+ (15 (& - 81l

x4 * x 46
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Probemos ahora que 3 N tal que para todo n 2 N, entonces
i1 S .(8) - 8 || es pequefio.

Para ello utilizaremos el teorema de Féjer, que
claramente implica que,

Hr.( - &0

(¢Por qué?)

1A
=
A e

Observando que ' (&) es combinacién de {ek, | k|

tenemos en virtud de los resultados de la seccién 1, que
e -S@ =118 -T (&)1

Para terminar, basta elegir N > 0, para que

&8 - Fn(g) i1 < —%— sl n 2 N. Aasi obtendremos:

i1 S (f) - £1<¢= para n 2 N

6 - Dos resultados sobre la convergencia de las series de Fourier
Teorema 5:

Sea f una funcién continua a trazos, perioédica de periodo 2

y sea x € R, tal que existen y son finitos

1lim f(x + tz - f(x) _ Ly 1im f(x + t) - f(x) _ |
t *o’ " tao t
Entonces:

lim S (f, x) = % [f(x’) + f(x )]
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L En particular, si X es un punto de continuidad de £,

1lim Sn(f, x) = £(x)
Demostracién:

La propieded c¢) prueba que D; es una funcién par, asi pues de

o) deducimos que:

o T
f D(t)at =f Ddt = 5
-1 o )

Asi:

k24

s.(f. x) - 5 [£G) + £x)] = [ £(x + t)D (t)at -
o

NI

24 a o
- £(x)Dp (t)at + [  £(x + t)D (t)dt - | £(x )D (t)dt =
o -

=7

n

= [ &(t)D (t)dt
® -
)
f(x + t) - f(x) . <0
con g(t) = { f(x + t) - £(x) t>0
) 0 t=0

1 t t
sen [n + Tf]t _ 8en nt cos 5 cos nt sen 5 B}

Dn(t) =.

+
2n t
2

=]

t : :
sen - se
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= 2# F%? t T cos —%—sen nt + —5%— cos nt
sen -5 -
Luego
g(t)Dn(t) = 2; g(t) t T~ cos —%—sen nt + —E%—-giél—t cos nt
sen 7 :
1im 8 - , 1im B -
!.->0+ t 20

Fijando x, la funcién g(t) / t es entonces casi continua
(inclusive en cero). Por 1lo tanto, son casi continuas las

funciones:

cos —%— v | w(t) = = g(t) t

ey = 5 B .

3en %

Como los coeficientes de Fourier de funciones casi continuas
tienen limite cero, entonces:

: J zln [ E(t) . t cos -%?] sen nt dt » 0

I 1. ‘g(t) t cos nt dt » 0

rd

va que estas integrales son coeflicientes de Fourier de p(t) v w(tf
respectivamente. ' —
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Luego:’
] n
lim [ g(t)D(t) =0Oconn » o
- .

Q.E.D.

- Supongamos ahora que f es derivable y de perfodo 2r y su
derivada es continua a trazos. Estudiemos la relacién entre 1los

coeficlientes de Fourier de f y f'.

44

8,(£) = = [ (o)t = -1 £6)|"_ =0

-1

24
a (f') = — f £'(t)cos kt dt = f%-[f(t) cos kt]l? +

- n

T
+ %fﬂf(t)penktdt:kbk(f), con k = 1

k14

b (£') =-%I-n £'(t) sen kt dt = 1*'[f(t)~sen liﬂ'a]IY.l,r -

v
[

n
- —n‘-‘—]'_n £(t) cos kt dt = —k a (f) X

En definitiva, V k:
- a (f')

t
o

a (£) = k b (f)

b (f) = -k a (f)
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Usamos esas relaclones para demostrar:

Teorema 6:

Si f es continua de periodo 2n y admite derivadas segundas
continuas a trazos, la serie de Fourier-converge absolutamente ¥

uniformemente a f.

Demostracidn:
Consideremos:
a, (f) - ' |
-+ Z [ak(f)cos kx + b (f)sen kx] = S (£, x)
k=1
a (f) = - —>a (£) b (f) = ~—=b (£")
A () y =,

Como f" es continua a trazos, lim ak(f“) =0 con k » o y
lim b (f") = 0 con k » o.
Asi ek(f“) v bk(f“) estan acotadas por M y N. Luego:

1

2 -

1

la (£)] = = MV Kk b (£)] =< NV k

Asi el término general de

ao(f) ) X
—5— + Eak(f) cos kx + bk(f) ‘sen kx
k=1

estd acotado en valor absoluto por xnei:i:—g—!—!l-g-l » que es el término
€
general de una serie convergente.

B

-—
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Asi, la sucesi6én S (f, x) converge absolutamente vy

uniformemente.
Que su limite es f se deduce del teorema anterior.

7-SeziﬁadeEonniﬁndﬁﬁmgiQneﬂmnindimdﬁnemdn
arbitrario

Seac >0y sea f una funcién periédica de periodo Z2c,

continua a trazos. Sea F(t) = f(ct / 7)), F es continua a trazos de

periodo 2rt.
La funcién P tiene asociada una serie de Fourier

a [o ]
b + z a cos nt + b sen nt , con
2 Loy ' "
n [«
1 ct _ 1
a, = TT—J £S5 Jae = 4 f fooa
& C
_ 1 c t _ 1 nnu >
a = 4 J f[ — ]cos nt dt = 3 chf(u) cos o du nz1
n C
b = —%—I f[ cnt ]sen nt dt = %ijlcf(u) sen -ILégli—du

-n

Es inmediato entonces que si desarrollamos toda- la teoria
para el intervalo [-c, c] en lugar de hacerlo para el intervalo
(-n, 7] como 1lo hicimos, obtenemos los mismos resultados de

convergencia cuadréatica, puntual y-uniforme.
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_ Cct
Si deshacemos el cambio de variable x = ~ » Obtenemos que . Entonces
la serie de Fourier ascciada a la funcién f periédica de periodo {
2c y continua a trazos es- ' ’ kZ" st k es impar
a X bk - 0 si k es par
£~ O . n x
5 a cos + bnsen

Entonces la serie formal de Fourier es
con & ¥y b como antes.

[s ¢
1 2 sen (2k - 1)x
7*721 2k - 1

En particular podemos hablar de la serie de Fourier de

senos
¥ cosenos de una funcién definida en wun intervalo de la forma
Q. c). Véase que el teorema de Dini se verifica en el punto O.
También el teorema de Dini permite afirmar que
: 2 @ (2k -1)
1 sen -1)x
| - = L = 0.
i f(x) = 2 + = k21 5k =] ,81 x
Eiemplo 1: i "
V T
Considerese la funcién f:(-7, n] » R dada por ' KEs interesante observar que si ponemos x = - en la f£érmulc
anterior se obtiene
0 8ixe [, 0) .
f(x) = . : o] (_1)k+t -
181 xe [0, 7] z 5% i < 1
9 k=1
Tendremos entonces que ?
1 7 4 Eiemplo 2:
a, = —n—_f_ﬂf(t)dt =1 -; :
Desarrolloa de senos ¥ cosenoa.
1 1 5
& = -;_I f(t)cos kt dt = _E~I cos kt dt = 0 Una funcién a trozos en [0, 7] puede extenderse en forma par
o impar a todo el intervalo [-7, n], dando lugar a un desarrolloc
n - 12 en senos y cOSenos.

k2 4
= 1 _ 1 . - cos kt
b = k f_nf(t)sen kt dt = = fo sen kt dt = — %
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Observese que si una funcién es par obtenemos:

P
a = ?f £(t)dt
2 '3
a = = [ £(t)cos kt dt
o .

b =0

v que s8i f es impar, se obtiene:
a =a =0

2 w
b = -n—jo f(t) sen kt dt
Ejemplo 3:

Sea f: [0, ] » R dada por f(x) = x.

f puede ser extendida a una funciébn par F en [-n , 7],
escribiendo F(x) = |xf.

Usando el ejemplo anterior, podemos escribir

2 2 v
a = -n—f x cos kx dx = — [(—1)' - 1]
o kn

271 .
a°=7j'oxdx=n

-Como .el" teorema de Dini puede aplicarse, tenemos

§ 4 cos (2k - 1)x

f(x) = LS
2 b n o2k -1)°
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f puede extenderse también de forma impar escribiendc

F(x) = x en todo [-n, m].

Asi obtendremos

K

2 i 2 PRt as
b = Tfoxsenkxdx— —k—( 1)

Entonces (via el teorema de Dini):

2

f(x) = —}% (—1)}iﬂsen kx
x €1

i

Es interesante observar que si ponemos x = 7 en la

cosenos obtenemos: -

T (2k -1)°

serie

d
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CAPITULO 5 : ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
1 - ECUACION DE LAS ONDAS

Consideremos una cuerda homogénea AB de longitud L y de
seccidén constante.

Si colocamos un sistema de coordenadas de origen en A v eje Ox
en la direccién de AB, un punto de abcisa X de la cuerda se
desplaza (si estudiamos las pequefias vibraciones) en un plano
perpendicular a la cuerda por x. Sea u un punto del planoc y0z que -
depende de X v t, ¥ que representa la posicién ocupada por el punto
X en el instante t.

Se demuestra que si D0 es la densidad
lineal de 1la cuerda (que supondremos
constante), v To la tensién, gque también
supondremos constante, la funcién vectorial

u(x,t) verifica la ecuacidn:

(1)

Esta ecuacidén, se llama ecuacién de las ondas y es una
ecuaciodn diferencial en derivadas parciales de segundo orden ¥y
lineal, (lineal puesto que si u y u, son soluciones de (1), 7\1lu.1 +

Kzu% tambien es soluciédn).

Si estudiamos las vibraciones 1longitudinales de una barra
metdlica s6lida AB, el desplazamiento longitudinal de un puntq es
una funcién escalar del punto y del tiempo, que llamaremos u(x,t),

Yy que se rige por una ecuacién
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2 2 -
1 du_ ddu {)
2 2 2
v at ax

donde v es la velocidad de propagacién.

~

De forma parecida, si estudiamos las vibraciones
longitudinales de una colonia liquida o gaseosa en un tubo fino,
aparece también una ecuacién del mismo tipo.
A continuacién, daremos una idea de como llegar a la cuestién
anterior en el caso de una cuerda que vibra en un plano.
Supondremos entonces. que tenemos una cuerda eldstica de

longitud inicial L que vibra en el plano xOy.

i .
£l Pla, s )
0 - 2 L X

(x,u(x,t)) representa la posicién que ocupa en el instante t
el punto que en la posiqéﬁn de equilibrio ocupa el lugar (x,0). Sea
F la fuerza que la parte’de;la cﬁerda que estd a la 'izquierda del
punto P, qperce sobre la parte de la cuerda que estd a la derecha
de P. Supondremos que F es tangente y llamemos -T a 1la componente
horizontal de F (T > 0).

Si V es la componente vertical de f tenemos que

a Vv . a
—EE—(x,t) = o7 © sea que Véix,t) = - T —55—(x,t)
x+4Ax b
En este punto hacemos la hipotésis F V( )
adicional que T no depende de (x,t). Q
Para deducir la ecuacién que verifica u ?
aplicaremos la ley de Newton, a un trozo Vv t)

pequefio de cuerda entre x vy x + & Ax, y

o — e T

,
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proyectando sobre la direccién perpendicular a la del eje de las x.

Entonces, la ecuacién sera
EV:maV
donde Fv v a, indican la componente sobre el eje Oy de la fuerza y

de la aceleracidén, respectivamente.

Calculemos cada término:

_ , _ 3 u N _d u
Fv = - V(x + Ax, t) + V(x,t) =T I x (x + Ax,t) 7 x (x,t)
2
a
a, = 5 u(x,t)-
Jd t
m = Ax
v [s]
Tenemos entonces:
d u 2 u a’
Tig (x + Ax,t) - 5 (x.8)] = D, Ax P u(x,t)

Dividiendo por Ax y pasando al limite concluimos que u .

verifica la ecuacién

De acuerdo con el planteo fisico del problema, tenemos ademas

las condiciones

u(0,t) - u(L,t) - 0.
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> - RESOLUCION DE LA ECUACION DE LAS ONDAS POR €L METODO DE
PROPAGACION '

Nos olvidaremos del problema fisico particular, v

consideraremos la ecuacién en derivadas parciales

donde u es wuna funcién con derivadas continuas de 2o0. orden
definidas en R x K = ®?

Para ello hacemos wun cambio de variables { = x + at,

- _ _ (& +7n) . — (& = M)
n» x at 0 x S 4 t ==y

‘Aplicando la regla de la cadena deducimos

6u_6u+au au_(au._au
dx 9F Tan’c*adt 3 &)
2 2 S a2 2
a a 3 [3]
u2: u2+2 u+ uz
é x a¢ ar an
2 2 2
du . & a
T
3t o ¢ o an A nm
Asi, '
1 du °u  _ *u
z 2 2~ 4
gt 2t ¥ In

En las nuevas variables la ecuacién se transforma en
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a a
Esta ecuacién se resuelve, considerando —5—% [5—?ﬂ =0

J u
a¢Z

> = f;(f), f1 continua, u = f(¢) + g(n) con f v g c*.

La solucién general de la ecuacién esta dada por

u(x,t) = f(x + at) + g(x - at)

con f v g funciones de clase C en ¥. La funcidén g(x - at)
representa en cada instante t la traslacién de la funcién g(x) por
la traslacioén at. Asi g(x - at) representa una onda que Se propaga
a la derecha con velocidad a. De modo andlogo f{(x + at) representa
una onda que se propaga a la izquierda con velocidad -a.

Consideremos el siguiente problema llamado probleha de Cauchy:
buscar la funcién u(x,t) que verifica

2 2
2] 2

S - a
2t g x

du

7> W(x,0) = u (%), G o (%00 = ()

donde u, v u son funciones dadas de clase C?-

Queremos hallar la forma de la cuerda en el instante t
conociendo la forma de la cuerda en el instante O (dado por u ) Vv
la velocidad transversal de cada punto de la cuerda en el instante

0, dada por ui(x)_

De la ecuacién

u(x,t) = f(x + at) + g(x - at) (1)

deducimos

(1) u (x) = u(x,0) = f(x) + g(x)

(i1) u(x) - 22X (x,0) = a {f (x) —g ()
. Tt
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Integrando'u ., tenemos

a(f(x) - g(x)) + ¢ = J'ul(f) g

0

El hecho que aparezca una constante arbitraria no es
"sorprendente,'pues en la ecuacién (I) podemos agregarle a f v
sacarle a g una constante arbitraria. Esto equivale a dejar f + g

incambiada y modificar f — g a menos de una constante arbitraria.

De las ecuaciones anteriores deducimos:
X

1 c
[uo(x) + 3 Lui(f)_ d«f] - ~5a

c
[uo(x) + J;ul(f) d(] + 5

f(x)

A
DN s I\J];—A

g(x)

Asi

X+at
1

u(x,t) = % lu,(x + at) + u (x - at)] +-— L_alui(f) ar

Asi vemos que el problema de Cauchy admite en este caso
solucién Upica. ‘

Observaciones: _
El valor de u en el punto x, en el instante t depende de los
valores de u,, u en los puntos del intervalo (x -at, x + at). De

hecho, depende de los valores de u, en los extremos del intervalo,
v los de u en (x — at, x + at).

Coloquemos en el plano (x,t) dos rectas de coeficientes
angular * % apuntando hacia abajo (ver figura). Cortan el eje Ox en
los puntos x - at y x + at. La region comprendida entre esas dos
semirectas se llama cono de ondas retrégrado.
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Supongamos que ({,7) « conoc de _
ondas retrdégrado de (x,t). En ese %t
ese caso el movimiento en ({,7) no (x.t)
incide sobre el movimiento en (x.,t)

por lo visto anteriormente. Y ey 3 — 3

3 ~ UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES.

Antes de continuar desarrollando nuevos métodos para resolver

la ecuacién de las ondas daremos un teorema de unicidad.

TEOREMA - La ecuacién

2 2
a
du g 2u $(x,t)
2 2
at 4 x

con t 2 0y xe (0,k}) con ias condiciones
[543
u(0,t) = £(t); w(k,t) = a(t); t 2 0; w(x,0) = f£(x); i (x.0) =

g(x); u € (0,k] tiene a lo sumo una Gnica solucién en la familia de
las funciones de clase C2 en {(0,L] x R con pP,a,f y g8 funciones de
clase C?.

Demoatracion:
Si u y u, son soluciones, u - u =ves solucibén de
Ozv _ 2 azv
z @8 2
a t 4 x

con v(0,t) - v(L,t); t 2 0 y v(x,0) =3 t(X,O) = 0,con x € [0,L].
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Sea )
. L
2 vz )
I(t) = J_[vx +-——;]dx con t = Q.
o A

Enrlas hipotésis del teorema podemos derivar dentro del signo
de.integral v tenemos:

L . L 2

\'A' v a v
I'(t) =2 J- —vxv:d + t ;l dc = 2 j vay.v. + t %X dx =
. (2} a o

x X KX p.4

}
-ZLfvt+mv &LfZLF—(%‘)¢{—

2 [(vv)(L,t) - (v v)(0,t)]

v(L,t) = 0 =» vL(L,t) = 0. Andlogamente v(0,t) = 0 > v;(O,t) =
0. Asi 1°(t) = 0 y consecuentemente I(t) = cte.

L

2
v (x,0)
1(0) = J [vz(x,O) +
o\ ¥

- Jax.

Como v(x,0) =0 y vix,O) = 0 y ademds vl(x,O) = 0. Luego VvV t,
I(t) = 0.
" Asi

L

) vi(x,t)
J v (x,t) +———| dx = 0
o

2
a

J
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. . i
Como el integrando es wuna funci6én continua y pgsltlva
deducimos que: ;
/

#
0 = v (x,t) = v (x,t) ,Y (x,8) € [0,k] x [0,+0) gy

Luego v(x,t) = cte. y de las condiciones iniciales deducimos

que v = 0.

Obgervacién:: La integral

representa la energia del sistema.

4 - RESOLUCION DE LA ECUACION DE LAS ONDAS POR MEDIO DE SERIES DE
Fourier

Consideremos la ecuacibn

= a (1)

con las condiciones iniciales

u(x,0) = u (x) (2)
o (x,0) = u(x) (3)

v las condiciones de borde

u(0,t) = u(L,t) = 0 (4)
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Evidentemente debe cumplirse ademés N
ub(O) =ub(L) =u1(0) =ui(L) =0

"Llamamos movimiento estacionario ‘de la cuerda a aquel
movimiento para el cual '

u(x,t) = U(x).V(t).

1
Bus . 3 ios
Pusquemos los movimientds estacionarios de 1la cuerda

extremos fijos. Observemos que

con

..

UV =aUTCV 6
1 Vll Ul . -.
- = = X
az v U

‘con A = constante

Reciprocamente, sl A = cte. las soluciones de V = + Ka?v =0 vy

~U”°"+ AU = 0 definen un movimlento estacionario.
Resolvamos la ecuacion
U +2\U =20
v Px V=0
Estamos buscando un movimiento estacionario

u(x,t) = U(x) V(t)
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Debera satisfacerse la condicidén gque la cuerda mantiene sus

extremos fijos en este movimiento, o sea:

u(0,t) = u(L,t) = 0, ¥V t s U(0) V(t) = U(L) V(t) =0, V¢t

> _ | ‘ U(0) = (L) O

Debemos pues resolver

U(0) = U(L) = O
Discutamos segan los valores de N:

a) » <0

| J— .
»  U(t) = a sh [v Y t] + B sh [v A t]
= U0) = B 53=0

% 0 = U(L) = a sh [/_—Tt] >a =0

de modo que para A < 0 s6lo tenemos soluciones triviales.

b) » =0
5 . U(t) Tat+p
- 0 =U0) =0
= 0 = U(L) = alL > a =0

De nuevo obtenemos s36lo la solucioéon trivial.
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¢y x>0 ‘ ’ : ‘ ( Asi, las Gnicas funciones U (a menos de una . constante) que

= . U(t) =asen VA t+Bcos v r t

sirven para formar un movimiento estacionario son de la forma

9.
v U= sen E%E . con k=2 y Kk >0.

Para ese valor de A resolvemos la ecuacion en V obteniendo

. 20 .
> 0=UL) =asen Y\ L . S V= A cos (K 7_at,

T at k
__TT__) + B sen ( o

_ : Luego,
Como no queremos obtener la solucién trivial, para que = pueda

ser no nulo debemos tomar

uk(x,t).': sen(k n 1{_,_.)(Ak cos knmat+ B senkn a t)
' L L L

El periodo T en t del movimiento estacionario es

) -
Y AN = - == ' » 2 n :ZL:T
L . : ‘ knma/L ka
de la frecuencia fundamental ak -
Asi - 2L
2 2 P I.a longitud de ondas \ es
_kn kn
A= I, v YN o= 2
L | v _ 2L
v . ki/L = k

Asi pues,
Las longitudes de onda de los movimientos estacionarios son

tales qué L es un maltiplo entero de la semilongitud de onda‘ya que

_ A
L_kg_ O/\
_zL e 1

knx :
U = sen——t—,—a menos de una constante.

Podemos suponer K > 0, pues si k < 0 introducimos en U un k=1 u(x,0) =senxn/L ~= ) L
factor -1 que 1o pasamos a V, el caso k = 0O ‘es nuevamente la K = 2 0) = L = L 2///“\\ g
' : 2 = u (x,0) = sen x 2/ ~ = ~———L
solucién trivial. O/’—\\ S
k=3 u(x,0) =senx3n/L ~=21L/3 “ N \
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(x,t) = sen k n 23 (Acoskmat+ B sen kn at)
* L B L

es8 solucién de (1) y verifica la condicién (4).

A menos que u, ¥ u sean muy particulares, no existe chance
que las condiciones iniciales sean verificadas por la soluciédn
estacionaria u .

Como 1la ecuacién (1) es lineal, cualgquier suma finita
soluciones continia verificando (1) y (4). Esto sugiere buscar

soluciones de la forma

oo}
u(x,t) = E: sen k 7 x( A cos k7 a t + B sen knm a t)
) L L ‘ L

Si queremos que u verifique las condiciones dadas (1) v (4), v
ademds (2) v (3) debe darse que:

[s s
u(x,0) = uo(x) = }: A sen(g n %;)
k=

fs o] .
7t (x,0) = u (x) = Z kn % Bk sen&k T }f)

Luego, A v B kza debeﬁ ser los coeficientes de Fourier del

desarrollo de u, yu en serie de senos respectivamente.
Las funciones u vu las prolongamos a (-L,L) de modo que

kn

sean impares, y los Ay B, I, deben "ser sus coeficientes de

Fourier.

B . )
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2
O sea que: (5) A = -

L
_ k £ QF
_ I Jouo(f) = sen ~y- & az

Bl( = Kta J ul(f) sen T az
o

obteniendo asi una férmula para un “candidato” a solucién de la

ecuacién (1) con las condiciones (2), (3) y (4).

) L
) 2 » g
u(x,t) = }: sen km % [[cos kn QE—] i Jouo(s)sen kn L ac +
k=1
L
at 2 & v
+ [sen kn —Em] a Joul(f)sen k= I d\]

Para verificar s8i la funcitn (6) es efectivamente una
solucién, necesitamos recordar algunos resultados de convergencia
uniforme y derivaciodn.

Si {f;} es una sucesién de funciones reales, derivables en

(a,b) para las que se verifica:

e ¢]
a) 3 x € (a,b) / E: £ (x,) converge
u=1

[ae] .
b) 3 g definida en (a.b) /'}: f.—8 en (a,b) entonces 3 f en (g,b)

u=1

derivable tal que f —f. Ademas, vV x £7(x) = g(x).

ijB

~
"
»
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Escribimos

u(x,t) = }: Ak cos kn EEE sen kn % +
@
+ X at
E: Bk sen km L sen kmn L
k=1
. ' kn
con Ak v Bk —-ié— coef1c1entes de Fourler de u; oy ou .

181 u, es continua y admite dos derivadas continuas, sabemos

. M . :
que {Akl = P . Si u,es continua y admite una derivada continua
kta N
Luego, como [A cosknLat sen kan + B senkan sen EEEQE
<M,
K a ¥

concluimos que la serie E: u (x,t) converge uniformemente en [0,L]

k=1
x Ry

®
u(x,0) = }: A sen kn —%—
k=1

que de acuerdo a los teoremas de convergencia de series de Fourier
vale ub(x). |

—— e e —
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El1 teorema mencionado anteriomente aplicado a las derivadas
parciales término a término, nos muestra que podemos derivar la
expresion de u(x,t) dentro de la suma infinita.

Consideremos primero

w0 . o0
E: _ }: kﬂLa A (-sen kﬂLat
ot k=1 ~

@

) sen kn % +

garantiza:

si u, posee derivadas de orden 3 continuas y ﬁ; de orden 2 también

continuas) obtenemos la convergencia uniforme

Poniendo t = 0 concluimos que en esas hipotésis la funcién u,

verifica las condiciones iniciales y de borde.
Para justificar las derivadas ulterlores precisamos pedlr que

u, posea derivadas de orden 4 continuas y u de orden 3.
En definitiva, si u, < C yu < ¢ 1a funcién u(x,t) dada por
(6) es solucién al problema de Cauchy planteado, ¥ consecuentement¢

es la unica solucién.

7
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L — CONSIDERACION DE OTRAS CONDICIONES DE BORDE

El problema del estudio de un tubo sonoro akierto,

matemdticamente se refleja en el problema

azu 2 62u
2 - a 2
at a x
Jdu _ fJu _
con 3 (0,x) = ax (L,t) = 0

. Ju y
Si llamamos V = Ix-’ V satisface la misma ecuacién que u, y

ademdas V(0,t) = V(L,t) = 0, que resuelve como va observamos.
Otros problemas de . ondas se reflejan en otro tipo de
condiciones de contorno. Por ejemplo, queremos encontrar soluciones

a la ecuaciodn

2 2
du 2 &
= a u

a tz axz

con_condiciones u(o,t) = 0, g% (x,t) = 0.

ki

Las ondas estacionarias U(x) V(t) estan dadas por las
soluciones a

V" + 28’V =0 v U~ " +AU =0

con U(0) =0 y U (L) =0

Se deduce como antes que

» >0 v U-=s8en Y A x

concos ¥ » t = O. Asi,
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Y* L= (2k + 1) = {%—

A menos de una constante tenemos que

]

U(x) = sen (2k + 1) % X, k = 0 entero.

Luego, los movimientos estacionarios estan dados por

% [A}cos(ZR + 1) % é% +

oA

uk(x,t) = sen(2k + 1)

+ B sen(Zk + 1) 2 93]

Nl
(o

Si buscamos una solucioén al problema de Cauchy, suponiendo una
combinacion lineal de ondas estacionarias necesitamos desarrollar

u, v u en funcién de sen (2k + 1) % % . Para ello a la funcién

dada en (0,L), la extendemos a

(-L,0) de modo que sea impar,

lvego al intervalo (L,L) de R
modo que sean simétricas con QZ%;; AR 2L
respecto a x = L (ver figura). 'L,/ ’ S--

Y finalmente las prolongamos en

forma peridédica de periodo 4L.

. X
Las funclones asi prolongadas se escriben como cos m 5 I sen m

de periodo 4L. Siendo 1impares solo aparecen 8enos e€en 8su

NE!
XL

expresién. Siendo simétricas respecto a x = Ly m = 2k + 1.
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6 - EJEMPLO DE LA CUERDA PULSADA

Supongamos una cuerda de posicién de equilibrio en el eje O0Ox
con (0,0) v (2,0) fijos. Supongamos que su punto medio se eleva una
altura h, vy a partir de esa posicidén se deja libre la cuerda, o sea
que se suelta sin velocidad. La funcidén f que describe la posicién
inicial de la cuerda es:

(1,4)
kx X
~kx + 2h X

I

[0,1]

=) 1 (1,21

i

10,0 (2,9

Los coeficientes de Fourier de la serie de senos de f son:

2 1
B“ = J f(x) sen EEE Xdx = n J X sen EEE x d=z +
o . ' )
z B
n J (2 - x) sen EEE X dx = 5 “2 sen nzn
E h2s n

Luego, el movimiento de la cuerda estd dado por
E

. B @ .
. - N 1 nn nm n7 at
ul(x,t) = 2 7 S€n — 8en —; X cOo8 —xF — =
w n
n=

2 2 2

1

(-1)™' sen (2m - 1) nx cos (2m ~ 1) 7 at
n m=1 (2m — 1)? 2 : 2

Es necesario notar que en este caso. La funcion f condicion

inicial, no cumple las hipotésis de derivabilidad requeridas. Esto

pruede causar problemas en x = 1.

A
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Ecuacién de la membrana eldstica vibrante

- a v U (E)

Queremos resolver esta

(ow) 7 Lie) ecuacién en:
//// (0,L) x (0,b) % [0,+x)
/452; L (con (O0,L) x (0,b) = Q)

10.0) (L0 T

La ecuacién (E) es valida sélo para pequefias oscilaciones, a

las que los desplazamientos se asumen solamente verticales.

U(x,y,t) representé la altura de 1la membrana elastica
correspondiente al punto (x,y) en el instante t.

U se rige por (E), con las condiciones iniciales

U(x,y,0) = U (x,y) Y (x,y) €& (posicién inicial)
%—% (x,y,0) = v(x,y)- V¥V (x,¥) € Q (velocidad inicial)

v las condiciones de borde
(I) U(x,y,t) =0 ¥ (x,v) € 8R, ¥V t 2 0, (borde fijo)

Para resolver la ecuacién vamos a utilizar el método de
separacién de variables de Fourier, la busqueda de soluciones
estacionarias que satisfagan las condiciones de borde lineales, con

el fin de superponerlas y hallar la solucidon de nuestro problema.
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Solucibén estacionaria:
U(x,y,t) = U (x) U, (y) V(t)

Sustituyendo en (E)

2

A [Ul" U, V+U U v] =u, U, v
Dividiendo .entre Uilg V tenemos

» y -
N {L (x) + = (y)] =¥
U U

1 2

u - _ u ‘-
es funcidén de x solamente, 2
U [§)

i 2

Como

€es

¢

solamente v VV es funcién de t solamente, tenemos

con A = A + A, conA y », constantes.

Tenemos pues

N
o

U'" +x U
1 1 1

UZ + X2 UZ

I
o

V' +a AvV=0

funcioén

de vy
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De (I) deducimos que

I

I
(=]

U (0) = U, (e)

"
(@]

U,(0) = U,(b)

Hay que recordar que estamos buscando

con lo cual debe ocurrir

2

<k [§3]

X, %} U ()
[43) T oy

e B 0, (v)

soluciones no triviales,

- oon (i 3]

= sen [kn !)

o _ 1 1)}z
~ ‘[k” [E* L]]

u® (%) = A, sen‘ [ﬂm t.] + B cos [‘V{T;‘ t]

Tenemos pues que

U‘k)(x,y,'t) = sen[kn%] sen[kﬂ%] {Ak sen[‘/@‘t] + B cos[v'{?t]]

son las soluciones estacionarias que vamos a superponer, esto es:

[20)

U(x,y.,t) = Z'U‘k) (x,y,t)

k=1
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Hemos hecho la extensién de la

T -
enemos : i ‘(ﬂ
funcién U (x,y) desde Q al

| oY (L)

3] P 2 .
U‘ (x,y,t) = sen(kn%} Sen[kn%] Ak Ben[’;‘k’t) + Bk cos[ (k)t] ; // conjunto(-L,IL) x (—b,b)
: generalizando el concepto de
/Q / extension impar de una funcién a

un intervalo

[+ 4]
U(x,v.t) = Z v (x.y.t) ©,0) (Lo) X
k=1
_ EJERCICIO:
Las condiciones iniciales deben ser satisfechas, con lo cual:
D ! / (O,u / /zl‘,ﬂ")
U(x,v.0) = Z sen [kﬂ’—‘] sen [krzz] = U (x,¥) ‘
: k=1 b b Bk ° ’ : Q : Q= [-a,7] =< {-m,7]
| | / . / / i
« 00 .
F)) U ,o - . . N R
gxty } _ Z sen [kn)_L:] sen [krt% [kﬂ a A = v(xy) Verificar que:
&, ) | (1)

U= {sen(kx) sen{ky), sen(kx) cos(ky), cos(kx) socn (ky),

Entonces

cos(kx) cos(ky)} , con k « N forman una base ortogonal reapecto

= — u . 5] ( _}_z] ' .
B, [ /Lb ]2 II o (X.v) een (k"L sen lmL dx dy al producto interno
' <f,g> = JJ f(x,y) g(x,y) dx dy

0
(ii)

. - ¥r_ﬁ A = JI v(x,y) een [kﬂfJ sen [kﬂ—

L] dx dy Idem para

[‘/ Lb I Q R o= {eLk(X+y)’ éLk(x—y)} ke ?Z
(iii)
Probar que la base de (i) v la de (ii) generan el mismo S.E.V.
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Ecuaci6n de la membrana. Unicidad de soluciones.

2 U - U+ aix.y.t) (E)
2t
§a
Sl Q abierto, conexo,
) con 4 regular
Condiciones:

U(x,v,0) = U

s (X.¥)

73 (x.5.0) = v(x,y)-

U(x,y,.t) = f(x,y.t)

- conaideramos

que satisface

vV (x,y) € Q
vV (x,y) € Q

V¥V (x.y) € 1, YVt 20

Demostracién:
Sean Ul 4 ﬁ’ soluciones del problema anterior. Entonces
W=U -0
1 1
O W - a? 2 W
st

W(x,¥v.0) = 0

2% (x.v.0) = 0

Y (x,¥) € Q

vV (x,¥) € Q

ANALISIS MATEMATICO II

161

W(x,y,t) = 0 YV (x,y) €eQyVvVt=zo

1 2
Definimos E(t) = % ” v[wxz v Low ] dx dy.
a

Q
Entonces:
dE _
ST () = ”[wxth + wxxwt] + [wywyt + wyywt] dx dy (II)
[¢]
Como:

s [ww
[ww + W w] =
X xt xx t a x
o [ww
[ww + W w] = y
y yt yy t at

entonces la ecuacion (II) es igual a

” P [wxwL L [wxwt] o dy

é x a x

Definimos ahora el campo

X - [- W, wxwt]
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Con lo cual,

Pero:

y- como

tendremos

b4 de'aqui

con lo cual

rot (X) =

qsi.aplicamos el Teorema de Green, tenemos

-——(t):J‘i%ds

v

v

V.-
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La tltima igualdad se deduce de las condiciones iniciales que
gsatisface W.

ComOE(t):OVtZO%Wx:Wy:WtZO,V(x,-y)erYt 'z

0, debido a la continuidad del integrando no negativo.
Como ? es abierto conexo = es conexo por poligonales y de aqui

es facil ver que
W= 0en [0, +o)

con lo cual estd probada la unicidad.

7 - ECUACION DEL CALOR

Sea 0 < K un sélido homogéneo. Si u(x,v,z,t) indica la
temperatura del punto de coordenadas (x,y,z) en el instante t, 1la

funcién u verifica la ecuaciodn

11‘. = k(uxx + uyy + uzz)

donde k es una constante positiva. Esta ecuacién rige muchos
fenémenos de difusién, y la llamamos ecuacién del calor. En caso de
flujo unidimensional (temperaturas en una barra), la ecuacidn es de

la forma

u = k(uxx + “yy)'
Cuando las temperaturas no dependen del tiempo (0o s8ea u no
depende de t), la distribucién de temperaturas se rige por la

ecuacion de Laplace
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Consideremos entonces el siguiente problema con condiciones de
borde e iniciales. Sea @ < R un abierto conexo de R° tal que 90 es
una superficie regular de E?, que serd sin borde y orientable. La
orientamos con la normal saliente que indicamos por N.

Suponemos u de clase c en 2, y de clase C' en Q. Definimos

: 80 — R g—g (w) = <grad u(w) , N(w)> ¥ w = 40

2l

a . .
Las hip6tesis nos aseguran que 5% es continua en Q.
- Consideremos el siguiente problema para O como antes:

encontrar u:Q x [0,0)—R de modo que

a) ue & (2 x (0,0)) A C (@ x [0,0))

b;;.%‘%: Au en Q x [0,®)
e) u(x,0) =u(x)  V¥Yxea

d) g—ﬁ(w,t)-: u(w,t) Vwedn, vViezo

Si cambiamos la condici6én dltima por u(w,t) = u(w,t), v w =
a, VvVt 2 Oé}lamargmos (2) a ese .

El significado fisico de ambos problemas e€s evidente. En el
primer caso, queremos hallar la distribucién de temperaturas en el
instante t, de un Bélido, 81 conocemos la distribucién de
temperaturas en el instante 0, y el flujo de temperaturas a través
del borde. Por ejemplo, esta ecuacidén (en caso de ser resuelta) nos
permite calcular la temperatura en el interior del reactor (al cual
no tenemos acceso), conociendo 1la distribucion inicial de
temperatgras, midiehdo el flujo a traves de la parte exterior del
reactor (al cual tenemos acceso) . La interpretacion del problema
(2) es semejante.
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TEOREMA —~ a) Si u v u solucionan (1) + u = u en Q x [0,®)

b) Si u y u son soluciones de (2) u=uenn x {0,m)

Demostracién:

(lo probaremos usando nuevamente “el método de la energia”)

a) Sean u y u soluciones de (1). La diferencia u -~ 3 es‘
solucién de (1) con u, = Oy u = 0.

Sea U = u - u. Consideremos

ACE)= 3 ”J (U(x,t))" dx, A(t) = 0
Q

da _ | au - _
S llfgoRe=]f] veva-
- Jloew ’

= U 5= |grad U|® dx -
.[éo oN a

(ver comentarios al final del teorema para Justificar 1la dltima
igualdad)

Y - da .
Luego, como N Iaﬂ = 0, concluimos que de = 0

Ademas, A(0) = %J-” (U(x,0))% dx = 0
Q

Si A es decreciente y en 0 vale 0, A(t) < 0. Como ademds A(t)|
2 0 concluimos que A(t) = 0, VYV t. Luego ¥ t se cumple U(x,t) = O.
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b) La demostracién es idéntica, pues también

en las misma forma.

Las siguientes identidades de Green son de uso permanente en

esta teoria. En particular, la igualdad siguiente se deduce de 1la

[l oeo=]] v ieraav

primera:

Primera identidad de Green

Si0c R es como antes, y U y V son de clase ¢’ en Q y de

clase C' en O tenemos

ij U AV dx + JJJ <grad U,grad V> dx = JJ U §¥
Q @] 30

(aplicando el teorema de la divergencia el campo (U g!,U QY,U v )
x 4 axZ axB

Segunda identidad de Green.

Si Uy Ve CZ(Q), Uy Ve Ci(ﬁ) v 1 es como antes tenemos que

. av ay
@ -vew as [[ @2 ov
1, o OV
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8 - REsOLUCION POR SEPARACION DE VARIABLES

Ccnsideremos una barra delgada de seccién constante, v

longitud 1 de material homogéneo, . perfectamente aislad@
lateralmente de modo que el calor s86lo fluya en 1la direcciéf
longitudinal.
temperaturas estd dada por una funcién f(x) continua. En el

Supongamos que la distribucién inicial ’ d%

instante t = 0 suponemos que la temperatura en los extremos es 0 v

luego se les conserva a esa temperatura.
Queremos resolver un problema del tipo (2).
Sea (3):

a) 52 -k . 22 =0; (x,t) € (0,1) x (0,m)

b) u(0,t) = u(l,t) =0 ;v t=0

c) u(x,0)=f(x); YV x € [0,1] con 1las condiciones de

compatibilidad £(0) — £(1) = 0; £ € C ([0.7])

d) u e C( [0,7] x [0,0) ) 0 C ( (0,7) x (0,m) )

Usemos otra vez el método de separacién de variables. Buscamos

solucliones estacionarias

u(x,t) = X(x).T(t).

Concluimos que

X _ T
x kT

donde en esa lgualdad un lado depende solo de x, y el otro solo de‘
t. Asi, '




168 . ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

IAN: X" +HAXx=0;¥VXe (0,L1) yT"+ X KT=0:Vt>o0.

 Las condiciones de borde indican gue si buscamos soluciones
estaciénarias no triviales X(0) = X(1) = 0, de ahi, A > 0. Si A~ < Q
la unica solucién de X"~ + Ax = 0 que satisface X(0) = X(1) = 0 es
la trivial. Concluimos pues, que » > 0 y asi

X Tacos YN x + fisen ¥ N x

v como X(0) = "X(1) = 0, concluimos que & = 0 vy YA 5"

“Luego, tenemos una familia de funciones

Para

an

A :n2

n 1

la solucion de T + knk T = 0 es
2 2
-n
> kt-
T;(t) e v

Buscamos pues,-solucioneé al problema (1) de 1la formag'
o 0] 2n_2 ‘n'
u(x,t) = }: u (x,t) = 2: b exp (- n ‘kt) sen EI— X

12

n=1 n=1
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Queremos ademas gque u(x,0) = f(x)‘: }: bn sen —Ii x

Trabajando formalmente (sin preocuparnos por la convergencia)

1

tendriamos que bn = % J f(y) sen EIE v dy.

Sustituyendo

-n 7T

w® L
u(x,t) = E: —%—j (f(y) sen ETE y] dy sengil X e )
n=1 (=]

L

[0 4]
= J f(y) [%~}: sen BIE X sen ETE v e L ]dy

(=} 1

Sea

’ 2 2
H(x,y.,t) = %—E: sen ETE x sen 22 y exp (R : kt)
l .

1

l
Buscariamos probar que u(x,t) = J f(yv) H(x,y,t) dy

[o]

(1) Sea H:R x R x R — R, (x,y.t) —» H(x,y,t) =

y
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Cualquier serie que se obtenga derivando la serie dada por H
con relacién a x ¥y o t es uniformemente convergente en R «x R =«
[z,+0) ¥ 2z > 0.

Basta probar (por el e¢riterio de la mayorante de Weierstrass)

que una serie de la forma

[v ¢}

—no
}: o’ e » con ¢ > 0 es convergente.
n=

1

Usando el criterio integral para la convergencia

+Q0

-02 + , 2 1
J X e dax = J ' (1 + x) e—c,M ——~———;—-dx
1 1 (1 + x7)

2z
O'x

‘81 x » o, ¥ (1 + x?) e — 0

- e —— e -
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2
2 2 —cry .
Luego, x* (1 + X' ) e " < ko, vV x, asi :

+ 0
ax

1 +x

- z
J ¥ e ax < K que es convergente.

o

Una vez garantizada la convergencia uniforme en F ~ F x [z,+:

concluimos que:

P 2 2

f £(y) H(x,y,t) dv = £ o b exp ( °—
o ’ L

nn=x
xt) sen 1 b4

p
con b = % J f(y) sen n i y dy
[¢)

n

Queremos ver que u satisface las condiciones de (1).

Consideremos entonces

L

: o
ulx.t) = J; f(y) 3¢ (x,¥,t) dy con £ >0 _ _ [0,13

f(x) con £f =0

L

Ju ' oH
— (x,t) = J f(y) 57z (x,v,t) dy
t o It X< (0,1) cont >0
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o
(x,8) = J f(y)
o]

a’H

azu

6x?

(x,v,t) dy

Ix

L
2

d H

ax2

2

U (x,t) :Jf(y) GL Y

g
5t (%.8) - k — ) (x,y,t) dy
Ix

Como los teoremas de derivacién dentro de la serie que define

H valen, concluimos que

aH " H
=+ (x,t) - k =
at axz
2
o0 ) s : Kt
2 o
= I—E: sen-gi— V[5E k ——;{sen T X e ]]:O
n= s

por lo ya prqbado-

81 f es continua con derivada segunda continua, sabemos que

los coeficientes b de Fourier de f son tales que T ]bnl <

Luego, la serie

e o]
21'[2 nn"
="
b exp ( kt) sen — X
n L2 1
k=1
tiene sus términos acotados en valor absoluto por |b |, que es el
n

" término general de una serie convergente. Asi, la serie
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= 211'? .‘ nn~
-nN
b exp ( kt) sen — X
n l-2 1
k=

E 8

converge absolutamente y uniformemente en [0,1] x [0,®)

Luego, concluimos que u satisface u(x,0) = £(x). Las dtra%

condiciones son evidentes.

TEOREMA - Sea u definida por (x,t) € [0,1] x [0,s) como

L

j- f(y) H(x,y,t)dy t >0
u(x,t) = o

f(x) t =0

entonces, vV t =2 0 se cumple

2 2

nn"
ki) sen—l— X-

L
con b = %—J f(y) sen ETE y dy
(o]

Si ademds f es de clase Cz, en [0,1], £(0) = £(1) = 0 en [0,1]

'a funcién u(x,t) es solucién del problema con

du _
a) 3t k > - 0 (x,t) = (0,1) x (0,m)
ax
b) u(0,t) u(l,t), vt =0

c)‘u(K;O) = f(x), x = [0,1]

I

‘d) u e C( [0,7] x [0,0) ) " C°( (0,7) x (0,m) )




