Capitulo 3: Calculo de

Construcciones Inductivas

4. Induccidon y Recursion
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Tipos (conjuntos) Inductivos

Inductive nat : Set :=
O : nat
| S : nat —» nat

Inductive bool : Set :=
true : bool
| false : bool

Inductive natlist : Set :=
nil : natlist
| cons : nat —» natlist - natlist
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Tipos Inductivos Parameétricos

Parametros: son los argumentos que estan fijos
y son globales en toda una definicion.

Inductive list (A:Set) : Set :=
nil : list A
|cons: Ao listA—>list A
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Familias Inductivas de Tipos

Inductive array(A:Set) : nat » Set .=
empty : array A O
| add : forall n:nat, A »> array An —> array A (Sn)

Inductive matrix(A:Set) : nat— nat - Set .=
one col : forall n:nat, array An - matrix Aln
| extend_col : forall m n:nat, matrix Amn — array An
— matrix A(Sm)n
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Familias Mutuamente Inductivas

Inductive
tree (A:Set) . Set =
node: A - forest A > tree A
with
forest (A:Set) : Set .=
empty f: forest A
| add _tree: tree A —» forest A — forest A

InCo
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Predicados Inductivos

Inductive Even : nat - Prop :=
e0: Even O
| eSS : forall n:nat, Even n - Even (S (S n))

Inductive Le : nat - nat - Prop :=
le0 : forall n:nat, Le O n
| 1eS: foralln m:nat,Lenm —> Le (Sn)(Sm)
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Definiciones Inductivas - Significado

Cuando escribimos:
Inductive nat : Set :=
O : nat
| S :nat— nat
estamos haciendo muchas cosas...

e estamos definiendo un conjunto y una manera de
construir objetos en él.

« estamos diciendo que éesta es la unica forma de
construir los objetos del conjunto.

« estamos diciendo, ademas, que las dadas son
formas distintas de construir objetos.
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Definiciones Inductivas - Constructores

estamos definiendo un conjunto y una manera de
construir objetos en él.

=> A partir de Oy con reiteradas aplicaciones de la
funcion S definimos objetos en nat.

estamos diciendo que ésta es la unica forma de

construir los objetos del conjunto.

=>Cualquier objeto de nat debe construirse a partir de O
y con reiteradas aplicaciones de la funcion S..
estamos diciendo, ademas, que las dadas son
formas distintas de construir objetos.

=2>Con Oy S se construyen objetos diferentes. Luego,
por ejemplo, 0 # (S 0).
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Consecuencias del significado
de una Definicion Inductiva (1)

1. Analisis de casos:

Para definir un objeto en un tipo Q segun un objeto de un tipo inductivo |
definido con constructores c,,...C:

match x with
C; =0,
| ...
|c, =0,
end : Q

Ejemplo: fun n:nat =>

match n with —
0 — true es una funcion de

| Sm = false nat — bool que
end. decide si un numero
es cero o no.
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Analisis de casos - Ejemplos

Definition pred :=
fun n:nat => match n with
0 = 0
| Sm =m
end.

Definition boolOr :=
fun b1 b2: bool => match b1l b2 with
true = =true
| _ true =true
| false false = false

end.
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Analisis de casos dependiente

« El tipo del objeto definido puede también depender del objeto
del tipo inductivo sobre el cual se analizan casos:

match x with
C,.= 0,

Ch =0
end: QX

« Tiene mas sentido en el contexto de definiciones recursivas y
pruebas de propiedades (mas adelante)
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Analisis de casos en Cog - Tacticas

Aplicacidon de constructores:

- apply ¢;

- constructor/ (= intros ; apply ¢;)/ constructor
Discriminacidon de constructores:

- discriminate H (prueba cualquier cosa si H: t,=t,, con
t,y t, construidos con distintos constructores)

Inyectividad de constructores:

- injecTion H (saca constructores iguales de una
igualdad)

 En general...
- simplify_eq (aplica discriminate o injection)
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Consecuencias del significado
de una Definicion Inductiva (Il)

2. Recursion:

Para definir recursivamente un objeto en un tipo Q haciendo
recursion en un objeto de un tipo inductivo 1.

Fixpoint f (x;: L)) .. (x,L,): Qi=e

La expresion e en general sera un match en algin X, ,y
podra contener a T bajo ciertas condiciones sintacticas*
gue aseguran la terminacion.

Estas condiciones se cheguean sobre el ultimo argumento
de lalista X : Iy, .. X:L, .

*Para que un llamado recursivo sea correcto debe realizarse
sobre un elemento estructuralmente mas pequefio
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Recursion - Ejemplos

Recursion en el primer argumento
Fixpoint add (n m:nat) {struct n}: nat :=
match n with
O = m
| Sk= S (add k m)

end.

Recursion en el segundo argumento
Fixpoint add (n m:nat) {struct m}: nat :=
match m with
O = n
| Sk= S (add n k)

end.
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Recursion - Mas ejemplos

Fixpoint even (n:nat) : bool :=
match n with

0 = true
| Sk = match k with
0 = false
| Sm=evenm
end
end.

Fixpoint mod2 (n:nat) : nat :=
match n with
0O =20

| SO0 =S0
| S(SmM)=mod2m
end.
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Recursion Mutua - Ejemplos

Fixpoint even (n:nat) : bool :=

match n with 0= true| Sk= oddk end
with odd (n:nat) : bool :=

match n with 0 = false| Sk = even k end.

Fixpoint tree_size (t:tree) : nat :=
match t with (node af)= S (forest_sizef) end
with forest_size (f:forest) : nat :=
match f with
empty f = 0
| add treetx = plus (tree_sizet )(forest_size x )
end.
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Consecuencias del significado
de una Definicion Inductiva (Il

3. Analisis de casos

Para probar una propiedad P (: Prop) por casos en
un objeto x de un tipo inductivo |

Tacticas:

- case X: genera los casos segun la definicion de 1.
- destruct x: aplica intros y después case
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Pruebas por casos en Co

I

Eiemplos
i I
Nn: nat case n
Pn PO
I
] Nn:nat
forall n: nat,P n destruct n ;
PO

InCo

forall x:nat,P (S x)

I
n:nat

forall x: nat, P (S x)

CFPTT - 4.18



Consecuencias del significado
de una Definicion Inductiva (1V)

4. Induccion

Para probar una propiedad P utilizando el principio
de induccidn primitiva asociado a la definicion

Inductiva de un tipo I.

Tacticas:

- elim x: genera los casos segun la definicion de x,
con sus hipdtesis inductivas

- induction x: aplica intros antes y después elim
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Pruebas por Induccion en Cog

I’ .
N: nat ellm n
Pn
I
n: nat .
e: Even n elim e
Pn

InCo

Eiemplos

I I
n:nat n:nat

PO forall x:nat,P x —>P(S x)

I
Nn. nat
e: Even n

I
n:nat
e: Even n

PO

forall x:nat,Even x —
PXx—>P (S (S X))
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Destructores

« Cuando se define un tipo inductivo I, Cog genera tres
constantes correspondientes a los principios de
recursion e induccion:

- I _ind es el principio de induccidon para Prop

« implementa el principio de induccion estructural para
objetos de |

- I rec es el principio de induccidon para Set

« permite hacer definiciones recursivas sobre objetos de |
- I rect es el principio de induccion para Type

« permite definir familias recursivas de tipos

ver reference manual secc 1.3.3
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Destructores - Ejemplos

Inductive nat: Set := 0: nat
| S : nat —» nat

nat_ind: forall P:nat—Prop,
P 0 — (forall x:nat,P x - P (S x)) — forall n:nat,P n

nat _rec: forall A:nat—Set,
A 0 — (forall x:nat,A x — A (S x)) — forall n:nat,A n

\ nat rect: forall T:nat—>Type,
T 0 — (forall x:nat,T x > T (S x)) — forall n:nat, T n
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Destructores - Ejemplos

Inductive list (A:Set) : Set :=
nil : list A
|cons : A > list A —list A

list_ind: forall A:set, forall P: list A —>Prop,
P (il A) -
(forall (a:A)(x: list A) P x > P (cons Aax)) —»
forall I: list A, P | \
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Destructores - Ejemplos

Inductive array (A:Set) : nat —> Set :=
empty : array A O
| add : forall n:nat, A — array A n — array A (S n)

array ind: forall (A : set) (P : forall n:nat, array A n —->Prop)
P O (empty A) >
(forall (n:nat)(a:A)(x: array An), Pnx — P (S n) (add A n a x))
—  forall (n:nat)(v: array An),Pnv
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Destructores - Ejemplos

Inductive Even : nat — Prop =
e0:Even O
| eSS : forall n:nat, Even n — Even (S (S n))

Even ind: forall P:nat—Prop,
PO—
(forall x:nat, Evenx > P x > P (S (S X)) —»

forall n:nat, Evenn - P n
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Tacticas y Destructores

elim = apply el destructor correspondiente

I I r
n:nat elimn n-nat n:nat
An AQ forall x:nat, Ax — A(S X)
(= apply nat_rec)
I I I
n: nat n: nat n:nat
e: Evenn elimH e:Evenn e: Evenn
Pn PO forall x:nat, Even x —

P x — P(S(S x))
(= apply Even_.ind)
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Conectivos: Definicion Inductiva

* Los conectivos A, v, 1y 3 se definen como
constructores de proposiciones inductivos:

Inductive and (A B:Prop) : Prop :=
confA—->B—>and AB

Inductive or (A B:Prop) : Prop :=
or_introl: A—>orAB
| or_intror: B—>orAB
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Conectivos - Destructores

Inductive and (A B:Prop) : Prop :=conj: A->B —>and AB

= and _ind: forall AB P:Prop),  A—>B —>P) > (AAB—> P)

Inductive or (A B:Prop) : Prop :=
or_introl: A—> orAB
| or_intror:B—>o0rAB

= or_ind: forall A B P:Prop, (A—> P)— (B~ P)—> (Av B— P)
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Mas Conectivos...

Inductive True: Prop := | : True

=>» True Ind: forall P: Prop, P - True -»> P

Inductive False: Prop :=

=> False ind: forall P: Prop, False —» P

Inductive eq (A:Set)(x:A): A>Prop =
refl_equal: eqg A x X

=>eg_ind: forall (A:Set) (x:A) (P: A—>Prop), (P X) —>
(forall y:A, egxy) > (Py))
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Cuantificador Existencial

Inductive ex (A:Set)(P:A—Prop) : Prop :=

ex_Intro: forall XA, P x > ex AP

=>ex_ind: forall (A:Set) (P: A—>Prop) (Q:Prop),
(forall XA, Px—> Q) —»> (exAP > Q)
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Calculo de Construcciones Inductivas

Sintaxis
T:=Set | Type | Prop
X variables
C constantes definidas
(T T) aplicacion
[X:T]T abstraccion
(x:T)T producto
T->T tipo de las funciones
Inductive X [X:T,.x:T]: T:= c:T|...|c:T  def.ind.
<T>match Twith T=T|... T= Tend  def. casos
Fixpoint X [X:T,.X:T]: T:=T def. recursiva
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Notaciones en el lenguaje matematico

Elementos candnicos v ho canonicos

 Elementos candnicos de un tipo:
— aquellos cuyo significado es primitivo (valores).
— EJ: 0, (S0), (S (S 0)), son elementos candnicos de nat

 Elementos no candnicos de un tipo:
— SOn notaciones o abreviaturas.

— Tienen significado Unicamente si denotan un
elemento canonico.

— Para conocer su significado deben desabreviarse.

— EJ: (S0)+0, (S0)+(S(S0)), (pred0), son elementos
NO canonicos de nat
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Elementos candnicos y no candnicos

* Constructores del tipo inductivo I: son métodos
para construir los elementos canonicos del tipo.

* Eliminadores del tipo inductivo |: permiten
construir elementos no canonicos de un tipo Q

(Q puede ser igual a |, o incluso Q puede ser Prop).

* Regla de calculo asociada a los eliminadores (o
destructores) de tipos inductivos : —1

— se aplica cuando el destructor esta aplicado a un
termino en forma de constructor.
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Reduccion lota - Ejemplos

pred O

—s fun n:nat =>matchnwith0 = 0 | Sm=mend O
—p match Owith 0 = 0 | (Sm)=m end

—>1 0

pred (S (S 0))
—s fun ninat =>matchnwith0=0 | Sm=mend (S (S 0))

—pB match (S(S0)) with0 = 0 | (Sm)= m end
—1 (S 0)
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