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Estimacion de densidades no paramétricas

Formas paramétricas raramente ajustan densidades
encontradas en la practica (multimodales)




Estimacion de densidades

P probabilidad dexe R : P = [ p(x')dx’
R



Estimacion de densidades

S1 p(x) continua en R y R tan pequeiia que p(x) = cte

P= I p(x")dx'~ p(x)V con V volumen envuelvea R
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Estimacion de densidades .
n/M

Vi

Pn(x) =

Dado un conjunto de n muestras existen 2 formas de analizar
la estimacion de p(x):
Fijar V_, por ejemplo V_ = 1/sqrt(n) y determinar k
empiricamente (Ventanas de Parzen)
Fijar kn, por ejemplo k_= sqrt(n) y determinar V_
empiricamente para que kK muestras esten en V_

(Estimacion de los k-vecinos mas cercanos.)

Ambos métodos convergen al valor verdadero de p(x)
(respetando hipotesis claro) aunque es dificil hacer
aseveraciones del comportamiento para »n finito.



Ventanas de Parzen vs k- vecinos

Ejemplo: Dos métodos para estimar la densidad en el centro del
cuadrado

L’” =1/ "-.‘I'; ' ] : all i E : g ® sas g ‘..' . 1

Duda Hart - Stork



Estimacion por ventanas de Parzen

T

1 i | X —X;
pn(x)ﬁZW( - )

i=1

Esta ecuacion sugiere una manera mas general para estimar
funciones de densidad definiendo una funcion de ventana
La ventana o(u) cumple un rol de interpolador

Qué necesitamos para que p _(X) sea una densidad de probabilidad?

S1
e(x) >0 ftp(u) du=1,

y ademas se mantiene que V_=h ¢ entonces p (x) hereda
n n n
estas condiciones.



Estimacion por ventanas de Parzen
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Ejemplo Clasificacion

h pequeno h grande

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

> Se puede ajustar el ancho de la ventana mediante validacion cruzada.

> Se parte el conjunto de muestras disponibles en dos conjuntos y se
entrena con uno y se calcula el error con el otro.

>~ Se busca el ancho que minimiza el error de clasificacion en validacion.



Estimacion mediante los k vecinos mas
Proximos

S1 la densidad p(Xx) es muy alta en x, entonces la
celda sera pequena (buena resolucion)

S1 la densidad p(x) es muy baja en X, entonces la
celda sera grande.
kn/n

Pn(x) = v




k-vecinos k=3
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Regla del vecino mas cercano 1-NN

Se selecciona w, S1:

d(x, X,y ) = min{S(x,x,)}

i=l..n
Xyy €W,
Interpretacion:

El espacio es dividido en n celdas

(regiones de Voronoi)



15-Mearest Neighbor Classifier

1-Mearest Neighbor Classifier




Curse of Dimensionality
(La maldicion de la dimensionalidad)

Supongamos que tiro al azar (uniformemente) N puntos en la
Esfera p dimensional de radio 1.

Sea d la distancia del origen al punto mas cercano.

Obs. d es un variable aleatoria.

Cual es su mediana?

Nota la mediana de d es d_ s1 P(d<=d_)=P(d>=d_)=1/2



Curse of Dimensionality
(La maldicion de la dimensionalidad)

Sol.

S1 tengo un solo punto, la probabilidad P (d>x) es igual a la
probabilidad de que el punto esté fuera de la bola de radio x,
es decir P (d>x) =1 - xP

S1 tengo N puntos necesito que todos estén fuera de la bola
por lo que P (d>x) = (1-xP)"

La mediana es tal que P (d>d )= (1-d_P)N =1,

porlo que d_=(1-%"™MH"



Curse of Dimensionality
(La maldicion de la dimensionalidad)

Mediana de distancia a vecino mas cercano d_ = (1- 12"™)'*

Si N=500, p=10, d_=0.52!



Curse of Dimensionality
(La maldicion de la dimensionalidad)

mediana de distancia a vecino mas cercano d_ = (1- 12"™)'"
Si N=500, p=10,d_=0.52!

Distancia del origen al punto mas cercano es mas de la mitad de la
distancia a la frontera.

Todos los puntos estan apretados en la frontera.

Todos los puntos estan lejos

+ ——— data points

/ '
_ 1



Costo Computacional k-NN

Costo computacional asociado a las reglas 1-NN y A-NN es
equiparable.

Busqueda de £ vecinos, se debe mantener estructura auxiliar que
mantenga ordenados los & vecinos encontrados
Requiere explorar todo el conjunto de referencia O(n).

Calculo de la distancia euclidea lineal con d O(nd) o Mahalanobis
distance O(nd?)

Espacio de almacenamiento de todos los prototipos O(nd)

Inaplicable s1 tengo un conjunto de referencia grande y alta
dimensionalidad.



Estrategia:

Seleccion de caracteristicas: para bajar d

Disminuir el conjunto de referencia (M<<N):
EDICION,
CONDENSADO,
APRENDIZAJE ADAPTIVO

Mejorar la eficiencia del calculo del vecino mas cercano:
ordenar, metodos jerarquicos.



Edicion del conjunto de entrenamiento

Objetivo:
Reducir el conjunto de referencia
Mejorar la “calidad” del mismo

Eliminar outliers — Aumentar desempeno de 1-NN



Edicidn de Wilson: EW (5, &)

Entraddas

SeA  Conjimto de prototipos origmal.
Lo M Numers e vesinog,

Segr €&  Comjpmto de protetipos editedn de 5

BB
Pari toe & 2 5 b
Gi {DIf {2, Suw — {2}, &)} entonces
Marcar Z para sy elmingcion.  { Edicion |
Fa-s1
Fin-pare
Elmdnar de Sy log probotipog marcndog.



Edicion de Wilson

Reduce cantidad de prototipos problematicos
(outliers)

Edicion con la regla k-nn

Genera dependencia estadistica entre los
prototipos retenidos (validacion cruzada - leave
one out)



Edicidn por particiones

Modificacion del algoritmo de Wilson para garantizar
independencia estadistica entre prototipos retenidos

Se realiza una particion del conjunto de entrenamiento (minimo 3
subconjuntos)

Aplico la regla £-NN a cada prototipo pero considerando los
vecinos de una particion particular distinta a la del prototipo.

Desempenio depende:
> Paso de difusion (nimero de particiones)
> Partici0n 1nicial
> Regla £-NN (cantidad de vecinos)



Edicidn par particiones: EP (5, m, k}

Enty

Sed Conjimto de entrenamiento origingl.

me Nl MNumere de blogues (m > 2}

ko M Numers de veeinos.
calides

Sep L& Conjonto de ontreneniento editado de 5.
Avwiliores

A metor de A Perticidn de un conjurndo.

Alporitme
T « Particion (5,m) { Difusion }
Para i+ 1,2,....m | Clasificacion }
Fursn todo 2 & 7% hacer
81 {PH {Z, T, 1rod enpqa- K} o1tonceR
Mercar Z para sy elicinacin.  { Edicion }
Fin-#
Fm-pars.
Fin-pars
Ebmingr loa prototipos maresdos en T, T, L. T
Bgp =T U U... UTs { Cronfusion )




Edicidn por particiones

Difusion: Cada conjunto T, generado por la particion de S
(muestra aleatoria representativa del conjunto original). m>2

Clasificacion: Se clasifica cada prototipo usando como referencia
otro conjunto diferente. Rotacidon de indices evita interaccion
mutua entre cada pareja de conjuntos de una particion (elimina la
dependencia estadistica)

Ejemplo: m = 3, prototipos de T1 se clasifican con T2, los de T2
usando T3 y los de T3 usando T1.

Edicion: Prototipo mal clasificado se eliminan al final (no en cada
iteracion) - Igual que en la edicion de Wilson.

Confusion: Conjunto de prototipos resultante contiene todos los
que han sido correctamente clasificados.



Multiedicion

Para evitar la dependencia respecto a la particion
inicial se aplica en forma iterativa el método de
edicion por particiones.

En cada iteracion se genera una nueva particion del
conjunto de prototipos que se mantienen sin editar.

Edicion con la regla 1-NN. Al hacerlo iterativo y en
distintas particiones no €s necesario usar k-vecinos.
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Multiedicidn: ME {35, m, F}

Entradas

€A Comjimen de entrenamianta original.

w6 W Mumern o bBlogues {me > 2)

FeH Criterio de fnslimecion (Nm. de . @i descartes).
Selidas

S CF Conjunts de entrenamisnto editade de 5.

Avnxiliaves
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Prototipos marcados para eliminacion mediante multiedicion y Inn

"A" es un prototipo malo pero no fue marcado para eliminar (particiones aleatorias)
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Resultado luego de la primera iteracion.
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Resultado al finalizar las iteraciones (se eliminaron los outliers)
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Reduccion del coste computacional para
los métodos del vecino mas cercano

Objetivo:
> Incrementar eficacia computacional mediante la

seleccion de un conjunto reducido y representativo
del conjunto de prototipos

Contrapartida:

> Genera ligera pérdida de bondad.



Métodos

Supervisados C de Hect
. Reduc ko
Metodos sobre Basados en
Espacios metricos consistencia C. Ordenado
. MHY Ordenado
. Selectivo
ViR
Meldos
Adaptativos ? D¥Q
LSM
Meiodos sobre Ef::::m 8 < . Optimo
Eapac ios Vectoriales Tt
de Voronol Fatching

Otros metodos —— C.de Chang



Condensado de Hart
Idea:

Un conjunto S.. se dice consistente respecto a
otro conjunto ., donde S, ©S, s1.8 puede
clasificarse correctamente usando los elementos
de S como referencia.

Seleccion de prototipos que determinen las
fronteras de decision

Incremental sin vuelta atras

X
R e Uy B

(R=8¢:)




Clomsdeserdo de Hartr BART {8Y .

b ne

S€A4  Cto do prototipos a condensar (editads).

Salide
S5 Conjmta de prototipos amdenssde
a partir de § ¥ congistente con 5.

Arpetlinres

Algoiten

St" s Ej

Repetir
safir « VERLAD
Para tode 2 ¢ 9. hacer
81 (INF L&, S, 1)) ontoness
Baue — Sane — {5}
Sy 4= 8 i {E JL
sukiy ¢ FALED
Far-an
Fm-para







Representacion del conjunto condensado S, tal como ~ Conjunto de prototipos que falta por procesar. Ademas de Ay B

ha quedado tras afiadir los dos primeros prototipos se han eliminado de S, los prototipos indicados con circulos
rellenos
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Condensado de Hart

Requiere un conjunto previamente editado (para asegurar
consistencia).

No produce un conjunto minimal, s6lo un conjunto reducido. En
general reduccion severa — drastica disminucion de costo
computacional de 1-NN

Fronteras de decision no son tan cercanas a la frontera Optima de
Bayes como las del clasificador 1-NN sobre conjunto editado —
ligera pérdida de precision

Procedimiento de seleccion de prototipos de S es aleatorio —
se obtienen diferentes conjuntos condensados a partir del mismo
conjunto de prototipos (conjunto condensado no es unico)



Métodos de aprendizaje adaptativo

LVQ (Learning Vector Quantization) o
aprendizaje por cuantificacion vectorial,
propuestos por Kohonen

DSM (Decision Surface Mapping) o construccion
de superficies de decision, propuesto por Geva 'y
Sitte



Métodos de aprendizaje adaptativo

F1ja a priori la cantidad de prototipos del conjunto
de aprendizaje resultante n,

El conjunto resultante no tiene porque estar
incluido en el conjunto Inicial.

Heuristica sencilla, rapidez de calculo

Dificultad para establecer valores adecuados de

los parametros.



Aprendizaje competitivo y cuantificacion
vectorial

Supongamos que se dispone de:

o X=X(t), t=1,2,... Una secuencia de patrones (uno por paso
de tiempo)

o {m(t):m(0), i=1,2,.., np}, Un conjunto fijo de vectores de
referencia o prototipos que se modifican durante el
aprendizaje.

o {m(0),i=1,2,., np} ha sido inicializado de alguna forma.
o Actualizo m (¢) el mas cercano a X{(7)



Cuantificacion Vectorial

miE+1) — m @) + @) [X(E)-m(D)]
mE+1) — m() para1# ¢

a(t) secuencia monotona decreciente de coeficientes
escalares : 0 < a(?) <1

_____ f’# s me(t) : O(X(r), m(1)) = i:“llf.'}v,, [ 8(X(£), my(1))}
.-F{‘x
X () f/ ﬂ”. XM x- ;. |
| g | 7m0 i
JJ e | m, / Ve prototipo (m ) en cada
g f__f,;-n 1 paso t de aprendizaje
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Aprendizaje por cuantificacion vectorial

Learning vector quantization (LVQ)

Extension de Aprendizaje competitivo donde los prototipos
estan etiquetados

Inicializacion

Determinacion de n i (numero de referencias por clase)
proporcional a n. (giferentes prob. a priori)
n;sea el mismo para todas las clases

Seleccionan los prototipos de LVQ(O):

Para cada clase, se procesan secuencialmente sus prototipos.

Se anaden a SLVQ(O) s1 la clasificacion k-NN es correcta.



Aprendizaje por cuantificacion vectorial

Learning vector quantization (LVQ)

(0), S (r-1)=S,,

LVQ LVQ (D), .. LVQ

me(t+ 1) e m (1) + @ (O)[X(r) - m(t)] {Premio}

me(t + 1) ¢ me(1) - @ (O[X(1) - m()]  {Castigo}

Premio: Si la clase de 7 (), coincide con la X(?),
Castigo: En otro caso, 7 (¢) se aleja de X(1).
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Aprendizaje adaptative (5, 8, )

Exndrados

SEA Caaninenda de vt sroden o origingd.
Nee M Numero de prot. del cto. de referencin.
e B Mumere de peasos de sprendizaje.

Galides

Sivg £ A Conjunto de referencie reguliante.

Anudligres
Z#i¢ &  TUn pototipo del conjunta 5.

Algrritme
Sy} 4 Bmicindizar (5 Np) | Fdciadizecion]
T
Bepetir { Aprendizge 3

Z[t) ¢ Enxctranr [5)
Srvolt + 1 + Corregir (Z(1), Seyal(t)

Hagto {(t = v} O {eonvergencia))
Bivg + Srygit—1)



LQV-1

Tiende a mover los prototipos hacia prototipos de
aprendizaje de su misma clase y a alejarlos de los de
otra clase

Recomendable fijar un valor pequeno para o(0),
bastante menor que 0.1 (0.02 6 0.03).

Numero de pasos de aprendizaje es suficiente con
presentar un namero de prototipos SOnp <r < 200np.

No es tan importante el valor de r si el conjunto inicial es
de buena calidad (previamente editado).



LQV-1

] . i .
.t

B) Conjunto de prototipos SLVQ _, construido a partir de los de A) (7 por clase).

A) Conjunto original de prototipos, S.



Método LVQ-1 Optimizado (OLVQ-1)

o (l‘ — 1) Cada pr(.)tot.ipo del conjunto de
a (t ) — ¢ referencia tiene su razon de
‘ 1+ 04 . ( [ — 1) aprendizaje a (t)

La funcion a(t) de LVQ-1 se
sustituye por Np funciones o.(t)

El signo del denominador es:
Positivo s1 Clase(m (7)) = Clase(X(?))

o (t) decrece si X(t) es clasificado correctamente (misma clase).
En prototipos situados centros de los agrupamientos decrece rdpidamente.

Negativo si Clase(m (¢)) # Clase (X(?)).
0 (t) crece si X(t) es clasificado incorrectamente (distinta clase).

En prototipos cercanos a las fronteras a. (t) crece rapidamente (lo que
significa que se alejan muy pronto hacia el centro del agrupamiento).

i 0.3, 3Onp <r < SOnp
Se desestabiliza para valores altos de r



LVQ-2.1,LVQ-3

Otras versiones propuestas del aprendizaje LVQ son
los llamados métodos LVQ-2.1 y LVQ-3.

La principal diferencia respecto a LVQ-1 es que

modifican mas de un prototipo. LVQ-2.1 modifica dos
prototipos (el mas cercano de la misma clase y el mas
cercano de distinta clase)

Sin embargo, requieren mas parametros que
especificar.

El desempeno es similar, 1dea: usar métodos con
menos parametros



Adaptive Nearest Neighbor Pattern Classification

Shlomo Geva and Joaguin Sitte

Abstract—We describe a variant of nearest neighbor pattern classi-
fication (NN) [1] and supervised learning by learning vector quanti-
zation (LVQ) [2], [3]. The decision surface mapping method, which we
call DSM, is a fast supervised learning algorithm, and is a member of
the LYQ family of algorithms. A relatively small number of prototypes
are selected from a training set of correctly classified samples. The
training set is then used to adapt these prototypes to map the decision
surface separating the classes. This algorithm is compared with NN
pattern classification, learning vector quantization (LV(Q1) [2], and a
two-layer perceptron trained by error backpropagation [4]. When the
class boundaries are sharply defined (i.e., no classification error in the
training set) the DSM algorithm outperforms these methods with re-
spect to error rates, learning rates, and the number of prototypes re-
quired to describe class boundaries.

I. InTRODUCTION

The nearest neighbor (NN} method assigns an unclassified sam-
ple vector to the class of the nearest of a set of correctly classified
prototypes, or codebook vectors. Cover and Hart have shown that
in a large sample, the error of this rule is bounded above by twice
the Bayes probability of error [1].

Learning vector quantization (LVQI1, LVQ2, LVQ2.1, and
LVQ3), described by Kohonen [2], [3], is a nearest neighbor clas-
sification method in which a fixed number of prototype vectors are
progressively modified to cover the input space. The LVQ family
of algorithms is concerned with optimal placement of these proto-
types, 50 as to reflect the probability distribution of the training
samples. The adaptive decision surface mapping (DSM) algorithm
15 a variation of the LVQ method, but we have dropped the require-
ment that the prototypes reflect the probability distribution of the
classes. Instead, the algorithm adapts the prototype vectors to

Aprendizaje de Superficies de Decision
(Decision Surface Mapping - DSM)

rectly classified, that is, the training sample is of the same class as
the nearest prototype, no modifications are applied. When misclas-
sification occurs, modifications take place to apply both punish-
ment and reward.

The punishment step takes the nearest neighbor prototy pe, which,
in this case, is of the wrong class, and moves it away from the
training sample, along the line connecting the two vectors

Au(t + 1) = @) - a(®[F(0) - Auln)). (1)

The reward step searches for the nearest correct prototype and
maves it towards the training sample, along the line connecting the
IWo vectors

m(t + 1) = A (1) + a(r)[Z(1) = Ai(r)]. (2)

The term « is a scalar gain factor, monotonically decreasing with
time. For the cases discussed below, we have found that very good
results are obtained when o starts from a value of 0.3 or less, and
lingarly decreases to 0, at a rate consistent with the desired training
limit {number of presentations). The algorithm is not very sensitive
to initial values of ¢, but if alpha starts too small, training takes
longer.

In the earlier stages of the training process o is relatively large;
therefore the process is allowed to rapidly modify prototypes to
remove large classification errors caused by the initial conditions.
In later stages, as o decreases, a more refined adaptation takes place
to correct smaller classification errors or to arrive at a compromise
configuration where errors are minimized.

The algorithm modifies prototypes only on misclassification, and
sin¢e errors are more likely to occur with samples near class bound-
aries, it rearranges prototypes, in pairs, on each side of a class
boundary, to correct or at least reduce the magnitude of these er-
rors.

It is possible that a configuration eliminating all classification
errors on the training set could be amived at before o reaches a
value of 0. In that instance training is complete.

DSM is different from all the vanants of LYVQ. In LVQ1 modi-
fications are applied at each presentation, either to punish an in-
correct classification or to reward a correct one. LVQ2 modifies
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*Solo se corrige s1 hay error de clasificacion.
*Se castiga al prototipo mas cercano (el inductor del error).
Se premia al prototipo mas cercano de la misma clase que Z(%).

m(t+1) « m@)+a@®)[X{E)-m ()]  {Premio}
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Figura 59: a) Condensado de Hart. b) LVQ-1
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Figura 67: A) LVQ-1. B) DSM

Tabla 11: Error de
clasificacion 1-NN
para diferentes
valores de Np

N

DSM

LVQ-1

7.14

19.00

3.82

19.55

P
6
8
9

1.86

14.64

10

0.43

12.34

20

0.43

444

24

0.41

3.06

50

0.49

2.51

250

0.79

1.84







