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Estos apuntes son preliminares y en buena parte estdn incompletos, pero sirven de base para sequir
el contenido esencial de la clase.

1. Condiciones de desigualdad

Consideremos ahora el caso en que algunas de las restricciones del problema son de la forma
g;(x) <0,
min f(z)
sujetoa  hi(x)=0,i=1,...,m (1)
gj(x) <0,j=1,....r

Una forma de ver este problema es reducirlo al caso de igualdad de la siguiente manera.

Definamos el conjunto activo A(z) = {j : gj(x) = 0}, es decir A(x) incluye los indices j de aquellas
restricciones g;(z) que estan activas.

Supongamos ahora que z* es un minimo local del problema (1). Resulta obvio que x* es también
minimo local de un problema para el cual las restricciones no activas j ¢ A(z*) son descartadas. Por
otro lado, las restricciones activas en z* pueden ser tratadas como restricciones de igualdad. Entonces,
z* cumple las condiciones necesarias del teorema de Lagrange,’

V) + ) N Vhi(*)+ > wVg(a®) =0.
i=1 jEA(*)

Si ahora definimos p1; = 0 para j & A(z*) llegamos a

V@) + Y N Vhi(z*) + Y @ Vg(a*) =0, (2)
i=1 j=1
p; =0, j&A(") (3)

Las condiciones anteriores, junto a alguna cosita més, constituyen las llamadas condiciones Karush-
Kuhn-Tucker (KKT). Un dato adicional de éstas condiciones es que los u} son no negativos. Esto es
facil de ver siguiendo el argumento de sensibilidad visto anteriormente (pendiente:dibujo). El enunciado
formal es el siguiente.

Teorema 1 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Sea z* minimo local del problema

min f(z)
sujeto a hi(z)=0,i=1,...,m (4)
gj(x)g()?j:lw'wrv

!Sujeto al tecnicismo de que x* sea regular para ese problema, es decir, que {Vhi(z*)} U{Vyg;(z*) : j € A(z*)} sea
un conjunto Li. Este tecnicismo se puede evitar, como veremos més adelante, pero es necesario para el teorema clasico,
las KKT.
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donde f(z), hi(x) y g;j(x) son continuamente diferenciables y x* es reqular. Entonces existen vectores
multiplicadores de Lagrange X* y p* tales que

VZL(Z',)\*,,LL*) =0, (5)
W0, =1, (6)
p; =0, je€A), (7)

donde A(z*) es el conjunto de restricciones activas de *. Si ademds f(x), hi(x) y gj(x) son doblemente
diferenciables entonces
dTV2, L(z, \*, u*)d > 0

para {d : Vhi(z*)Td =0,Vg;(z*) =0, Vj € A(z*)}.

No vamos a demostrarlo aqui, si bien la demostracién no es dificil (ver Bertsekas p. 316). Cabe
notar que todo se extiende naturalmente a este caso, incluso el concepto de que la hessiana de f(z)
sea semidefinida positiva en el “subespacio de direcciones factibles”, ahora incluyendo las restricciones
de desigualdad activas.

También, al igual que en los otros casos, se obtienen las condiciones suficientes (para funciones
doblemente diferenciables) al exigir que V2xL(z*, \*, u*) sea definida positiva sobre el subespacio de
direcciones factibles; en este caso se agrega la condicién adicional de que p} > 0 para las restricciones
activas (de nuevo evidenciando el crecimiento estricto de la funcién al momento de llegar al borde del
conjunto factible).

2. Condiciones de Fritz John

Todas las condiciones necesarias que vimos anteriormente (no las suficientes) exigen que x* sea
regular, algo que en principio no es del todo intuitivo. Para el caso de restricciones de igualdad esto es
exigir que los {Vh;} sean l.i., de modo que siempre pueda haber una combinacién lineal que produzca
-Vf:

z*) + Z AiVh;i(z*) = 0.

Las condiciones de Fritz John son una versién méas moderna de las KKT, y por ende del teorema
de Lagrange, que resuelven el problema agregando un multiplicador a V f(z*),

oV f(x +Z)\*Vh +Z%g] =0,

con el requerimiento adicional de que pg, AT, ..., A%, (4], ..., f4 no son todos cero a la vez.

3. Conversion a igualdad

Es facil convertir problemas con desigualdades en igualdades y viceversa. En el primer caso, pode-
mos convertir

min f(zx)
sujetoa  hi(x)=0,i=1,...,m (8)
gi(z) <0,j=1,...,r

a un problema equivalente con igualdades, agregando variables auxiliares z; de la siguiente manera:

min f(x)
h

sujeto a i(z) ., m 9)
i(
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Para reescribirlo de la forma canénica basta definir gj(z, z;) = g;(z) + z?.
El caso inverso es mas ficil todavia. Para convertir un problema de igualdades en desigualdades
basta reescribir,

min f(z)
sujeto a hi(z)=0,i=1,...,m (10)
como
min f(x)
sujeto a —hi(z) <0,i=1,...,m (11)
hi(x) <0,i=1,...,m

3.1. Ejemplos/ejercicios

Restricciones de igualdad Bertsekas 3.1.3, 3.1.6 (media geométrica vs. aritmética), 3.1.7 (centroi-
de restringido), 3.1.8 (angulos de un triangulo).

Desigualdad 3.3.1 (sencillito para ir calentando), 3.3.2, codigo de Shannon,

4. Meétodos basados en el Lagrangeano

En esta parte vamos a ver cémo resolver problemas con restricciones en base a secuencias de
problemas sin restricciones. Hay dos grandes familias de métodos de este tipo.

Una es la de los métodos de punto interior, pensados originalmente para problemas lineales. Estos
métodos revolucionaron la optimizacién en la década de los ’80, con una serie de trabajos de Kamarkar.

La otra se basa en el Lagrangeano aumentado. Mientras que los primeros son algo maduro y
estandar, los segundos estan, al momento de escribir estas notas, en el frente de la optimizacion
moderna, siendo adaptables a problemas muy diversos, en particular a problemas modernos para los
cuales utilizar métodos tipo punto interior puede no ser una buena idea.

4.1. Breve resena sobre métodos de punto interior o barrera

Consideermos el problema

min f(zx)
sujetoa  g(x) <O0. (12)
La idea es resolver en su lugar el problema
min f(z) + " B(x) (13)

para una secuencia decreciente de valores €*. La funcién B(x) es acotada en el interior del conjunto
factible S = {z : g(z) < 0} y tiende a infinito rdpidamente al acercarse al borde. Ejemplos tipicos de
B(x) son }_;log —gj(z) 0 — >, ﬁ

De esta manera, todas las soluciones z* de (13) son puntos factibles del problema original. Luego
puede verse (muy fécil de ver geométricamente) que a medida que ¥ decrece, la penalizacién se vuelve
inconsecuente en S y por ende 2* tiende a la solucién z* del problema original (12). Es mads, si la
solucién z* estd en el borde, puede verse que z¥ se acerca arbitrariamente cerca a z* a medida que
aumenta k.

5. Lagrangeano aumentado

Recordemos la forma del lagrangeano aumentado para resolver el problema min f(z) sujetoa h(z) =
0,
c
Le(x,\) = f(x) + Ah(2) + 5llh@)]*, (14)
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La idea es aproximar la solucién del problema original mediante la solucién de (14). Hay dos formas
de lograr una buena aproximacién: a) usando una buena estimacién de A\*, b) con un A arbitrario,
haciendo tender ¢ a infinito. Veamos el Ejemplo 3.2.1 del Bertsekas como ilustracion.

5.1. El método de penalizacién cuadratica

Veamos primero el caso més simple de implementar, que es ir aumentando c. Historicamente éste
es el primer método que se utilizé, incluso con A = 0. Las siguientes proposiciones, ambas faciles de
demostrar, establecen la convergencia de este tipo de métodos.

Proposicién 1 (Convergencia del método de penalizacién cuadritico exacto). Supdngase que f y h
son continuas, que {x : h(x) = 0} es un conjunto no nulo, y que para cada k = 1,... se puede calcular
el minimo global z* de,

min L (2, \F), (15)

donde {\*} es acotada y 0 < c& < cF*1 para todo k con ¥ — oo. Entonces todo punto limite de la
secuencia {x*} es un minimo global del problema original.

En la practica uno no obtiene el minimo global exactamente, sino que se contenta con un punto
cercano, por ejemplo uno que cumpla

Vo Ler (2%, A0)]| < €,

para €® pequeno. La siguiente proposicién muestra que ain en este caso se puede llegar al minimo
global, aunque bajo condiciones sobre €*, la vieja y querida condicién de regularidad.

En realidad en este caso se muestra que se llega a un punto que cumple las condiciones necesarias
de optimalidad, no necesariamente el 6ptimo. Por otro lado, el método de demostracién de la siguiente
proposicién nos da explicitamente el valor en el limite de A\*, y como veremos adelante, una forma de
actualizarlo.

Proposicién 2 (Convergencia del método de penalizacién cuadrético exacto). Supdngase que f y
h son continuamente diferenciables, que {x : h(x) = 0} es un conjunto no nulo, y que para cada
k=1,... se puede obtener un punto z* tal que,

IV Lor (2, AF) || < €, (16)

donde {)\k} es acotada, € > 0, € — 0, 0 < & < 1, & = o0o. Ademds se asume que una
subsecuencia de v*, {x¥} ;¢ converge a un x* tal que Vh(z*) tiene rango completo m. Entonces,

(W 4 ch(a™) i — N,
donde (z*,\*) satisfacen las condiciones necesarias de primer orden,

Vi(z*) £ NVh(z*) =0, h(z*) =0.

Demostracion. (pendiente, la hacemos en el pizarron por ahora). O

5.2. Consideraciones practicas

Ver ejemplo 4.2.2

El método anterior tiene como problema principal el mal condicionamiento al que eventualmente
se llegua para valores grandes de ¢*. Una posibilidad es utilizar un escalado tipo Newton (comiin
o diagonalizado); eso ayuda mucho. Lo otro que ayuda mucho es utilizar warm restarts, es decir, al
resolver el problema para ¢*t1, utilizar la solucién del problema anterior ¥ como punto de partida.
Aqui surge una relacién de compromiso: si ¢® y ¢**1 son muy distintos, entonces z* puede ser muy
distinto de zF*! y no ayudar demasiado en acelerar la resolucién del nuevo problema. Por otro lado,

la convergencia del método en su totalidad se acelera mucho si ¢* crece répidamente.
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5.3. Manejo de desigualdades

Podemos trabajar desigualdades en el marco del método anterior convirtiendo las desigualdades
en igualdad como vimos en (8) y (9). Luego las proposiciones anteriores se aplican sin cambios al
problema convertido. Ademds, resulta que es posible optimizar separadamente los z* y los zj’-“, y que la
actualizacion de éstos tltimos tiene una forma cerrada muy sencilla, por lo que el costo computacional
adicional de agregar esas variables es modesto.

(ver libro, capaz que lo vemos en el pizarrén)

El 1inico problema es que el la Hessiana del lagrangeano aumentado puede ser discontinua, lo cual
motiva la existencia de otros métodos que luego veremos.

6. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

Consideremos ahora la posibilidad de actualizar la secuencia {\*} de modo que tienda al vector
de multiplicadores de Lagrange \*. Bajo ciertas condiciones, esto evita la necesidad de llevar ¢ a
00, lo cual reduce el mal condicionamiento de los subproblemas. Como ventaja adicional, la tasa de

convergencia de estos métodos es mejor que la de los que sélo miran c*.

6.1. Método exacto

La idea es aplicar el método visto anteriormente, actualizando
NHL = XN 4 ch(a").

La idea sale de la proposicién 2, donde se tenfa que {\* + c*h(z*)} — A\* cuando z* se aproxima al
optimo.
Ver ejemplo 4.2.4

6.2. Método inexacto

De la misma manera que para el caso del método de la penalizacién, se puede mostrar convergencia
si en lugar de exigir que z* sea la solucién exacta de cada subproblema, se exige sélamente que el
gradiente del lagrangeano aumentado en z* tenga norma decreciente y tendiendo a cero.

6.3. Convergencia, tasa de convergencia, consideraciones practicas

Como se dijo, puede demostrarse que los métodos anteriores convergen a un minimo local (global
si el problema es convexo). También puede demostrarse que la convergencia de estos métodos es lineal,
y es superlineal si ¢* — oco. Claro que la linealidad aqui se aplica al paso “grande” k; si el problema
se vuelve mal condicionado a medida que aumenta k, los problemas pueden ser cada vez mas dificiles
de resolver y en total arruinar la eficiencia del algoritmo.

En definitiva, hay que probar con distintas recetas. Lo que se sugiere en el Bertsekas es utilizar
una ley exponencial para c®, ¢**1 = 3¢*, con 8 > 1. También se sugiere utilizar valores de § de hasta
10, siempre y cuando se utilice un método robusto frente al mal condicionamiento para resolver los
subproblemas, por ejemplo Newton.

6.4. Penalizaciones no cuadraticas para problemas con desigualdades

En problema con la penalizacién cuadrética es que la Hessiana es no diferenciable incluso si f y h
lo son. En este caso puede sustituirse la penalizacién cuadratica por otra que cumpla el mismo rol y
que garantice que la Hessiana sea siempre diferenciable y definida positiva. Un ejemplo es la funcién
B(z) =¢e® — 1.



