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Parte del siguiente material estd inspirado en el capitulo 1 del libro “Intro-
duccion al Cdlculo”de Fernando Peldez Bruno, a quien agradezco su consen-
timiento para su utilizacion.

1 Introduccion

Este material pretende mostrar una serie de problemas que pueden ser mode-
lados y resueltos mediante sucesiones. Los ejemplos presentados son solamente
unos pocos de un vasto conjunto de interés en varias ramas del conocimiento.

2 El Modelo Exponencial a Tiempo Discreto:
Bolas de nieve y ovillos de lana

2.1 Bolas de Nieve: Interés compuesto

Vamos a modelar la evolucién de un capital (dinero) que genera intereses.
Llamemos C al capital inicial (medido en alguna unidad monetaria tal como
pesos, ddlares, euros, etc.). Supongamos que dicho capital es colocado a una
tasa anual T' con capitalizacién anual.

Esto significa que en cada periodo el interés se calcula sobre el capital mas
los intereses previos. Llamemos s, al saldo o cantidad de dinero en el ano n.

Al comienzo tenemos
So = C

Al finalizar el primer ano, el saldo es la suma del capital inicial més los intereses

generados, esto es
S1 :C+TC=C(1+T)

Al finalizar el segundo ario, tendremos

so=51+Ts1=6:(1+T)=CA+T)1+T)=C(1+T)?



Es claro (se puede demostrar por Induccién Completa) que si mantenemos estas
reglas de juego por n anos, al finalizar el n-ésimo ano tendremos

Sp=C(1+T)" (1)

A modo de ejemplo, supongamos C = 1000, T = 0.06 (una tasa del 6%
anual), con lo que s,, = 1000(1.06)™. Notemos que al ser 1 4+ T mayor que 1, al
elevarlo al exponente n esta cantidad crece cada vez més (de ahi lo de bola de
nieve).

La siguiente tabla muestra la evolucién de nuestro saldo segin pasan los anos.
Si por ejemplo deseamos saber cuantos anos debemos esperar hasta tener 4000

tiempo 0 1 2 3 4 5) 10 20 30

saldo 1000.00 1060.00 1123.60 1191.02 1262.48 1338.23 1790.85 3207.14 5743.49

Table 1: Interés Compuesto

unidades monetarias, lo que estamos buscando es el n tal que C'(1.06)™ = 4000,
o lo que es lo mismo el n tal que (1.06)" = % =4.

Esto no es otra cosa que el logaritmo de 4 en base 1.06, el exponente al
cual debemos elevar la base 1.06 para que nos de igual a 4. Los logaritmos
pueden interpretarse entonces como tiempos de espera hasta que una
funcion exponencial alcanza un cierto valor.

Ahora bien, las calculadoras solamente tienen teclas para logaritmos en base
10 o en base e. No hay tecla para logaritmos en base 1.06.

La férmula de cambio de base nos permite subsanar este inconveniente :

__loge(a)  logio(a)

1 = =
ogs(e) loge(b)  logio(b)
log.(4
Entonces logy.06(4) = logog(l( 0)6) = 23.791. Por tanto tendremos que esperar a

que pasen 24 anos para que nuestros 1.000 se conviertan en 4.000

2.2 Opvillos de Lana: Emigraciéon campo-ciudad

En el ejemplo anterior la tasa es un nimero positivo, 0 < T' < 1, pero podria
suceder que fuera un nimero negativo. Un ejemplo tipico es la migraciéon campo-
ciudad.

Supongamos una determinada villa o pueblito donde cada ano una cierta
proporcién T' de su poblacién migra hacia otra ciudad mas grande. Para fijar
ideas, supongamos que inicialmente hay C' habitantes y que s, es la cantidad
de habitantes luego de n anos de perder una proporcién T cada ano.

Tenemos que sg =C, 51 =C—-TC=C(1-T),s0=81—-Ts1 =s1(1-T) =
C(1 —T)2, y en general

sp,=C(1-T)"



El modelo del interés compuesto se sigue aplicando, pero ahora 1 — T =
1—-0.06 =0.94 < 1, por lo que al elevarlo al exponente n se va a hacer cada vez
menor (de ahf el nombre de ovillo de lana).

La siguiene tabla ilustra la evolucién de dicha poblacién para C' = 1000 y
T = 0.06. Si asumimos que en todo momento los nifos en edad escolar son

tiempo 0 1 2 3 4 5 10

20

30

saldo 1000.00 940.00 883.60 830.58 780.55 733.90 538.62 290.11

156.26

Table 2: Migracién Campo-Ciudad

un 20% de la poblacién, que cuando queden menos de 5 ninos la escuela de la
localidad cerrard (lo que obligard a dichos nifios a trasladarse quien sabe cuantos
kilémetros todos los dias), en cuantos anos es de esperar que cierre la escuela?
Lo que buscamos es n : (0.2)(1000(0.94)") < 5, 0 (0.94)" < 525. Esto es lo
mismo que n < logg.94(1/40) = 59.617 (de nuevo hemos aplicado la férmula de
cambio de base).
Vemos que de mantenerse ese proceso, en 60 anos no quedaran casi ninos en

dicha poblacién.

3 El Modelo Exponencial a Tiempo Continuo

Volvamos al ejemplo inicial de interés compuesto, con nuestra tasa T' de interés
anual, pero supongamos que el banco nos paga los intereses repartidos en dos
veces al ano.

Al finalizar el primer semestre el saldo provisorio es de C + %C =C(1+
%), este saldo a su vez genera intereses durante el segundo semestre (se llama
capitalizacién semestral) y al final del primer ailo tendremos s; = C(1+L)(1+
D =ca+%)7

Si optamos por esta opcién, vemos que nuestros 1.000 al cabo de un ano se
convierten en 1060.9, algo mas que con la capitalizacién anual. Repitiendo esto,
llegaremos a s, = C(1 + £)?".

Del mismo modo podriamos tener nuestra tasa 7T anual pero con capi-
talizaciéon mensual, con lo que nuestro saldo al finalizar el primer afo seria
s1 = C(1+ L), y luego de n afios tendrfamos s,, = C(1 + 5)'*". Siempre
manteniendo C' = 1000 y T' = 0.06, la capitalizacion mensual nos daria al final
del primer ano 1.061,6, ain mayor que con la capitalizacién semestral.

En este punto uno se pregunta que pasaria si la capitalizacién fuera diaria.
En este caso s1 = C(1+ %)365, lo que en nuestro caso nos darfa 1.061,831.

Y si la capitalizacién fuera cada hora, cada minuto, cada milisegundo? Lla-
mando z a la cantidad de veces por ano que se capitaliza el interés, entonces

31:C<1+§>,sn20<1+:> (2)



Si existiera el limite de las expresiones anteriores cuando x — +00 entonces
seria una suerte de capitalizacién “instante a instante”, también llamada capi-
talizacion continua.

Este problema financiero llevé a Jacobo Bernoulli (1654-1705) a estudiar el

limite
1 xT
lim (1 + >
r—400 xX

Bernoulli demostré que dicho limite es finito y lo designé inicialmente con
la letra b. Este limite resulté coincidir con la base de los “logaritmos natu-
rales” estudiados afios antes por John Neper (1550-1617).

Leonard Euler (1707-1783) estudié en profundidad este ntimero b, bau-
tizandolo con la letra e, nombre que se mantiene hasta hoy.

Utilizando que
1 xT
lim <1 + ) =e
r—+o0 xT

T x
lim (1 + > =l
Tr——+o0 X

podemos decir que si la capitalizacién es continua, entonces el saldo al finalizar
el primer ano vale

Yy que

51 = Ce”

y que al finalizar el n-simo ano vale
8, = CeT™ (3)

En nuestro ejemplo, el saldo al final del primer afio es s; = 1000e%%6 =
1061, 83. Esta cantidad es lo més que se le podria pedir a nuestro hipotético
banco.

Notemos que la unidad temporal (afio) no juega papel alguno. Lo importante
es que tenemos una unidad temporal que luego se subdivide cada vez maés.

Si el problema fuera el de una poblacién de bacterias que se multiplica, la
unidad temporal podria ser la hora o el minuto.

4 Algunas aplicaciones

4.1 Modelo de Enfriamiento de Newton

Este modelo establece que si tenemos un cuerpo a una temperatura C' en un
medio ambiente a temperatura Th; con C > Ty, entonces el cuerpo perderd
calor (se enfriard) en forma proporcional a la diferencia de temperaturas con el
medio ambiente circundante.

Esto implica que al comienzo (cuando la diferencia de temperaturas entre
cuerpo y medio es grande) el cuerpo pierde calor rdpidamente, pero a medida
que se va enfriando y la diferencia de temperatura con el medio se hace menor,
pierde calor cada vez més lentamente.



De modo similar, si el cuerpo tiene menos temperatura que el medio circun-
dante entonces se calentarda con una velocidad proporcional a la diferencia de
temperaturas entre el mismo y el medio. Esto explica porqué un termo mantiene
el agua fria por méas tiempo que el que mantiene el agua caliente.

Veremos que este modelo es en esencia el modelo exponencial. El capital
inicial C' es en este caso la temperatura inicial del cuerpo en cuestién (también
llamada Tp), y el saldo s, es la temperatura del cuerpo n unidades de tiempo
después, que llamaremos T,,. Supondremos que T, se mantiene constante.

Dada una unidad de tiempo (p.ej. minutos), la temperatura pasado un
minuto sera

T'=C—-k(C—-Ty)=C(l—k)+kTy

donde k es la constante de proporcionalidad. Siguiendo el mismo razonamiento,
al final del segundo minuto la temperatura es

To=Ty— k(T —Tv)=T1(1—k)+ kTwm

sustituyendo T obtenemos
Ty =C(1 — k) + kT (1 — k) + KTy

Razonando igual,

Ts =T —k(To —Tan) =To(1 — k) + kT
sustituyendo 75, obtenemos

T3 =C( = k)3 +kTn(1 — k)2 + kT (1 — k) + kT
Induccién mediante, llegamos a que
T,=Cl—k)"+kTu[(1—k)" '+ 1 —k)" 2+ +1—k) +(1—k)°

Veamos cuanto da la suma dentro del paréntesis cuadrado (a la que llamaremos
Sp—1). Si llamamos u = 1 — k, debemos calcular S,,_; = Wl 244
ul 4+ ud.

Notemos que

(1—u)Sp_1 =1 —uw)[l+u+tu?+-+u""]

Aplicando distributiva y cancelando términos, vemos que (1 —u)S,—1 = 1 —u",
de donde (suponiendo 1 —u # 0, o sea k # 0)

1—u"
Sn—1= 1—u
) . 1—-(1-kK"
Si deshacemos el cambio u = 1 — k, tenemos que S, = — Por
tanto tenemos que
n 1- (1 — k)n n n
T,=C1-kK)"+kIy————=CA—-k)"+Ty1-(1-k)")

k



Sacando (1 — k)™ de factor comin, obtenemos
T, =(C—=Tu)1—k)"+Tnm
y si llamamos K = C' — T, entonces
T, =K1 —k)"+Ty (4)

que es el modelo exponencial de la ecuacién (1) més una constante Ty.
Si pasamos a tiempo continuo como en el ejemplo del interés compuesto,
tendremos

k/' nxT
T, =K <1 - m) + Ty (5)

Tomando limite cuando x — +00 obtenemos
T, = Ke ™ 4Ty, (6)

siendo K =C —Ty =Ty — T

4.2 Reemplazo de circulante

Supongamos que se desea reemplazar los billetes en circulacién por billetes
nuevos, mas dificiles de falsificar. Una forma razonable de hacerlo es a través
del sistema bancario, reemplazando los billetes viejos (los cuales son destruidos)
por billetes nuevos.

Supongamos que el total circulante es de 10.000 millones (délares p.ej.) de
los cualels cada dia ingresan 50 millones al sistema bancario. Al final de cada
dia los bancos reemplazan los billetes viejos por los nuevos, y al otro dia esos 50
millones regresan a la calle. Cuanto tiempo hard falta para reemplazar el 99%
de todo el circulante?

Si medimos el tiempo en dias, llamemos TC' al total de circulante (10.000
millones) y s, a la cantidad (medida en millones) de circulante nuevo al finalizar
el dia n. Entonces s = 50.

Esto es, al final del dia 1 tenemos 50 millones en los bancos cuya totalidad
se reemplaza por billetes nuevos y al dia siguiente salen a circular.

Al final del dia 2, volvemos a tener 50 millones en los bancos, pero ahora no
son 100% billetes viejos, sino que hay una proporcién de billetes nuevos que no
hace falta reemplazar. Por tanto al final del dia 2 la cantidad de billetes nuevos
seran los 50 millones ya cambiados mas los que se cambien de los 50 millones
que al final del dia estdn en los bancos. Esto es,

50
52:51+50(1—7‘%) =5 (1—Tc>+50:99.75

Razonando igual,

S92 50
S3 82+50( c 52< Tc)+50



reemplazando ss obtenemos

50 50
S3 = <1 - TC> + 50 { (1 - TC)] = 149.25

Razonando igual,

50
54:53+50(17ﬁ):53 <1Tc)+50

y reemplazando s3 obtendremos
3 1 2
50 50 50
= 1——=— 1 1-—— 1-——
S4 81( ) + 50 —l—( TC) +( TC’)

TC
Sn = Sp_1 + 50 (1 - Sz’jg)

= 198.505

Como

tomando factor comun obtenemos

50
n=5n_1|1—=— 50
S Sn—1 ( TC) +
Por induccién llegamos a que
50 \"! 7
Como s; = 50, reemplazando llegamos a que
J
= 502 <1 -~ )

j=n—1 u”

Como Z W = —— , tomando u=1— 2% o tenemos que
—u

50 \" 50 \"

Llamando K =TC y k = % = 0.005, tendremos

sp=K—K(1—-k"

Que es el mismo modelo usado para el enfriamiento.
Si asumimos que los bancos van reemplazando los billetes viejos a medida
que ingresan (un reemplazo continuo) en lugar de esperar a cerrar para luego

reemplazar, tendremos
k nx
Sp=K—-K|1——
x



Tomando limite obtenemos
sn=K(1—e")=K—Ke™ (7)

que es la ecuacién (6) con las dos constantes iguales. Si sustituimos k por su
valor, obtenemos

s, = K — Ke=50/TC _ ¢ (1 _ e—50n/TC)

Para hallar n tal que el 99% del circulante es reemplazado, teniendo en cuenta
que K = T'C, hacemos K (1 —e ™) = 0.99K, o sea 1 — e~ "F = (.99.
1 —nk

Esto equivale a buscar n tal que 155 = e~ "%, o lo que es lo mismo,

e =100

de donde
i log(100) TC

k50
dfas (dos anos y medio!).

Es claro que si en lugar de entrar diariamente a los bancos 50 millones del
total (apenas el 5 por mil del total circulante) lo hiciera una proporcién mayor,
el tiempo de espera se reduciria. Si p.ej. entraran 100 millones por dia a los
bancos en lugar de 50, el tiempo hasta haber substituido el 99% del circulante
serfa la mitad del anterior (pruébelo!).

Asimismo si nuestro objetivo es el reemplazo del 90% del circulante viejo,
entonces para cualquier k entre 0 y 1 el tiempo de espera serd la mitad que para
el caso 99% (pruébelo!).

Si queremos que el reemplazo al 99% tenga lugar en 30 dias (tardar 30 veces
menos que esos dos afios y medio), cudnto dinero deberia entrar diariamente a
los bancos? Calcule dicha cantidad

Otra pregunta que nos podemos plantear es respecto a el tiempo minimo
que necesitaremos para efectuar el reemplazo de ese 99%. Llamemos kpsq, a
la mayor proporcién posible de manejar por el sistema. En nuestro ejemplo
seria el mayor porcentaje del total circulante que los bancos pueden manejar
diariamente. Entonces

log(100) = 921,23 ~ 921

log(100) “n

kMaa: -

Para el caso limite en que kjrqr — 1 (el sistema bancario recibe diariamente
casi todo el circulante), tenemos n — log(100) ~ 4.605, por lo que es imposible
lograr cambiar el 99% del circulante en menos de 4 dfas.

4.2.1 Observaciones

Todo modelo es una simplificacién de una realidad compleja. En ocasiones hay
determinados supuestos o hipétesis que formulamos de manera inconsciente.



1. En este caso hemos dado por descontado que los 50 millones que al final
de cada dia quedan en los bancos, al otro dia salen y se mezclan uniforme-
mente con el resto del circulante, de modo que la proporcion de billetes

n—1

nuevos en el total al final del dia n es STC , v por tanto la proporcion de

Sn—1

billetes viejos en el total es 1 — =27 y en los 50 millones es 50 (1 - 3%61).

2. Asimismo estamos suponiendo que la cantidad total de dinero a reemplazar
es constante, siempre son T'C' = 10.000 millones, cuando es natural pensar
que puede ingresar dinero desde fuera (exportamos algo) o salir dinero
(importamos algo).

4.3 Dialisis

Los rinones filtran la sangre, separando substancias de desecho que son elimi-
nadas en la orina. Supongamos un individuo cuyos rifiones no funcionan bien.
Periédicamente (por ejemplo una vez a la semana) dicho individuo deberd conec-
tarse durante un cierto tiempo (medido en horas) a un dispositivo de didlisis, el
cual filtra la sangre imitando el trabajo de los rifiones.

La analogia con el ejemplo anterior de reemplazo de billetes es evidente,
pero ahora la cantidad de substancias a eliminar no es constante, dado que el
organismo del paciente produce continuamente nuevas substancias de desecho
mientras estd conectado a la maquina de dialisis.

Supongamos que por unidad de tiempo ingresa una cantidad constante D
de substancias de desecho al torrente sanguineo (que supondremos constante e
igual a 5000 ml.).

Sea dy el total de substancias de desecho en sangre que tiene el paciente
cuando se conecta al dializador. Supongamos que el dializador puede limpiar
por completo una cantidad C' de sangre por unidad de tiempo (en ml.). Entonces

di=do+D—C do do (1 ¢ >+D

5000 ~ 5000

Una hora después, tendremos

dy c
—di+D-— =d (1-—)+D
do=di +D=Cpapp = ( 5000) +

Sustituyendo d; obtenemos

¢\’ C
—dy(1—-—) +D |1+ (1-—
a2 do( 5000) * [ +< 5000)]

Es claro que

Como



tenemos que

c \" 5000 c\"
tn=do (1= 55) + D% 1= (152 ]

sacando factor comun obtenemos

4 _ [, _8000D)(  C "+5000D
N c 5000 C

Si llamamos Ky = [dy — 5202 | = % y Ko = 3%0P obtenemos
dpn =Ki(1-k)"+ K,
Como el filtrado se hace continuamente, tendremos

dn = [(1677“’C + KQ (8)

(aparece nuevamente la ecuacién (6)) y deshaciendo los cambios de variable,

d - la _5000D 6_%+5000D
n — 0 C C

4.3.1 Observaciones

1. La ecuacién (8) nos dice que hay un piso igual a K», por lo que es razon-
able preguntarnos qué podemos hacer para que K> sea lo mas pequena
posible. Como Ky = % y no controlamos D, lo que debemos hacer es
incrementar C. Cuanto més sangre por unidad de tiempo pueda procesar

nuestro filtro, menor serd K.
2. Si tomamos « € (0, 1), el tiempo de espera hasta que d,, = ady es

_ LK
"T %%\ ad — K,

(pruébelo!). Sitenemos en cuenta que el argumento del logaritmo debe ser
positivo, obtenemos que C' > 5[;00?0[) , la maquina debe tener una capacidad
de filtrado minima para que el modelo sea aplicable. Por ejemplo si dy =
100, D =2 y a = 0.1, obtenemos C' > 1000, nuestra maquina debe filtrar

al menos 1000 cc. de sangre por hora.

4.4 Desintegraciéon Radioactiva

Existen elementos cuyos d4tomos son inestables (tienen un exceso de energia que
deben perder para llegar a una configuracién de minima energia, o sea estable).

Por ejemplo cada dtomo de Uranio tiene una pequena probabilidad de perder
energia mediante la emisién de particulas para terminar convertido en Plomo,

10



el cual es estable. Dicha emisién de particulas es lo que se conoce como ra-
dioactividad.

Como todos los &tomos de Uranio tiene la misma chance de emitir particulas,
de eso resulta que la cantidad de atomos de Uranio que emiten particulas en
cada instante es proporcional a la cantidad de Uranio presente.

Tenemos por tanto un modelo exponencial del tipo ovillo de lana, donde la
cantidad de Uranio decrece en el tiempo en forma proporcional a la cantidad
existente, convirtiéndose en Plomo.

Si llamamos y,, a la cantidad de Uranio observada en tiempo n (habitual-
mente anos), tendremos que

Yn = Ae_km

donde A,k son constantes y k > 0 (k depende del material en cuestién). Es
inmediato que yy = A, de donde el modelo es

Yn = yoe_’m (9)

Observemos que segun el modelo, y,, decrece hacia 0 cuando n — +o0, pero
que nunca vale 0. Por tanto carece de sentido preguntarnos cudnto tiempo
deberemos esperar para que p.ej. 1 mgr. de Uranio se convierta en 1 mgr. de
Plomo.

Lo que si nos podemos preguntar es cuanto tiempo hara falta para que la
mitad del Uranio se convierta en Plomo. Este tiempo es lo que se conoce como
vida media.

Para hallar dicho tiempo, buscamos n tal que yoe ¥ = 11, 0 sea e~

kn _
2
Despejando obtenemos

(SIS

1
n=- log(2)

Notemos que no depende de yy. Para el Uranio 235 p.ej. este tiempo es de
7,038 x 10® afios (unos 700 millones de afios).

Este hecho es la base para un método de datacién geoldgica. En una
versién sencilla, si en una muestra de roca hallamos nédulos de Uranio/Plomo y
suponemos que cuando la roca fue creada el nédulo era 100% Uranio, midiendo
la proporcién de Uranio respecto del Plomo podremos calcular cuanto tiempo
ha pasado desde la formacién de dicha roca.

Veamos como hallar el tiempo necesario para que el remanente sea una
proporcién 0 < a < 1 de la cantidad inicial.

Si ¥, = yoe "™ y buscamos n tal que y, = yoe~
n tal que

kn — ayg, debemos buscar

Esto nos da

n—llo l
ok & «

El Uranio no es el inico caso de elementos inestables que buscan estabilizarse
mediante la emisiéon de particulas. En el caso del Carbono, la gran mayoria de
los 4tomos de Carbono son estables, el Carbono 16. Pero cada tantos atomos

11



de C-16 hay &tomos inestables de C-14 (Carbono 14), los cuales se convierten
en C-16 siguiendo el mismo modelo que el Uranio. En el caso del C-14 la vida
media es de 5730 anos, lo que lo vuelve una herramienta 1itil para datar material
biolégico de relativamente poca edad.

Los organismos vivos continuamente estan intercambiando Carbono con el
medio (el C-14 se convierte en C-16 pero ingresa nuevo C-14 al organismo),
manteniendo una proporcién C-14/C-16 estable. Al morir el organismo, el in-
tercambio con el medio cesa y el C-14 atrapado en el cuerpo se va transformando
en C-16.

Midiendo la tasa C-14/C-16 de los restos puede calcularse el tiempo tran-
scurrido desde la muerte de dicho material.

4.5 Metabolizacion de sustancias

Cuando ingerimos p.ej. un medicamento, nuestro cuerpo comienza a metabo-
lizarlo de modo tal que la cantidad de medicamento metabolizado es propor-
cional a la cantidad existente.

Al comienzo se metaboliza rapidamente, pero a medida que queda menos
cantidad ésta demora mas en metabolizarse.

Tenemos el mismo modelo exponencial decreciente de la desintegracion ra-
dioactiva. De nuevo el modelo predice que siempre quedaran restos en nuestro
sistema de cualquier medicina que hayamos ingerido en nuestra vida.

Por ello muchos medicamentos traen en la letra pequena el tiempo de vida
media en plasma. P. ej. para el ibuprofeno dicha vida media en plasma es de
unas 2 horas.

4.6 Curvas de Aprendizaje

Un modelo utilizado por los psicélogos en sus estudios sobre como aprendemos
establece que cada persona puede aprender algo hasta un cierto “techo”, y que
aprendemos en forma proporcional a lo que nos falta para llegar a nuestro techo.
Esto es, al comienzo (cuando no sabemos nada respecto del tema o habilidad o
tarea en cuestién) aprendemos rdpidamente, pero a medida que sabemos més
sobre lo que estamos aprendiendo nuestro aprendizaje es cada vez maés lento.

Llamemos Cj a nuestro conocimiento inicial en la tarea o habilidad o tema
sobre el cual vamos a aprender, y M a nuestro techo en dicho tema. Supongamos
que medimos el tiempo de entrenamiento en horas, entonces C; = Cy + k(M —
Co)=Co(1—k)+ kM, Co =Cy+ k(M —Cy) =Ci(1 — k) + kM, sustituyendo
(1 obtenemos

Cy=Co(1 —k)* + kM[1+ (1 - k)]

y en general

Cn,=Ch_1+ ]{J(M - Cnfl) = Cn(l - k‘) + kM

12



sustituyendo y haciendo induccién obtenemos

n—1
Cn=Co(1—k)"+ kMY (1—k) (10)
§=0
n—1 ) 1— (1 - k)n
Como Z(l — k) = — sustituyendo en (10) y sacando factor comiin
7=0
llegamos a
Cpn=(Co—M(A-k)"+M (11)

que es nuevamente la ecuacién (4). Asumiendo que aprendemos a tiempo con-

tinuo, obtendremos
Cru = (Co — M)e™ + M (12)
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