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Capitulo 1

Curvas paramétricas

1.1. Curvas

Definicion 1.1.1. Una curva paramétrica es una funcion « : [ — R™ continua a trozos

(m=2,3).

x = x(t)
«) 9 y=ylt)
z=1z(t)

Una curva C es la imagen de una curva paramétria,
C = «(I).

Se llama parametrizacion de la curva € a cualquier curva paramétrica o« que cumpla
que «(I) =C.

C=imajgen de a

\=curva paramétrica
N
\y

a b
X
Ejemplo 1.1.1. 1. Recta en el espacio. Sea C la recta pasando por el punto (xo,yo, zo)
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6 1.1. Curvas

con direccién vV = (a, b, c).

VA
A
(x0.Y%0.,%0)
Y a(t)=(Xo,Y0,20) +tv
Y
X
Una parametrizacion de la recta es
X =1%o+ at
a)¢ y=yo+bt.
z=2zp+ct

2. Circunferencia en el plano. Sea C la circunferencia de centro el origen y radio a
en el plano.
N

asen(t) a(t)

Sea o(t) = (acost,asent), t € [0,27] una parametrizacién de €. Otra parametriza-
cién de la misma curva es B(t) = (a cos 2t, asen2t)7 t € [0,7]. La diferencias entre
estas dos parametrizaciones es la velocidad con la cual recorren la curva.

Definicién 1.1.2. Sea « una curva paramétrica de clase C', a(t) = (X(t),y(t),z(t)).
Definimos el vector velocidad de la curva en un punto t como

La velocidad de o en t es el escalar

l (0] =/ (' (1) + (' () + ()
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Observacion 1.1.3. Si existe el vector velocidad y es no nulo entonces es tangente a la
curva.

Ejemplo 1.1.2. Calcular el vector velocidad de la curva paramétrica o(t) = (r cos wt, T senwt) ,
t € [0,27] en t = 0. Derivando obtenemos que

«'(t) = (—rw senwt, Tw cos wt)

ent=0 «(0)=(r,0)y «’(0) = (0,Tw).

a’(0)

dh
NI

Definicion 1.1.4. Sea « una curva paramétrica. Definimos el versor tangente como el
versor tangente a la curva (si existe) con sentido que indica la orientacién de la curva. Si
existe o’ (t) y es # 0, entonces el versor tangente es

o' (t)

lo ()]

Definicién 1.1.5. Sea « una curva paramétrica de clase C' con oc’(to) # 0. La recta
tangente a « en oc(to) es

v

L(t) = «(to) + (t —to) e’ (to)

a(t)
o(tp)

L(t)

Ejemplo 1.1.3. Sea « la curva que pasa en t = 0 por (3,6,5) con vector tangente
(1,—1,0). Calcular la recta tangente.

L(t) =(3,6,5) +t(1,—1,0)

Observaciéon 1.1.6. La tangente es la trayectoria que seguiria el punto si se ”libera”de
la curva en el instante t.

t —t

Ejemplo 1.1.4. Una particula sigue la curva «(t) = (e ,€ 5, cos TEt). Se va por la tangente

en el instante t = 1. Donde est4 en el instante t = 37
o/(1) = (e,—e1,0) y (1) = (e, e, —1), entonces
L(t) = (e) e_] y —1 ) + (t - 1)(6, —6_1,0)

y en t = 3 la particula se encuentra en L(3) = (3e,—e ', —1).



8 1.2. Longitud de arco

1.2. Longitud de arco

Considerar una curva paramétrica o : I — R? de clase C' regular (ot/(t) # 0 para todo
t). Podemos pensar «(t) como la trayectoria de una particula con rapidez S(t) = Hoc’(t) H ,
esta trayectoria traza una curva en el espacio. ;Cudl es la longitud de esta curva conforme

t varia de, digamos, a a b? Intuitivamente, esto debiera ser precisamente el total de la
b

distancia recorrida, esto es J S(t)dt. Esto nos conduce a la siguiente definicién.
a

Definicién 1.2.1. Sea « : [a,b] — R™ una curva paramétrica de clase C! regular. La
longitud de arco de « esta definida como

b
(o) :J o (1) dt.

Para curvas en R3, si notamos a la curva «(t) = (x(t),y(t),z(t)), la férmula es

b
o) = J \/[x'(t)]2 + [y (0] + [2/(v)]at,

a

y para curvas en R?, a(t) = (x(t),y(t)), la férmula es

b
o) = J VIO + [y .

a

Ejemplo 1.2.1. La longitud de arco de la circunferencia de radio r, «(t) = (r cost, Tsent),
para t € [0,27], es

27t
) = J \/(—r sent)2 + (rcos t)zdt = 27,
0

lo cual no es mas que la circunferencia de un circulo de radio r. Si permitimos que 0 < t <
47, hubiéramos obtenido 47tr, pues la trayectoria recorreria dos veces el mismo circulo.

Ejemplo 1.2.2. Hallar la longitud de arco de la hélice definida por p : [0,47] — R3,
p(t) = (cos 2t, sen2t, \/gt)

El vector velocidad es p’(t) = (—2 sen2t, 2 cos 2t, \@) que tiene médulo

o/ (1)]] = y/4{sen2t)? + d(cos 20)2 + 5 = V9 = 3.

Entonces la longitud de arco de p es

47T 47t
1(p) _J o' (0] dt _J 3dt = 12m,
0 0
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Definicién 1.2.2. Sea € una curva con parametrizacién o : [a,b] — R3, B : [c,d] — R3
es una reparametrizacién de la curva € si 3¢ : [c,d] — [a,b] de clase C! sobreyectiva
con @’(t) # 0 para todo t € [a,b] y tal que p = o @.

m g
P S
>/B(t)‘a(q>(t))

Observacién 1.2.3. Si ¢’(t) > 0 entonces @ es creciente y 3 preserva la orientacién

de la curva C.
m C
b
®
J

A4

c d

Si @’(t) < 0 entonces ¢ es decreciente y  revierte la orientacién de la curva C.

Definiciéon 1.2.4. Sea C una curva parametrizable. Decimos que dos parametrizaciones
« y B son equivalentes si una es reparametrizacion de la otra mediante una funcién

creciente.
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Definicién 1.2.5. Sea C una curva parametrizable y « : [a, b] — R™ una paramétrizacién
inyectiva de clase C' regular. La longitud de arco de € est4 definida como

b
1(©) = 1« :J o' (1)) .

Observacion 1.2.6. Esta definicién no depende de la parametrizacién escogida. Sea f3 :
[c, d] — R3 una reparametrizacién de «. entonces p = x o @, donde @’(t) # 0.

d d d d
1B) =J Hrs'(t)udtzj H(aocp)'(t)udtzj Hoc’(@(t))@'(t)udt:j o (@ ()| l” (¢)]dt.

Vemos que pasa si @ es creciente, el caso decreciente queda a cargo del lector.
Si @ es creciente, entonces ¢@’(t) > 0. Por lo tanto

d b
1(B) =J Hoc’(@(t))||<p'(t)dtzj o' (w)| du = ).

La ultima igualdad surge de hacer el cambio de variable u = @(t).

Definicién 1.2.7. Sea  una curva paramétrica de clase C' regular. Definimos la funcién
de longitud de arco s(t) como

s(t) = J |’ (T)||dr.

La funcién s(t) nos da la longitud del arco recorrido entre los tiempos a y t. Observar
que s es una funcién continua, con derivada

()= o)

continua y positiva. Entonces, por el teorema de la funcién inversa, existe una funcién t(s)

diferenciable con derivada
t'(s) = a_1 1
ds s’ Hoc’H'

Consideremos la reparametrizacién de la curva « por y(s) = oc(t(s)), donde el nuevo
parametro es la longitud de arco. Aplicando la regla de la cadena tenemos que

(1)
l’

_dy  dadt

V() = P = g = w5 =

= [[¥'(s)]| =1, Vs.

Parametrizar una curva por longitud de arco equivale a recorrer la curva con velocidad
de médulo constante igual a 1.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la hélice x(t) = (a cos t, asent, bt). Hallar la parametri-
zacién por longitud de arco de esta curva.

«(t) = (—asent,acost,b) = |[la’(t)]| = Va?+ b2
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Entonces

t
s(t)=| Va2 +b2dt=+vVa2+bt = t(s S
=], )= Voo

La parametrizacién de la hélice por longitud de arco es

v(s) = <acos (2) , asen (2) ’b§> ,

donde ¢ = Va2 + b2.

1.3. Teoria local de curvas

Estudio desde el punto de vista geométrico. Queremos definir parametros locales que
describan propiedades geométricas de las curvas.
Este estudio se realiza con curvas parametrizadas por longitud de arco.

Lema 1.3.1. Sea p: 1 — R3 diferenciable tal que ||B(s)|| = ¢ para todo s € 1. Entonces
B’(s) L B(s) para todo s € L.

Demostracion. HB(S)H =c = B(s)- B(s) = c?. Derivando obtenemos que

B'(s) - B(s)+B(s)-B'(s) =0 = B'(s)-B(s) =0 = B'(s) LP(s)Vsel
O

« s . . -
Definicién 1.3.2. Sea « parametrizada por longitud de arco de clase C2. El versor t'(s) =
«’(s) se llama versor tangente a la curva en s. El nimero k(s) = |la”(s)|| se llama
curvatura de o en s.

Observaciéon 1.3.3. Veamos que k(s) nos da una idea de la rapidez con que la curva
cambia su direccién. Sean so,s € I y @(s) el dngulo que forman t(s) y t(sp). Como

Ht(S)H = Ht(so)H =1 tenemos que Ht(s) —t(so)H = 2sen <$)

;t(So)

Si tomamos el limite cuando s — sy tenemos que @(s) — 0y Ht(s) — t(so)H ~ @(s) =
@(s) — @(so). Entonces

ot = i, 1= 00 g ) 0ln) _ g,

S—So S — S0 S—So S — 8o

Entonces k(sg) = @’(so) mide la rapidez con que cambia el dngulo de la tangente en el
punto Sp.
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Teorema 1.3.4. Sea 3 : I — R3 de clase C? tal que HB’(S)H =1 para todo s € 1. Entonces

k(s) =0enl & B(I) estd contenida en una recta.

Demostracién. (=) «”(s) = 0 en I entonces integrando o’(s) = cte =ven I = «(s) =
vs + u, con u,v constantes. Las ecuaciones «(s) = vs +u, s € R definen una recta en el
espacio.

(&) «(I) contenido en una recta, puedo escoger dos versores u, v perpendiculares a la
recta y entre si. Se cumple
x(s)

(eels) — ax(so)

(ee(s) — «(sp)) -v=0

Derivando, obtenemos que «/(s) -u =0, &/(s) -v = 0. Entonces «’(s) L u, «’(s) Lv =
a’(s) es colineal con u/A\v

«'(s) =A(s)(uAV), AeR.

Como Hoc’(s)“ = ‘7\(3)‘ = 1 entonces A(s) = F1 para todo s € I. Como A(s) es continua sélo
se puede tomar uno de los dos valores, entonces A(s) es constante. Por lo tanto A’(s) = 0
para todo s € 1. Entonces

«”(s) =A(s)(uAV) =0=k(s) =0.
]

Ejemplo 1.3.1. Sea y(t) = (R cost, Rsent) la circunferencia de centro (0,0) y radio R.
La parametrizacién por longitud de arco es

)= (Reon(3) R ()

o’ (s) = —% (cos <%> , Sen (%)) = k(s) = ]ﬁ

Cuanto mayor es el radio de la circunferencia méas lentamente se curva y menor es la

Entonces

curvatura.

Definicién 1.3.5. Sea « parametrizada por longitud de arco de clase C?, k(s) # 0. El

1
nidmero p(s) = —— se llama radio de curvatura.

k(s)

Definicién 1.3.6. Sea « parametrizada por longitud de arco de clase C?, k(s) # 0. El

— o’(s)

versor 1 (s) = K(s) se llama versor normal a la curva.
s

.2 - . . .
Observaci?n 1.3.7. Como t (s) = o/(s) tiene médulo constante deducimos que o’ L ”.
Entonces t (s) L T (s). El vector tangente a la curva y el normal son ortogonales.
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Ejemplo 1.3.2. Consideremos la curva «(s) = (R COS (%) , Rsen (%)) Entonces

5= o (3) ().

entonces k(s) = % y T(s) =— (cos (%) , sen (%))

H
Definicién 1.3.8. El plano que pasa por «(s) determinado por los vectores t y T se
llama plano osculador. Al punto Q = «(s) + p(s)T(s) se llama centro de curvatura.

La circunferencia en plano osculador de centro Q y radio p(s) se llama circunferencia
osculatriz.

. dsculatriz

p de curvatura

1.4. Triedro de Frenet

I_)}eﬁnicién 1.4.1. Dada una curva « de clase C? tal que k(s) # 0 definimos ?(s) =
t(s) A T (s) que completa una terna ortonormal. A este vector se lo llama binormal y
al conjunto {?, ﬁ, b } se lo llama triedro de Frenet de la curva en s.

El plano por «(s) con vectores F) y T se llama plano normal a la curva y el plano por
a(s) con vectores t y b se llama plano rectificante.

Proposicién 1.4.2. Sea « de clase C? tal que Hoc’(s)H =1y k(s) # 0 para todo s.
Entonces el vector b’(s) es colineal con n(s).

Demostracion. Como Hb(s)H = 1 tenemos que b’ L b. Ademds b = t /A n, entonces
b =t'An+tAn  =knAn+tAn’ =tAn’ por lo tanto b’ L t. De estas dos
propiedades concluimos que b’ es colineal con n. O

Definicién 1.4.3. Como b’(s) es colineal con n(s) existe T(s) escalar tal que
b'(s) = —t(s)n(s),
T(s) se llama torsién de « en s.

Observar que la variaciéon de b con s corresponde a la variacién del plano osculador
(perpendicular a b). Por lo tanto t(s) mide la rapidez con la cual la curva «(s) “se sale”
de un plano.
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Teorema 1.4.4. Sea o : I — R3 de clase C? tal que Hoc’(s)” =1, k(s) # 0 para todo s.
Entonces
T(s) =0 en 1 & «(l) estd contenida en un plano.

Demostracién. (=) T =0 entonces b’(s) = 0 entonces b(s) = by constante. Consideremos
(e(s) -bo)/ =a'(s) - by + afs) - by = &’(s) - by =1t-by =0.

Entonces «(s) - bg = d (constante), de lo cual deducimos que «(s) - bg — &(sp) - bop =0 =
(oc(s) — oc(so)) - by = 0 para todo s € 1. Entonces «(s) estd en el plano ortogonal a by
pasando por o(sg).

(&) Supongamos «(s) pertenece a un plano 7 para todo s € I. Sea u un versor normal
al plano 7. Entonces a(s) — a(sg) L u para todo s € 1. Por lo tanto (oc(s) — oc(so)) -u=0,
para todo s € 1.

Derivando esta igualdad obtenemos que a’(s) -u =0 = t(s)-u =0 (t L u). Derivando
nuevamente obtenemos que n-uw = 0 por lo cual n L u. De estas dos condiciones deducimos
que u es colineal con b(s) para todo s € 1. Entonces b(s) = £u para todo s € I. Como b(s)
es continua tenemos que b(s) es constante y por lo tanto b’(s) = 0, de lo cual deducimos
que T(s) = 0 para todo s € L. O

Férmulas de Frenet: Las siguientes formulas nos dan las derivadas de los versores del
triedro de Frenet

t' = kn t/ 0 k 0 t
n’ = —kt+tb otambién [ n/ | =] -k 0 = n
b’ = —tn b’ 0 —1 0 b

La primera férmula es la definicién de n (t" = «”), la dltima es la definicién de T. Veamos
como deducir la segunda féormula.
Recordemos que n = b /A, si derivamos esta ecuacién obtenemos que

n=b'At+bAt =—1(nAt)+bA (kn) =1(tAn) —k(nAb) =1b —kt.

Calculo explicito de la torsion:

Recordar que (u,v,w) = (uAv)-w.
Para probar esto usaremos la segunda férmula de Frenet:

b-n'=b.-(—kt+1b)=—kb-t+1b-b=r.
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" / (X// (X/// _k/
(s)=b-n' = (t/\n)-(%) :<oc’/\>-<+oc”< 2>>
o (Xl// k(x// k k/ k
- (“'Ak) S <“'Ak> (kz)
(%)%

" (OL//\ oc”) cal

/
*N )X 12
_ ((X/) (x//) (X///)
_ -

Ejemplo 1.4.1. Consideremos la hélice parametrizada por longitud de arco

(s) = <acos (%) , asen (Z> ,bg) ,

donde ¢ = Va? + b2.

a’(s) = _c% (cos (2) , sen <Z) ,0) = k(s) = a a

2 aZ4b?

n(s) =— (COS <Z> , sen (Z) ,O) paralelo al plano xy,

a t s a ) s ]lf b S b s\ a
b(s) =t(s)An(s)=| —%sen () Lcos(f) 2 |= —_sen <E) )= cos (E) o)
— Cos g) —sen (%) 0

Entonces

T(s)—E—ib
2 aZ+ b

En este ejemplo tanto la torsién como la curvatura son constantes.
Calculo para curvas cualesquiera: Sea y(t) una curva cualquiera, el camino para

hallar t,n, b, k, T serfa reparametrizar la curva por longitud de arco y luego aplicar las
férmulas anteriores. Es més cémodo, sin embargo, tener formulas explicitas.

/ " Ay "Av") Av!
_>: y/ ) ?: y//\‘Y// ) ﬁ):b/\t: (y//\y//)/\y/ )
vl haasd (v A7) Al

IIH

o Ay _ )
- , T= :
vl v Ayl
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Veamos como deducir estas formulas: y(t) = o(s(t)) donde s es la longitud de arco

(s'(t) = | (]
C

a b
t=s' o
S
c d

Derivando, usando la regla de la cadena, tenemos que

,yl
ly'II°

Y =os' =T =T =
Derivando nuevamente tenemos que
,Y// = a"s? 4+ ols! = kﬁH,Y/HZ + ?S”

Sy AV = TIVIA TP+ T5”) =Ky P An) = Ko

— Y//\y// 3
=AY " AY"[| = Ky
Entonces ) ;
= I Al
Il

(v A AY =K Po Aty =Ko At =Ky

. W _ (,Y//\,Y//) /\,Y/
16" Ay Ay

Para deducir la férmula de T hay que calcular (y/,y”,y") en funcién de («, ", x”).

1 AY)AY =Xy




Capitulo 2

Integrales de linea

Definicién 2.0.5. Una curva diferenciable «: [a,b] — R? es cerrada si «(a) = «(b). Si
ademds, la funcién « es inyectiva en el intervalo (a,b) entonces se dice que la curva es
una curva cerrada simple.

Observacién 2.0.6. Una curva cerrada simple es homeomorfa al circulo S', es decir, tiene
la misma topologia de un anillo. La curva o: [0,1] — R? dada por:

«(t) = (acos(2nt), bsin(2mt))

es una curva diferenciable cerrada, de hecho dicha curva resulta ser una elipse de semiejes
ayb.

Definicion 2.0.7. Un campo escalar es una funcién
f:ACR" =S R.
Un campo vectorial es una funcién vectorial
F:ACR" > R™
Ejemplo 2.0.2. = Campos escalares:

1. los campos que proporcionan la densidad,
2. los campos que proporcionan la temperatura,

3. los campos que proporcionan la altura.
= Campos vectoriales:

1. Campos de fuerzas: campos eléctricos, campos gravitatorios.

2. Campos de velocidades: corrientes oceanicas, velocidad de un fluido, movimien-
to del viento junto a una superficie aerodinamica.

3. Campos de flujos: el que describe el flujo del calor.

17
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Ejemplo 2.0.3 (Campo gravitacional). La ley de gravitacién de Newton establece que

mMG

Fl| =
Pl ="

Sea (x,y,z) el vector posicién del objeto de masa m, y M concentrada en el centro de la
Tierra (origen de coordenadas), entonces T = ||(x,y,z)||, por tanto la fuerza de gravedad
que actlia sobre el objeto de masa m es

(xy,z) = —mMG (x,1,2)
15w~ w2 P Y

F(x,y,z) = _HFH

2.1. Integrales de linea de campos escalares

Definicién 2.1.1. Sea f: U € R?> — R un campo escalar continuo, « : [a,b] — U una
curva paramétrica de clase C' y sea C = Im(«) la curva descrita por «. La integral de
linea de f a lo largo de C se define por

b
J ds :J (o)) || o' (1)] .
C a

Si la curva es cerrada representamos la integral sobre esta curva como §C.

Observacién 2.1.2. = Sia(t) = (x(t),y(t),z(t)) cable y f(x,y,z) densidad de masa
en (x,y,z) = [ fds es la masa total del cable.

= Sia(t) = (X(t),y(t),z(t)) cable y f(x,y,z) temperatura en (x,y,z) = La tempera-
tura promedio del cable « es

1
long(C) Jc fds.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos el campo escalar f (x,y, Z) = x? +y? + 22 definido en todo
R3 y la hélice dada por y(t) = (Cos t, sent, t) con 0 <t < 2m. Hallar IC fds.

f(y(t)) = cos? t +sen’t +t* = 1+t

v'(t) = (—sent,cost, 1) = |[y'(t)| = Vsen2t + cos? t + 1 = V2.
Por lo tanto

2

Lfds = rn\/io +th)dt = \fZJ

0 0

ﬂ1+tzdt—\/§(t+t3> ‘h—z\/in(1+4n2>.
3/ 1o 3
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Interpretaciéon geométrica: Si f(x,y) > 0 sobre los puntos de la curva C, entonces
la integral se puede interpretar como el area lateral de la porcién de superficie que tiene
como base en z = 0 la curva C y como altura z = f(x,y) para los (x,y) € C, como se
muestra en la figura.

L2

Jxt),y(t)
T Ly

x . o(t)=(x(t),y(t))

Propiedades

1. Linealidad: Para cualesquiera escalares A, L,

J (M + ug)ds:?\J fds—i—uj gds.
c c c

2. Aditividad: Si Cy, C; son tales que C = C; U Cy, entonces

J fds :J fds—i—J fds
C Cy Cz

3. Independencia de la parametrizacion: Sean (oc, la, b]) y ([3, [c, d]) dos parame-
trizaciones de la misma curva C y f: U — R campo escalar continuo, entonces

b d
J f(oc(t))Hoc’(t)Hdt:J £(B(1))[|B(1)]|at.

a

Ejemplo 2.1.2. Sea f: U € R® — R definido por

4+x2+yr+2°
f(X,y,Z) = 3—X2—y2—Z2

done U es la bola de centro (0,0,0) y radio v/3 y € la curva parametrizada por o(t) =
(cos t, v/2 sent, cos t), te [O, \/ﬂ Entonces

(o) = 452 =6, o0 = [ (~sent, VZcont, —sent)| = v2

y
Vi Vi
des-J f(oc(t))Hoc’(t)Hdt—J 6V2 =12.
C 0 0
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2.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Ejemplo 2.2.1. La fuerza gravitacional de la Tierra sobre un objeto de masa m es un
ejemplo de campo vectorial

mMG

—(xy,2).
|y, 2)|°

F(X>U)Z) =

Donde M es la masa de la Tierra y G la constante de gravitacion universal.

Definicién 2.2.1. Sea X : U — R3 un campo vectorial continuo en un conjunto U € R3 y
C una curva de clase C! en U (con parametrizacién « : [a,b] — U). Definimos la integral
de linea de X a lo largo de C como

b
J X-ds :J X(x(t)) - o/ (t)dt.
C

a

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el campo vectorial en R3 definido por X(x,y,z) = (x,y, z)
y la hélice «(t) = (cos t, sent, t) cont e [O,4Tt].
Entonces que X(oc(t)) ol (1) = (cos t, sent, t) . (—sent, cos t, 1) =t. Por lo cual

47t

1 .4
J X-ds:J tdt = 12| = 8.
C 0 2 0

Interpretacién fisica: Si X es un campo de fuerzas y (x,y,z) representa una particula
que se desplaza a lo largo de la curva € entonces

J X-ds es el trabajo de la fuerza a lo largo de la curva.
¢

Notacién clasica: Sea X = (P, Q, R) un campo vectorial en el espacio continuo sobre
una curva de clase C', C, parametrizada por «(t) = (x(t),y(t),z(t)) con t € [a,b]. Se
tiene por definicion:

b
L X-ds = J TP (x(t), y (1), 2(6))x(t) + Q(x(t), (1), 2(t) )y’ (1) + R(x(t), (1), z(t))2’ ()] dt.

a

lo que explica que frecuentemente se use la notacién:
J X-ds = J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz = J Pdx + Qdy + Rdz.
C C C

Las expresiones w = Pdx+ QdyRdz se denominan 1-formas diferenciales o formas
diferenciales de grado 1.
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Ejemplo 2.2.3. Consideremos la integral de linea J x?dx + xydy + dz donde C tiene la

C
siguiente parametrizacion, o(t) = (t, 2, 1), t € [0, 1]. Entonces X(x,y,z) = (xz,xy, 1) y

0 3757

‘1 1.2 11
5 15

1
1 1

J x2dx +xydy + dz = J 4+ 2t%dt = -3+ 2200
C 0 3 5

Proposicion 2.2.2. Sean (oc, [a, b]) Y ([3, c, d]) parametrizaciones de C que preservan
orientacion y X : U — R3 campo vectorial continuo, entonces

d

b
J X(a(t)) - oc’(t)dt:J X(B(t)) - p'(t)dt.

a C

Demostracion. Como « y (3 preservan orientacién 3¢ : [c,d] — [a, b] biyectiva creciente
de clase C! tal que B(t) = oc((p(t)), entonces

X(B) - B'(t) =X(x(e1)) - (ax(@(1)) = X(x((1)) - &’ (@ (1)) @ (1)

Entonces 4

d
| x(Beo)-priat = | X(a(o)) - «'(or0) o0t

C C

Haciendo el cambio de variable u = @(t) (du = @’(t)dt) tenemos que

Cambio de orientacién:

J X-ds:—J X - ds,
—e e

donde —C€ es la misma curva pero recorrida en sentido contrario.

Sea o : [a,b] — R3 parametrizacién de €, definimos —o : la,b] — R3 como
—at) =ax(a+b—t).

Obsetrvar que —x es una reparametrizacién de € que revierte la orientacién, donde la
funcién @ es @(t) = a+ b —t. Entonces —a es una parametrizacién de C.

J X ds = Jb X(—alt)) - (—o(1))dt = Jb X(ala+b— 1) -a/(a+b—t)dt
—C

a a

= JGX(oc(u)) o (u)du = —Jb X(e(w)) - &' (u)du = —JC X - ds,

haciendo el cambio de variable u =a +b —t.
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Propiedades: Sea C la curva en R? y « definida sobre [a,b] una parametrizacién de
clase C'. Consideremos X, Y campos vectoriales definidos y acotados sobre C. Entonces:

(i) (Linealidad respecto del integrando) Para cualesquiera escalares A, w,
J (7\X+uY)-ds:7\J X-ds—i—uJ X - ds.
C C c

(ii) (Aditividad respecto al camino de integracién) Si C;, C; son tales que C =
Ci1 U Cy (si «(t) parametrizacién de C entonces al variar t en [a,c] tenemos una
parametrizacién de Cy y al variar t en [c, b] tenemos una parametrizaciéon de C,, con

a < c <b), entonces
JX-ds:J X-ds—l—J X-ds
C Cy C2

(iii) (Continuidad) U X - ds| < M1(C). Donde M = max{|[X(p)|| : p € C} y LC) es la

C
longitud de arco de la curva C.

JX-ds
C

b b
< J X (e[|’ (1)]]dt < J M||o’ ()] dt = ML(C).

b b
[ xtatn - a'ta] < [ xtate) - a'to)ar

a a

Ejemplo 2.2.4. Consideremos el campo vectorial X(x,y) = (\fy, x> + y), (x,y) € R,
y > 0. Calcular la integral de linea de X desde (0,0) hasta (1,1) a lo largo de las siguientes
curvas:

(a) Larectax(t)=t, y(t) =tcon0<t<1.
Parametrizacién «(t) = (t,t) = o/ (t) = (1,1) y X(«(t))-o/(t) = (Vt, +1)-(1,1) =
vVt + t3 + t. Entonces
1 1 2)1 17

1
2
X.ds = t+t+tdt =32+ tr+ —tf| = =,
L SL‘[JFJF EAR AR N IS T

(b) El camino x(t) =t%, y(t) =13, 0<t < 1.
Parametrizacién «(t) = (t4,13) = o/(t) = (2t,3t%) y X(x(t)) - &’(t) = (t¥%,° +
t3) - (2t,3t%) = 2t5/2 + 3t® + 3t°. Entonces
59

1
J X-ds = J 262 4 318 4 3t%dt = ==,
c 0 42



Capitulo 3

Campos de gradientes

3.1. Campos de gradientes

Definicién 3.1.1. Sea f : U ¢ R®> — R un campo escalar de clase C' definido en un
abierto U C R3. El gradiente de f en p € U es el vector

of of of
f={=(p)—/p)—) ).
Vot = (510 g 9 510
Vf:U — R3 definido por (Vf)(p) = Vo, f es un campo vectorial.
Ejemplo 3.1.1. 1. Sea f:R3 — R dado por f(x,y,z) = x? +y? + z*. Entonces

Vi(x,y,z) = (2x,2y,2z).

2. Sea f:R?® — R dada por f(x,y,z) = xsen(y)e>*. Entonces

5

V(f) = (sen(y)e’*, x cos(y)e’*, xsen(y)5e>).

Definicién 3.1.2. Un campo vectorial X : U ¢ R> — R3 continuo es un campo de
gradientes si existe f : U — R de clase C' tal que X = Vf en U. Se dice que f es el
potencial escalar de X.

Observacién 3.1.3. Si U es conexo entonces dos potenciales de un campo de gradientes
difieren en una constante:

X =VfyX=Vgen U entonces V(f— g) =0 en U, entonces f — g = cte y por lo tanto
f=g+cte.

Ejemplo 3.1.2 (Campo eléctrico de una carga puntual). El campo eléctrico generado por
una carga puntual en el origen estd dado por
q

E(x,y,z) =k
” (X2 +y2 +22)

3/2 (X)y)z’)'

De forma sencilla se deduce que la funcién

q
(x2 +y? -l—ZZ)]/Z

f(X, Yy Z) =-k

23



24 3.2. Integral de linea de un campo de gradientes

verifica que Vf = E de donde resulta que E es de gradientes.
El potencial eléctrico es la funcién V que verifica E = VV y V(c0) =0, con lo cual

q
(2 +y?+22

V(x,y,z) = —k )1/2.

3.2. Integral de linea de un campo de gradientes

El siguiente resultado puede entenderse como una versiéon de la Regla de Barrow para
integrales de linea, o como una versién “vectorial” de dicha regla.

Teorema 3.2.1 (Regla de Barrow para integrales de linea). Sea f : U C R3 — R un
potencial escalar de un campo X de clase C' definido en un abierto U C R3 y € una curva
contenida en U de origen A y extremo B. Entonces:

J X-ds =f(B) —f(A).
e

En particular, si el camino C es cerrado, se tendrad:

ﬂgX-ds:O.
e

Demostracion. Sea «(t) = (X(t),y(t),z(t)), t € [a, b] una parametrizacién de €. La inte-
gral de linea de X entre a y b a lo largo de « viene dada por

b

Lx ds = L Vf-ds = Jb Vf(a(t)) - o (t)dt = J (f(«(t))) dt

a a

— t(a(v)|’

a

=f(x(b)) — f((a)) = f(B) — f(A).

En particular, si € es cerrada concluimos que
EJ[; X-ds=f(B)—f(A) =0.
e

O]

Definicion 3.2.2. Una curva C es cerrada simple si existe una parametrizacion « :
[a,b] — R3 tal que a(a) = «(b), «: (a,b) — R3 es inyectiva y a(t) # «(a) = «(b) para
todo t € (a,b).

Teorema 3.2.3. Sea X: U C R3 = R3 campo continuo en U. Son equivalentes

1. Existe f: U — R de clase C' tal que Vf = X. (X es de gradientes).

2. % X -ds =0 para toda curva cerrada simple C' en U.
e
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3. J X-ds = J X - ds para todo par de curvas C1 y Cy con el mismo origen y el mismo
¢ C2

extremo. (X es conservativo).

Demostracion. (1) = (2) Sea o : [a,b] — U una parametrizacién de €. Como X es de
gradientes tenemos que

% X-ds = f(a(b)) — f(x(a)) =0.
e

(2) = (3) Sean €7 y €, dos curvas con el mismo origen y el mismo extremo. Entonces
consideremos la curva cerrada € = Gy — G, y por la afirmacién (2) tenemos que

0:§X-ds:J X-ds—J X-dséJ X-ds:J X - ds.
cC @] ez (‘f] @2

(3) = (1) Sea po € D fijo, donde D es una componente conexa de U . Definimos el campo
escalar f: D — R como

f(x,y,z) —J X - ds,
e

donde € es una curva cualquiera simple con origen po y extremo p = (x,y,z) contenida
en D. (Dicha curva existe porque D es abierto y conexo).

Diremos que un subconjunto de U es conexo si dados dos puntos cualesquiera del mismo
existe una curva que los conecta contenida en el subconjunto. Este concepto es el de arco
conexo, concepto méas fuerte que el de conexién (ya que arco conexo implica conexo).
Tenemos que probar que Vf = X de lo cual deducimos en particular que f es C' en D.
Sea q = (x + h,y,z), con h suficientemente pequeno para garantizar que el segmento
pq € D.

Tomemos la curva €’ con parametrizaciéon «(t) = (x 4+ th,y,z), si X = (P, Q, R) se tiene
que

1
f(x +hyy,z) — f(x,y,z) :L . X-ds—LX‘ds:J’(3 X-ds:JO X(eet)) - &’ (t)dt
U ! /

1
:hj P(x + th,y,z)dt = hP(x + Oh,y,z), para algin 6 € (0,1).
0

El valor 0 existe por el teorema de valor medio para integrales.
f(X + h,y,z) B f(X)y)Z)
h

of
= P(x,Y,z). De donde se deduce que P Pen D.

Entonces lim
h—0
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of of
De forma andloga se prueba que — =Q y — =R en D.
oy 0z
Trabajando de modo analogo en cada componente conexa de U se obtiene el resultado.

O

Observaciéon 3.2.4. Si f{[; X -ds # 0 para alguna curva cerrada, entonces X no es de
(¢
gradientes.

Por otra parte, no es suficiente que § X - ds = 0 para infinitas curvas para concluir que
(¢
el campo es de gradientes como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Sea X(x,y) = (x,xy) y C; la circunferencia de centro (0,0) y radio r
parametrizada por &, (t) = (rcost,rsent), t € [0,27]. Entonces

27t

27
ﬂg X-ds = J (rcost,r*sentcost)(—Tsent,rcost)dt = J (—% cos t sent+13sen t cos? t) dt
. 0 0

27 2 2 3 2

27
T
=17 J cos tsen tdt + 13 J sentcos’ tdt = —— cos>t| — —cos®t| =0.
0 0 2 0 3 0
. oxy 0x .. . )
Sin embargo - y#0= 3 que es una condicién necesaria para que sea de gradientes
x Yy

(como veremos en el siguiente teorema).

Teorema 3.2.5. Sea U C R® un abierto y X = (P, Q, R) un campo vectorial de clase C!
en U. Si X es de gradientes en U entonces

R _2Q

P 2Q P 9R
dy 9z’ oy ox’ 9z Ox’

Demostracion. Como X = (P, Q, R), campo vectorial de clase C', es de gradientes existe
f: U — R de clase C? tal que Vf = X. Entonces

of of of
P=_— =_—, R=—_—.
ox’ Q oy’ 0z

De lo cual se deduce que

OR dof ¥ o d0of 2Q

dy  dydz dydz 0zdy 0zdy 0z

Para garantizar que las derivadas segundas cruzadas de f coinciden estamos usando que f
es de clase C? y el teorema de Schwartz. De igual forma se deducen las otras dos igualdades.
O

Fl siguiente ejemplo muestra que las condiciones del teorema previo no siempre son
suficientes para que un campo vectorial sea de gradientes.
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Ejemplo 3.2.2. Sea S =R? — {(0,0)} y X:S — R? el campo vectorial dado por

—y X
X(X)y) = <X2+y2>xz+y2> .

Veamos que las derivadas cruzadas coinciden pero sin embargo X no es de gradientes.

— P —x?+y?
P(X,U)Z%éiziyz
X~ ty Y (2+y?)
x 0Q —x*+y?
Q(X)y) ~ 2 +7y2 = a = 7(7(2 +y2>2
oP 0
Entonces — = 9Q para todo (x,y) € S.
oy  0x

Para ver que X no es de gradientes en S calculemos la integral de linea de X a lo largo
de la circunferencia unidad dada por «(t) = (cos t, sent), t € [0, 27].
27 27 27
jg X-ds = J X(oc(t))-oc’(t)dt = J (—sent, cost)-(—sent, cost)dt = J (semzt—i—cos2 t) dt =2t # 0.
(¢ 0 0 0

Entonces X no es de gradientes.
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Capitulo 4

Teorema de Green

El teorema de Green relaciona la integral de linea de un campo vectorial sobre una
curva plana con una integral doble sobre el recinto que encierra la curva. Este tipo de
teoremas resulta muy util porque, dados un campo vectorial y una curva cerrada simple
sobre la cual hay que integrarlo, podemos elegir la posibilidad més simple entre integrar el
campo directamente sobre la curva o bien integrar la diferencia de sus derivadas parciales
cruzadas sobre en recinto que delimita la curva. Por otro lado, la relacion asi establecida
entre la integral de linea sobre una curva y la integral doble sobre la regién interior a esta
permite a veces obtener informacién sobre una funcién o su integral en un recinto a partir
del comportamiento de la funcién sobre la frontera de dicho recinto.

Antes de enunciar el teorema de Green vamos a precisar qué entendemos por una curva
cerrada simple orientada positivamente. Sabemos ya que toda curva simple tiene dos
posibles orientaciones, y que éstas son invariantes por reparametrizaciones cuyas funciones
de cambio de variables tienen derivada positiva. Ahora bien, jcémo distinguir entre una
y otra orientacion? ;Qué hacer para privilegiar y reconocer una de las dos? Hay varios
procedimientos para conseguir esto.

Para distinguir el sentido de recorrido de la curva cerrada € en un dibujo hacen falta

tres puntos: indicando el orden por el que se debe pasar por tres puntos. Esto determina
univocamente la orientacién de la curva.
Cuando se trata de curvas planas, hay ademads otros criterios cldsicos: se puede decidir si
la curva debe recorrerse en sentido horario o en sentido anti-horario. Por convencién se
suele considerar que el sentido anti-horario es el sentido positivo, y el sentido horario es
el negativo. Y como este criterio es dificil de distinguir si la curva es muy grande, o muy
complicada, también se puede decidir indicando si la regién acotada por la curva debe
quedar a la izquierda segun se recorre la curva (sentido positivo) o a la derecha (sentido
negativo).

Diremos que una curva cerrada simple ¢ C R? es regular a trozos si se puede
parametrizar mediante un camino y que a su vez puede escribirse como concatenacién
Y1+ Yk de una cantidad finita de caminos vyj : [aj,bj] — R? cada uno de los cuales es
de clase C' y satisface que yj'(t) =# (0 para todo t € [aj, bj] (en particular, podra dejar de
ser diferenciable en una cantidad finita de puntos, pero incluso en estos tendra derivadas
laterales). Para esta clase de curvas cerradas simples enunciaremos y demostraremos el

29
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teorema de Green.

Teorema 4.0.6 (Teorema de Green). Sea C una curva cerrada simple regqular a trozos,
positivamente orientada, en R? y sea D la unidn de la regidn interior a € con la curva C.
Sea X = (P, Q) :U C R? = R? un campo vectorial de clase C' definido en un abierto que
contenga a D. Entonces

%C X-ds = ”D (Qx — Py) dxdy. (4.1)

(o0t 0

Probar (6.2.2)) es equivalente a probar las dos siguientes igualdades

Demostracion.

N
7

3€C Pdx = — ”D g:dxdy. (4.2)
ﬂ;c Qdy = HD %dxdy. (4.3)

En efecto, si estas formulas son vélidas, obtenemos ([6.2.2)) sumandolas. Reciprocamente,

si (6.2.2) es cierta podemos obtener (4.2)) tomando Q = 0 en (6.2.2)), y de forma andloga
obtenemos (4.3)), tomando P =0 en (6.2.2).

Veamos (4.2)) para una clase especial de regiones D
D={(xy) eR*:a<x<bf(x)<y<gx)}

donde f y g son funciones reales de clase C' a trozos.

A

g(x)

D
B
a b

Esta regién D estd limitada por una curva cerrada simple C = 0D regular a trozos que
puede expresarse como concatenaciéon de cuatro caminos:

C=C+C;—C3—0Cy,
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(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino denotan que se recorre
el camino en sentido opuesto al especificado); aqui, C; estd parametrizado por y;(t) =
(t,f(t)), a <t <b; Cyloestd por y2(t) = (b,t), con f(b) < t < g(b); C3 es y3(t) =
(t,g(t)), a < t < b; y C4 viene dado por y4(t) = (a,t), f(a) <t < g(a). Nétese que,
a lo largo de C; y de C4, x = x(t) es constante, luego dx = 0 sobre estos caminos, y las
correspondientes integrales de linea se anularan, mientras que sobre los restantes caminos
es dx = 1. Entonces se tiene que

% de:J de+J de—J de—J Pdx =
9D Cy Cz Cs3 Cs

JC] Pdx — LS Pdx = Jb P(t,f(t))dt — Jb P(t,g(t))dt,

a a

y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental del cédlculo,

oP b
— —dxdy = —J
J.[D ay a [
b

b
:J P(t,f(t))dt—J P(t,g(t))dt.

a a

()
[ ] o= s v

Combinando estas igualdades se obtiene (4,2)).

Ahora probaremos (4.3]) para otra clase especial de regién D, limitada por las graficas
de dos funciones x = @(y), x = P(y), congp <. Es decir, ahora tenemos que

D={(xy) eR:c<y<doly <x<by}

4

d
v(y)
o(y) D
C

con @, P funciones reales de clase C'. Como antes, D est4 limitado por una curva cerrada
simple C = 0D C! a trozos que puede expresarse como concatenacién de cuatro caminos
regulares a trozos:

C=—Ci+Cr+C3—0Cy4,

donde C; estd parametrizado por yi(t) = ((p(t),t), c <t<d Cesvyalt) = (t,0),
con @(c) <t < P(c); C3es y3(t) = (W(t),t), c <t < djy Cqes ya(t) = (t,d), con
— 0

t <
e(d) <t <YP(d). Alo largo de C; y de C4, y = y(t) es constante, luego dy = 0 sobre
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estos caminos, y las correspondientes integrales de linea son cero; para C; y C3 se tiene
dy = 1. Entonces,

iD Qdy = _JC1 Qdy +Jc2 Qdy +L3 Qdy _J Qdy =

Cy

d

_L] Qdy + LS Qdy = —Jd Q((p(t),t)dtJrJ Q(W(t),t)dt,

Cc C

y por otro lado,

[, Seosan= |
d

d
=J Q(w(t),t)dt—J Q(e(b), V) dt

C C

P(y) d
J v ?33‘1"] dy :J [Q(w(y)y) — Q(ely)y)] dy

o(y) c

luego, juntando estas igualdades, obtenemos (4.3]).

Con lo probado en los pasos 1 y 2, la férmula de Green es valida para toda regién D
que sea a la vez de tipo [ y de tipo II. Todos los circulos, los rectangulos y los triangulos
constituyen ejemplos de regiones que son de tipo I y II simultaneamente.

Para dar la demostracién del teorema en una regién R se efectia la descomposicién
de R en un ntmero finito de regiones de tipo I y II, se aplica el teorema a cada una y
se suman los resultados miembro a miembro. Las integrales a lo largo de las fronteras
interiores de las distintas subregiones se cancelan dos a dos (pues se recorren dos veces
en sentidos opuestos), y la suma de las integrales a lo largo de las fronteras exteriores de
dichas subregiones proporciona la integral de linea a lo largo de €. Por tanto, el teorema de
Green es valido para todos estos tipos de curvas. Por otra parte, la suma de las integrales
dobles sobre cada una de las subregiones proporciona la integral doble extendida a todo
R. Esto terminaria de demostrar el teorema. O

Ejemplo 4.0.3. Integrar el campo F(x,y) = (x,xy) sobre la circunferencia x* +y? = 1
recorrida en sentido positivo.

Ejemplo 4.0.4. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = (y +
3x,2y — x) al mover una particula a lo largo de la elipse 4x? +y? = 4.

Ejemplo 4.0.5. Hallar el valor de la integral
J (5—xy —y?)dx — (2xy —x*)dy,
e
donde € es el borde del cuadrado [O, 1] X [O, 1].

Una aplicacién muy importante del teorema de Green es el cdlculo de areas de recintos
delimitados por curvas cerradas simples mediante una integral de linea sobre el borde de
dichas curvas.
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Corolario 4.0.7 (Célculo de Areas). Si X = (P,Q) tales que Qyx — Py = 1 entonces
” (Qx — Py)dxdy = ” dxdy = A(D) y por lo tanto (aplicando Green)
D D

A(D) :3gaDX~ds.

Podemos considerar cualquiera de los siguientes campos para hallar el area de D.
y) = (0,x) para todo (x,y) € R%.
(i) X(x,y) = (—y,0) para todo (x,y) € R?.

(iii) X(x,y) = 1z(—y,x) para todo (x,y) € R?.

Entonces ]
A(D) :J xdy :—J ydx = J xdy —ydx.
oD oD 2 Jop

Ejemplo 4.0.6. Hallar el 4rea de la elipse D = {(x y) eR*: = g—z =1 }, con a,b > 0.
Consideremos la siguiente parametrizaciéon «(t) = (acost bsen t) 0<t<2m.

1 1 27 1 27

A(D) = 4; xdy —ydx = J ab cos® t 4+ absen’tdt = J abdt = mab.
2 Jop 2 Jo 2 Jo

Definicién 4.0.8. Una curva es de Jordan si es plana, cerrada, simple y C' a trozos.

Teorema 4.0.9 (Teorema de Green generalizado). Sean Cy,...,Cy 1 curvas de Jordan,
satisfaciendo:

(i) Dos curvas cualesquiera no se cortan.
(i) Todas las curvas Cy,...,Cy estin en el interior de Cy.

(iii) Cada Cyi estd en el exterior de C; (i #j,1,j =2,...,n).
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Sea R la union de Cy con la porcion interior a Cy que no estd dentro de ninguna C;

G=2,...,m). SiX=(P,Q) es de clase C' en un abierto S que contiene a R, se verifica:
n
” (Qx — Py) dxdy :f]g X~ds—Z§§ X - ds,

donde las curvas se consideran con orientacion antihoraria.

Demostracion. Se introducen cortes que transformen R en una reunién finita de regiones
simplemente conexas limitadas por curvas de Jordan, se aplica a cada una el teorema de
Green, y se suman miembro a miembro los resultados. Este procedimiento puede justifi-
carse facilmente para n = 2; el caso general sigue por induccién.

Sea C la curva dada por o + &2 + a3 + o4 y Ry la region limitada por C. Como R; es
simplemente conexa podemos aplicar el teorema de Green y obtenemos

ﬂg X-ds = ” (Qx — Py)dxdy
C R
La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-
cién de C:
j£ X-ds:J X-ds+J X-ds—i—J X-ds—i—J X-ds.
C X1 X2 o3 [0 %]

Sea C’ la curva dad por B1 — a4 + B2 — & y Ry la regién limitada por ella. Nuevamente,
aplicando Green tenemos que

4; /X ~ds = JJRZ(QX — Py)dxdy

La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-

cién de C':
§ X‘ds:J' X-ds—J X-ds—i—J X-ds—J X - ds.
! B1 oy B2 o

Sumando ambas igualdades obtenemos que:

J X-ds—i—J X-ds+J X~ds+J X-ds:” (Qx—Py)dxdy—i-” (QX—Py)dxdy
o B o3 B2 Ry R,
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%FC] _ﬁz X-ds = ”R(Qx — Py)dxdy.

Teorema 4.0.10. Sea X = (P, Q) de clase C' en un abierto conexo S C R?, y supongamos
que Qx —Py =0 en S.
Sean Cy y Cy dos curvas de Jordan contenidas en S, satisfaciendo:

Entonces

O]

(i) Cy estd en el interior de Cy.

(i) Los puntos interiores a Cy que son exteriores a Cy estdn en S.

Si ambas curvas se recorren en el mismo sentido, entonces

% X-ds:§ X - ds.
Cy C,

«‘\’:)\

Basta aplicar el teorema de Green generalizado con n = 2 a la regién R constituida por
los puntos situados entre C; y C, junto con las propias curvas:

%Q _ﬁ;cz Xods= ”R(QX — Py)dxdy = ”R 0dxdy = 0

% X-ds:§ X - ds.
Cq C,

Demostracion.

O

Entonces

O]

Este resultado se puede expresar diciendo que si 0P/dy = 0Q/0x en S entonces el valor
de una integral de linea a lo largo de una curva de Jordan contenida en S no varfa cuando
ésta se deforma en otra curva de Jordan en S de manera que todas las curvas intermedias
permanezcan dentro de S.

Ejemplo 4.0.7. Sean P, Q dos campos escalares de clase C' que satisfacen 0P/dy =
0Q/0x en todo el plano excepto en tres puntos. Sean Cy, C;, C3 las tres circunferencias
centradas en dichos puntos y C la curva que rodea a C; y C3 que se muestran en la
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siguiente figura, y sea I = SGCk Pdx + Qdy (k =1,2,3). Supongamos que Iy =12, I, =10

e 13 =15.

C C

(i) Hallar fﬁ Pdx + Qdy.
C

(ii) Dibujar una curva cerrada I' a lo largo de la cual % Pdx + Qdy = 1.
r

(i) Si 1 = 12, I, = 9 e I3 = 15, ;puede existir alguna curva cerrada I' tal que

% Pdx + Qdy =17
r

(i)%PdX—i—Qdy:% PdX—i—Qdy—% Pdx+ Qdy=1;—-13=12—-15=-3.
C Cy Cs

(ii) Basta considerar I' como se muestra en la siguiente figura

%de—l—Qdy:Iz—i—Ig—h—h —10+15—-12—12=1.
I

(iii) Si existe tal curva entonces deben existir a,b,c € Z tales que al; + bl +cl3 =
12a+9b+ 15¢c = 1, entonces 4a+3b + 5¢ = %, donde el primer término esta en Z y
el segundo en Q — Z lo cual no admite solucién. Entonces no existe una curva I' con
esa propiedad.



Capitulo 5

Rotor y campos conservativos

5.1. Rotor

Definicién 5.1.1. Sea X : U ¢ R? — R3 un campo vectorial de clase C'. Definimos el
rotor de X como el campo vectorial rot X : U — R3 dado por

OR 0Q oP OR 0 oP
roth( Q Q >

dy 0z’ 9z Ox’ 0x Oy
si X = (P,Q,R).

Para recordar la férmula usaremos la notacién de “operador”. Simbolo nabla: V =

d 9 .1 . A .
<&» ) a—z). Utilizando este operador podemos considerar el siguiente producto vectorial

que coincide con el rotor de X

i j k
VAX=]0/0x 0/dy 0/0z
P Q R

Entonces rot X =V A X.
Ejemplo 5.1.1. Sea X(x,y,z) = (xz,y,z) definido en todo el espacio. Hallar rot X.

i j K
rotX=| 9/0x 0/0y 9/0z | = (0,x,0).
Xz y z

Entonces rot X = (0, x,0).

Observacién 5.1.2. Si X : U € R? — R?, lo podemos pensar como un campo en R> con
tercer componente nula, es decir, X = (P, Q,0). Ahora le podemosalcular su rotor

i j k
rotX=| 9/0x 9/0y 0/0z :(O,O,QX—Py).
P Q 0

Entonces rot X = (O, 0,Qx — Py).

37
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Observacién 5.1.3 (Interpretacion fisica del rotor).

Z
F
B
> Y
0 T 73
—_\I\/Q

X

Consideremos un rigido B que gira alrededor del eje z. La rotacién se puede describir
mediante un vector W a lo largo del eje de rotacion, la direccién se escoge de manera que
el cuerpo gire alrededor de W como en la figura, con longitud w = ||W||, velocidad angular
del cuerpo B, esto es, la velocidad tangencial de cualquier punto en B dividida entre su
distancia al eje z de rotacién. Sea Q cualquier punto en B y sea 1 la distancia de Q a z

l= H?H sin 0,

donde T es el vector cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es Q. La velocidad
tangencial v de Q se dirige en sentido antihorario, a lo largo de la tangente a un circulo
paralelo al plano xy con radio 1, con magnitud

9] sin6 = wl = w|| 7| sin0 = ||| 7| sin

SV=WAT.
Debido a la seleccion de ejes, podemos escribir W= w?, T = x? + y? + Z?, de modo
que . .
7:W/\?>:—wyi + wx j

y més aun

i j k R

rot v.=| 9/0x 9/0y 9/0z |=2wk =2W.
—wy  wx 0

Por lo tanto, para la rotacion de un cuerpo rigido, el rotacional del campo vectorial de
velocidad es un campo vectorial dirigido paralelo al eje de rotacién con magnitud igual al
doble de la velocidad angular.

Si un campo vectorial X representa el flujo de un fluido, entonces rot X = O en P
significa fisicamente que el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional en P; esto es, no
tiene remolinos.

Definicién 5.1.4. Un campo vectorial X es irrotacional si rot X = O.
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Ejemplo 5.1.2. Los siguientes campos son irrotacionales.
1. X:R3® — R3 dado por X(x,y,z) = (x,Y,z).
2. X:R3 — R3 dado por X(x,y,z) = (y,%,0).

3. X:R3 — R3 dado por X(x,y,z) = (x,z,Y).

Propiedades

1. rot(aX +bY) = arot X+ brotY, a,b € R.
2. rot (fX) = frot X+ Vf A X, f campo escalar.

3. rot (Vf) =0 si f es de clase CZ.

Demostracion. 1. rot(aX+bY) = V/\(aX—i—bY) = aVAX+bVAY =arot X+brotY.

T B
2. rot(fX) = VA (fX) = a]{gx a]{gy a]{gz = (3B - 32,32 — 9, 4o o)

_ oR 0 oP oR 0 oP
- (fyR + 1R 1P — 92, P+ F — R — R £,Q + 132 —f,P — f@)

0z
oR 0 oP OR 0 oP
= (fyR_sz>fZP _fXR»fXQ _fyP) +f (@ - %’ T % - @)
= VIiAX+ frot X.
i j k

a2 2f 9?2 2f 3?2 a2
3. rot(VF) = VAVF=| 9/ox 9/dy 0/dz | = (ayafz— Lia M R s A ayafx>
of/ox 0of/d0y of/0z
=(0,0,0) porque f es de clase C?.

Corolario 5.1.5. Si X es un campo C' de gradientes entonces es irrotacional.
El reciproco en general no se cumple, basta considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.3. Sea X(x,y,z) = (ﬁ, ﬁ,O), y rot X = (0,0, Qx — Py) = 0 porque
Qx = Py. Entonces X es irrotacional. Sin embargo este campo no es de gradientes, basta
considerar C la circunferencia de centro el origen y radio 1 en el plano xy y calcular la
circulacion de X a lo largo de C.

27t 27 27
jg X-ds= J X(x(t)) - &/(t)dt = J (—sent, cost) . (—sent, cost) dt = J dt =2 # 0.
C 0 0 0

Entonces X no es conservativo y por lo tanto no es de gradientes.
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Definicién 5.1.6. Una curva C cerrada (parametrizada por « : [a,b] — U) contenida en
U es homotépica a un punto P en U si existe H : [0, 1] x [a,b] — U continua tal que
H(s,a) = H(s,b) para todo s € [0,1], H(0,t) = «(t) : [a,b] — U y H(1,t) = P para todo
t € [a,b].

Intuitivamente, esto quiere decir que C puede deformarse en U de forma continua a un
punto P.

Ejemplo 5.1.4. 1. Si consideramos o(t) = (cost,sint) la circunferencia de centro
(0,0) y radio 1, veamos que es homotépica a (0,0). Definimos H : [0, 1] x [0, 271] — R?
como H(s,t) = ((] —s)cost, (1 — s)sint), fijando s tenemos que H(s,0) = ((1 —
s),O) = H(s, 27m), ademds H(0,t) = (cost,sint) = «(t) y H(1,t) = (0,0). Entonces
H es una homotopia entre la cfa. unidad y el origen del plano.

1

2. Consideremos R3 — (0,0,1) v sea o(t) = (cost,sint, 1) curva que rodea a la singu-
laridad. definimos H : [0, 1] x [0,271] — R3 — (0,0, 1) por H(s,t) = ((1 —s)cost, (1—
s)sint, 1 — s), es una funcién continua y verifica que H(s,0) = (1 —5,0,1 — s) =
H(s,2m), H(0,t) = «(t) y H(1,t) = (0,0,0). entonces H es una homotopia entre la
circunferencia y el origen del espacio.

Definicion 5.1.7. Un conjunto U es simplemente conexo si es abierto, conexo y toda
curva cerrada contenida U es homotodpica a un punto en .

Ejemplo 5.1.5. 1. R? es simplemente conexo. Basta generalizar la construccién que
vimos en el ejemplo anterior, para probar que toda curva cerrada del plano se puede
contraer a un punto.
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2. R? —{P} no es simplemente conexo. Si tomamos una curva cerrada que encierre al
punto P no vamos a poder construir una homotopia que la lleve a un punto ya que
la singularidad nos obstruye el proceso.

3. R3 —{P} es simplemente conexo. Al tener una dimensién mas podemos evitar la sin-
gularidad y contraer cualquier curva cerrada a un punto, repitiendo el razonamiento
visto en el ejemplo anterior.

4. R3— {P1, ceny Pk} es simplemente conexo. Vale igual argumento que el caso anterior.

Teorema 5.1.8. Si X : U C R3 — R3 es un campo C' irrotacional y U es simplemente
conexo, entonces X es un campo de gradientes.

Demostracion. Veremos la demostracion para X = (P, Q) plano. Para ver que es de gra-
dientes vamos a probar que 55C X - ds =0 para toda curva cerrada simple regular a trozos
en U.

Sea D la unién de C con la region interior a C. Como U es simplemente conexo resulta
que D C U. Aplicando el teorema de Green tenemos que

jgc X-ds = ”D (Qx — Py) dxdy.

- =
Como X es irrotacional tenemos que rot X = (QX — Py) k = 0, entonces Qx — Py = 0. De
lo cual deducimos que

”D(QX—Py)dxdy zo;yfcx-ds =0.
O

Corolario 5.1.9. Si X : R — {P1,...,Pk} — R3 es un campo C' irrotacional, entonces
X es un campo de gradientes (conservativo).

Ejemplo 5.1.6. Consideremos el campo vectorial F : R? — R3 dado por F(x,y,z) =
(y,zcos(yz) + x,y cos(yz)).

1. Veamos que F es de gradientes. Basta probar que es irrotacional ya que R es sim-
plemente conexo.

i j K
rotF=| 0/0x 0/0y 0/0z =
y  zcos(yz) +x ycos(yz)

(cos(yz) — zysin(yz) — cos(yz) + yzsin(yz),0, 1 — 1) = (0,0,0).

2. Hallemos un potencial escalar f, es decir Vf =F.

of
Y= f(x,y,2) =xy + h(y, z),
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5.1. Rotor

por otro lado

dy

finalmente of
3 =Y cos(yz) = ycos(yz) + U'(z) =y cos(yz).

Por lo tanto, podemos tomar f(x,y,z) = xy + sin(yz).

of oh
— =zcos(yz) +x = x + @ = zcos(yz) + x = h(y,z) =sin(yz) + 1(z)



Capitulo 6

Superficies

6.1. Superficies parametrizadas

Definicién 6.1.1. Sea U un conjunto conexo de R%. Una parametrizacién es una funcién
continua e inyectiva

o:uU —» R
(w,v) = (X(u,v),Y(u,v), Z(u,v))

Su imagen Im® se llama superficie parametrizada en R3.

Ejemplo 6.1.1. Sea @ : R> — R’ dada por ®@(u,v) = (4 +3u—v,54 2u+ 2v,u—v),
claramente es continua. Observar que

Im®d = {(x,y,z) eR}:x=4+3u—v,y =5+2u+2v,z=u—v, para algin (u,v) € Rz}

Entonces Im® es el plano por el punto (4,5,0) y con direccién (3,2,1) y (—1,2,—1).
Los planos son superficies parametrizadas.

43
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Ejemplo 6.1.2 (Cilindro). Consideremos el cilindro x? + y? =12, 0 <z < 1.

Sea @ : [0,2m) x [0,1) — R3 dada por
O(u,v) = (r cosu, rsenu,v).

Entonces Im® = Cilindro. Ademas, es claro que @ es continua e inyectiva, por lo cual
concluimos que el cilindro es una superficie parametrizada.

2

Ejemplo 6.1.3 (Esfera). Veamos que la esfera S%:x? 4+ yz + 2?2 = 1%, menos los puntos

(0,0,71),(0,0,—7) es una superficie parametrizada.

Zl\

(0,0,-r)

Consideremos la parametrizacién @ : [0, 27) x (0,71) — R3 dada por

X = Trcosusinv
(u,v) = ¢ y = rsinusinv
Z = TCOSV

Im® =S% — {(O, 0,1), (0,0, —r)} y @ es continua e inyectiva.
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Ejemplo 6.1.4 (Toro T?). Superficie generada al girar alrededor del eje Oz una circun-
ferencia de centro (a,0,0) y radio r < a.

z
A

-

Parametrizamos primero la circunferencia: un punto genérico de ella es de la forma (a +
Tcosu, 0, Tsin u) con u € [0, 27). La matriz de giro de dngulo v en torno al eje Oz es

cosv —sinv 0
sinv cosv O
0 0 1

Entonces al girar la circunferencia en torno al eje Oz tenemos

cosv —sinv 0 a+Trcosu (a+ rcosu)cosv
sinv cosv O 0 = (a + 1 cos u) sinv
0 0 1 rsinu rsinu

Entonces una parametrizacién del toro es

®:[0,2m) x [0,2n) — R3
(u,v) —  ((a+4rcosu)cosv, (a+ rcosu)sinv, rsinu)

Observemos que Im® = T? Entonces T? es una superficie parametrizada.

Hay muchas superficies que no se pueden escribir como la imagen de una funcién
continua e inyectiva definida en un conexo de R?. Por tal motivo damos la siguiente
definicién.
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Definicién 6.1.2. Una superficie es un conjunto S C R3 tal que para todo p € S existe
U, > p abierto de R3 tal que U, N'S es una superficie parametrizada. Es decir, Vp € S
JU, CR3y @:V, C R? - R3 continua tal que Im® = U, N S.

Esto quiere decir que una superficie es el solapamiento de varias superficies parametri-
zadas.

Ejemplo 6.1.5 (Esfera). La esfera S% : x? +y% 4+ z2 = v% es una superficie. Veamos como
cubrirla por parametrizaciones.

(0,0,-1)

Consideremos la parametrizacién @1 : (0,2m) x (0,7) — R3 dada por

X = Trcosusinv
(\,v)—= < y = rsinusinv
Z = TCOSV

Imd; =S%— {(x, 0,z) : x>+ 22 =14, x > O} y @ es continua e inyectiva.
Ahora consideremos @, : (0,27) x (0,71) — R3 dada por
X = —Trcosusinv
(uyyv)—= < y = rcosv
z = Tsinusinv
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Im®; = $* — {(x,y,0) : x* + y* = r%,x < 0}.
Entonces $2 = Im®; UIm®, y @, es continua e inyectiva.. Entonces S? es una superficie.

6.2. Plano tangente

Sea @ : U c R? — R3 diferenciable en (uo,vo) € R?. Fijando la coordenada u en uy
obtenemos una funcién I ¢ R — R3 dada por t — CD(uo,t), cuya imagen es una curva
sobre la superficie (S = Im @). Sabemos que el vector tangente a esta curva en el punto
q)(uo,vo) esta dado por

oD 0Z

oX oY
Tv = E(uO)VO) = <av(u0)v0)) a(uO)VO)» av(uO)vO)> .

De manera andloga, si fijamos la coordenada v y consideramos la curva t — d)(t, Vo),
obtenemos el vector tangente a esta curva en @ (uo,vo), dado por

0z

0X oY
7 UO,VO) = <u(u0)v0)) 7u(u0)v0)) aLL(uO)VO)> .

v

Definicién 6.2.1. Sea @ : U C R? — R3 parametrizacién diferenciable en (uo,vo) € R
Decimos que V es un vector tangente a la superficie en el punto d)(uo,vo) si existe
una curva C contenida en la superficie parametrizada por «(t) = (D(u(t),v(t)) tal que
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oc(to) = (D(uo,vo) y oc’(to) =v.

Proposicion 6.2.2. Todos los vectores tangentes a S por (D(uo,vo) son combinacion lineal
de Ty y T,.

Demostracién. vV = cx’(to), donde o(t) = q)(u(t),v(t)). Entonces

GO L)
Ocl(t()) = a(uo,\)())u/(to) + E(uo,\)o)\)/(to) = u/(to)Tu +V/(t0)TV.

Entonces v = u/ (to)Tu +v/ (to)TV. Por lo tanto V' es combinacién lineal de Ty, yT,. O

Definicién 6.2.3. Sea @ : U ¢ R? — R3 parametrizacién diferenciable en (uo,vo) € R2.
Decimos que (D(uo,vo) es un punto regular de la superficie si

(L) 00
T.AT, = E(uo,vo) N E(W))Vo) £ 0.

Ejemplo 6.2.1 (Cono). Consideremos el cono de ecuacién x* +y? —z% = 0, z > 0.
Podemos considerar la siguiente parametrizacion

®:(0,2m) x [0,00) — R3
(u,v) — (vcosu,vsenu,v)

Oy (u,v) = (—vsenu,vcosu,0) y Oy(u,v) = (cosu,senu, 1)
Oy (u,v) A Oy(u,v) = v(cosu,senu,—1) =0 & v =0.

Entonces el punto P = (0,0,0) es un punto singular (es decir, no es un punto regular).
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Definicién 6.2.4. Sea ® : U ¢ R? — R3 parametrizacién regular en (uo,vo) € R%
Llamaremos versor normal a la superficie S = Im @, en el punto d)(uo,vo), al vector

- Dy (uo,vo) A Dy (uo,vo)
n = .
HCDu(uo,VQ) VAN (Dv (uo,\)o) H

Ejemplo 6.2.2. Consideremos la superficie con ecuacién implicita z = x*> — y2. Hallar el
versor normal en el punto P = (—1, 1,0).

Consideramos la parametrizacién de la superficie dada por @ (u,v) = (u,v,u2 — vz),

entonces @y (u,v) = (1,0,2u) y @y(u,v) = (0,1,—2v), entonces
O,ND, = (—Zu, 2v, 1).

Por lo tanto en el punto P = q)(_], 1) tenemos que

1
H
n = g(Z,Z, 1).
Proposicién 6.2.5. Sea @ : U C R?> — R parametrizacion reqular en (uo,vo) € R2.
Entonces, el espacio de wvectores tangentes a la superficie es un plano. Mds aun, es el
plano que pasa por el punto (D(uo,vo) generado por los vectores Ty, y Ty,.

Demostracion. Por lo que vimos en la proposiciéon anterior todo vector tangente por el
punto @(uo,vo) es CL de T, y T,,. Ademds, como @ es regular en (uo,vo) tenemos que
{Tu, Tv} es LI. Por lo tanto este espacio es un plano. Todavia mas, es el plano por © (uo, vo)
generado por los vectores T, y T,. O

Notacién: TpS es el plano tangente a la superficie S por el punto P.
Por lo probado anteriormente:

TpS: (X=P) - (TuAT,) =0.
O usando la nocién de versor normal
TS: (X—P)- W =0.
Donde X = (x,y,2) y P = ®(ug, Vo).

Ejemplo 6.2.3. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién implicita

z=x*>—1y? en el punto P = (—1,1,0).

Por lo visto en el ejemplo sabemos que el versor normal a S por P es %(2,2, 1).
Entonces

1

TS : ((x,y,2) — (—1,1,0)) - g(Z,Z,l) =0,

simplificando, concluimos que TpS : 2x + 2y +z = 0.
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Ejemplo 6.2.4 (Semiesfera). Consideremos la semiesfera superior de radio v y con centro
en el origen: x2 +y? + 22 =12, z > 0 y tomemos las siguiente parametrizacion:

®:[0,2m) x (0,m/2) — R3
(u,v) — (rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

Oy (u,v) = (—rsinusinv, rcosusinv,0) y @y (u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, —rsinv).
Entonces
Dy (u,v) A Dy(u,v) = —1?sinv(cos usinv, sinusinv, cosv).

H
Oy (u,v) A D, (u,v) = 0 & v =0. Entonces la parametrizacién es regular.

Veamos cual es el versor normal a la esfera en un punto arbitrario: [®@y(u,v) A
@, (u,v)|| = r?sinv. Entonces

W = —(cosusinv,sinusinv, cosv).

Es un vector radial que apunta al centro de la esfera.

z

A

Calculemos el plano tangente a la superficie en el punto P = (1, 1,\/2), parau=v =
/4y =2
En este caso tenemos que = %1 (1, 1, ﬁ), entonces

TS : ((x,Y,2) — (1,1,\5)) . _71(1,1,\@) =0

TpS? i x+y+v2z—-4=0.

6.3. Area de superficies paramétricas

Definicién 6.3.1. Sea ® : U € R? — R3 parametrizacién regular de una superficie S.
Definimos el area de S como:

A(S) = JLH@u(u,V) A Oy (u,v) Hdudv.
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Veamos la justificacién de esta definicién.

()
A
Un
Au
N
v, (uiavj) RIJ I v
U, >
>
U, u; u, u

A(D(Ry)) ~ [|[Audy A AVD, (g, v5) || = || Du A @y (ui, vy) ||AuAv
A(Q(Ry)) = [|@u A @y (wi, v5) || Audy

A@(W) = Jim > A(@(Ry)) - ”uucpu A @y | dudv.

Ejemplo 6.3.1 (Esfera). Consideremos la parametrizacién de la esfera dada por

®:(0,2m) x (0,m1) — R3
(u,v) — (rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

Entonces @y, = (—rsinusinv,rcosusinv,0) y @, = (rcosucosv, rsinucosv, —rsinv).
@A @[] =1 sinv.
Entonces, A(S2) = [ [, ||@u A @y ||dudv = 2 [7* du [T sinvdv = d7r?,
A(S?) = 4mr?.

Ejemplo 6.3.2 (Toro). Consideremos la parametrizacién @ (u,v) = ((a—H' cos u) cos Vv, (CH-
rcosu)sinv, Tsinu), u,v € (0, 2m).
@, = (—rsinucosv,—rsinusinv, rcosu), ®, = (—(a+rcosu) sinv, (a+rcosu) cosv,0).
Entonces
|@uA Dy|| =7(a+Tcosu).

27t 27
A(Tz) —rJ va (a+rcosu)du = 4arr.
0 0
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Otra notacién

Si representamos a ® = (X,Y, Z), entonces @, = (Xu,Yu,Zu) y O, = (XV,YV, Z\,).

j
R E _<‘ \Y(u ? ’ ? >>§u X, \Y(u )
XV YV Zv v v v v v v
Notamos 206V [ Xu Yo | 3%Z) | Y Zu | 0ZX) | Zu X oo
owv) | X Yo 3wy [ Y Zy [T 3wy | Zv X |
o(X,Y) (Y, Z) d(Z,X

mevuzﬂ ]

o(u,v)

2 2 ) 2
" [a(u,v)] " [a(u,v)}

Ejemplo 6.3.3 (Cono). Consideremos la parametrizacién

X = TcosH

Yy = Trsend

z =T
donde r € (0,1) y 0 € (0,2m).
(X,Y) | cos6 sen 0 . o(,Z) | sen® 1 o cosO
o(r,0) | —rsen® rcos® | ' 9d(r,0) |TrTcos® O | cosu Y
a(Z,X)_ 1 cos® — rsen®
o(r,0) | 0 —rsen® | '

Entonces H(]DT A <D9H =12 +12c0s2 0 + 12sen? 6 = V/2r.
27 1 1
A(Cono) :J J \/irdrdezzrc\/ij rdr = V2mr?.
o Jo 0

Ejemplo 6.3.4 (Helicoide). Consideremos la parametrizacion

X = Trcos0

Yy = rsenb

z 0
donde r € (0,1) y 0 € (0, 2m).
(X,Y) | cos6 sen 0 . a(,Z) |sen® 0| on0
o(r,0) | —rsen® rcos® | 7 9(r,0) | Tcosd 1 = Y
0(Z,X) | 0 cos6 o8O
o(r,0) |1 —rsen6 | cos Y.

Entonces H(Dr A <D9H = V12 +cos?0+sen?0 =12+ 1.

27 1 1
A(Cono) = Jo L V12 +1drde —ZTIL V12 1dr :ﬂ(ﬁ—i—logm +ﬁ))
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Area de una grafica Sea S una superficie dada por z = g(x,y). Entonces

A(S) = ”u \/1+ 9%+ ggdxdy

Veamos de donde se deduce esta féormula. Consideremos la parametrizaciéon dada por

X = Uu

y = v

z = g(w,v)
0(Z,X)

= —¢gy. Entonces

Ju ]’_

:—guy a(T)e) ’ gv O
A(S) = ” 1+ g% + g2dudv.
u

Ejemplo 6.3.5. Sea S la superficie dada por z = x* +y?%, x* +y? < 1. Entonces

A(S) = ” V1 +4x2 + 4y?dxdy.
u
Area de superficies de revolucién Sea S la superficie que se obtiene al girar el grafico
de y = f(x).

= Alrededor del eje x.

b
A(S) = ZTEJ }f(x)‘\ﬂ + f/(x)2dx.

Para ver esto consideremos la parametrizacién dada por

X = u
y = f(u)cosv
z = f(u)senv
o(X,Y oy,
donde u € [a,b] y v € [0,27]. Entonces (X,Y) = —f(u) senv, (¥,2) = f(u)f’'(u)
o(u,v) d(w,v)
a(Z,X
y (2,X) = f(u) cosv. De lo que deducimos que
o(r,0)

27 b b
A(S) :Jo J \/f(u)zsen2v+f(u)2f’(u)2+f(u)2c052v:27IJ [f(w)[4/1 4 f'(u)?du.

= Alrededor del eje y.

b
A(S) :sz M\/] + £/ (x)2dx.
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Capitulo 7

Integrales de superficies

7.1. Integrales de campos escalares sobre superficies

Definicién 7.1.1. Sea S una superficie paramétrica con parametrizacién ® : U C R? — S
y sea f: S — R un campo escalar continuo definido sobre S. Definimos la integral de f
sobre S como

JJ, ras =[] r@tw) oty Ao vauds

Las interpretaciones fisicas de estas integrales son variadas. Por ejemplo, un campo
escalar f: S — R puede representar la densidad de masa por unidad de superficie de un
material de grosor despreciable que esta distribuido sobre una superficie S, y entonces

H fdS seria la masa total de dicho material.
S

Estudiemos ahora la invariancia de estas integrales respecto de la parametrizacién
escogida de S.

Lema 7.1.2. Sean ® : UC R?> - S y ¥V :V C R2 = S dos parametrizaciones de una
misma superficie paramétrica S, y sea h: V. — U el difeomorfismo de clase C' definido
por h = ® ' oW. Denotemos (h1 (x,y),hz(x,y)) = h(x,y). Entonces

d(hy, hy)

Y AW, = (0, A D) ]
)

donde ag&i”:‘]ﬁ denota el jacobiano de h.

55



56 7.1. Integrales de campos escalares sobre superficies

Demostracion.

®

Por la regla de la cadena tenemos

v _20am 20,
Y 0x du dx ov 0x
y también
oY 00 ohy n 00 oh,
Y9y duody  ov oy’
Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igualdades, y uti-
lizando las propiedades del producto vectorial tenemos que

0®ohy; , 0®0h; 0®Ohy , 0®0Oh; 0D®Oh, 0P Ohy 0D oh, , 00 Jh,

Y AW — N 4 N —+ —— N —+ —— N ——
* Y ou 0x ou 0y ou 0x ov 0y ov 0x ou 0oy ov 0x ov 0dy
9o 90 0dh, , 9B Oh; \ 0D DM

ou 0x ov 0dy ov 0x ou 0y
_ (3 , @) (9h dhy Ry dhy
N ou ov ox dy oy 0x

(amAzﬂD) d(h1,hy)

u’ ) Axy)

O]

Teorema 7.1.3. Sean ® : U CR? - S y¥:V C R?> = S dos parametrizaciones de una
misma superficie paramétrica S, y sea f:S — R un campo escalar continuo. Entonces

”uf((D(u,v)) | @u (1w, v) A @y (u, V) ||dudv = ”Vf(‘i’(x,y)) [Wx(x,y) AWy(x,y)||dxdy.

Es decir, la integral ” fdS no depende de la parametrizacion escogida.
S
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Demostracion. Denotemos (h1,h2) = h(x,y) donde h = @' o V. Se tiene que ¥ = @ oh,
y aplicando el teorema del cambio de variables junto con el lema anterior obtenemos
ﬂ (D (u,v)) || Dy (u,v) A Dy (u,v) || dudv =
u

0 (h1 ) hZ)
9(x,y)

Hv fF(Y(x,y)) ||Wx(x,y) AWy(x,y)||dxdy.

”Vf(@(h(x,y))) |Du (hx, ) A @y (h(x, ) | dxdy =

O

Proposicién 7.1.4 (Propiedades de las integrales de superficie). 1. Linealidad: Sea
S una superficie paramétrica, f, g dos campos escalares continuos en S, y o, € R.
Se wverifica entonces que

JJS(af +Bg)dS = (Xﬂs fdS + B Hs gdsS.

2. Continuidad: Sean S una superficie paramétrica y f : S — R un campo escalar
continuo. Tomemos una constante M > 0 de forma que ‘f(x,y,z)’ < M para todo
punto (x,y,z) € S. Entonces

UJ de‘ < MArea(S).
S

Ejemplo 7.1.1. Sea f(x,y,z) = v/x2 +y2 + 1 un campo escalar y

S={(x,y,z) :x =rcos6,y =rsenB,z=0: 6 € [0,271], r € [0,1]}.

Hallar ” fds.
S

Consideremos la parametrizacién @ : [0, 271 x [0, 1] — R3? dada por @ (r,0) = (r cos 0, rsen 0, 9).
Entonces

O, (r,0) = (cos 0, senG,O), Dg(r,0) = (—Tsene,rcoseﬁ)
= O, N0y = (sene,—cose,r) y H(Dr/\(DSH =1+
Por otro lado f((D(T, 6)) = /1 +12. Entonces

ﬂs fds = ”u f(®(r,8))[| @ ADg||drde = Jjﬂ E (1+7%)drd6 = 2n <r + T;) ‘; =2m (1 + ;) = %ﬂ.

Ejemplo 7.1.2. Sea S esfera unidad x* +y? + 2z = 1. Hallar

”S Z4dS.
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Consideremos la parametrizacion

®:(0,2n) x (0,1) — R3
(u,v) = (cosusenv, senusenv,rcosv)

Para esta parametrizacién sabemos que
Hd)u A\ CD\,H = senv,

y f(®(u,v)) = cos?v. Entonces

T 27 T A7t
” Z2dS = J J cos?vsenvdudv = 27’[J cos’vsenvdv = —.
s 0 Jo 0 3

Observacion 7.1.5. Si S es una superficie dada por la graficadez =g (X, y) con f funcién
continua sobre S entonces:

de:H f(x,y, g(x, 1+ g2+ gdxdy.
”s N (%Y, 9(x,y))4/1 + g2 + gidxdy

Ejemplo 7.1.3. Sea S la superficie dada por z = x> +y en [0, 1] X [—1, 1], encontrar

JJ xdS.
S
1 1
xdS = xy/1+ g2 + g2dxd :J Jx 1+ (2x)%2 + 12dxd
JL X1+ g+ gfdxdy \/ y

—1J0
1

1
J xV 2 + 4x2dxdy :2J xV/ 2 + 4x2dx

—-1J0 0

6 2
2

;_5;_5

ol N

Observacién 7.1.6. Si S tiene densidad de masa m(x,y, z) en (x,y, z). Entonces su masa
total es:

M(S) = ”S m(x,y,z)dS.

Ejemplo 7.1.4. Sea S el helicoide con parametrizacion ®(u,v) = (u cosv,usenv,v) en
(0,1) x (0, 27) con densidad de masa en (x, y, z) igual al doble de la distancia al eje central.
Hallar la masa total de S.

m(x,y,z) =2/x* +y?y H<Du/\ (DuH = /T + u2. Entonces

21 pl 1
M(s) = [[ 2uas = [ [ w15 wauas = 2x [ au/ T e = dxava ).
S

0 Jo 0
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7.2. Integrales de campos vectoriales sobre superficies

7.2.1. Flujo a través de una superficie

Definicién 7.2.1. Sea @ : U C R? — R3 una paramatrizacién regular de S y X: S — R3
un campo vectorial continuo. Definimos el flujo de X a través de S como

Hm X a5 = ﬂux@(uw)) - (@uluyv) A Oy (u,v)) dudv,

Xo TunTy
"Tu /\Tv”

A

v

Figura 7.1: Significado geométrico de X - (d)u(u,v) A\ d)v(u,v))

Ejemplo 7.2.1. Sea S = ®(D) superficie con D = [O,ZT{] X [O,W], donde @(6,(])) =
(cos 0 send, send send, cos d)). Calcular ” r-dS conr = (x,y,z).
o

”@ rods= ”D r(®(6,9)) - (Po A y)d0do.

cosOsend senBsend cosd
r(d) (G,d))) . (d)e A®¢) =| —senBsend cosOsend 0 = —send.
cosOcosd senbBcosd —send

T 27
Entonces H r-dsS = —J J sendd0dd = 27 cos (I)}g: —4m.
[} 0 Jo

7.2.2. Orientacion

Se puede esbozar una analogia entre la integral de superficie Hq) X-dS y la integral de
linea fc X-ds. Recordar que la integral de linea es una integral orientada. Necesitdbamos el
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concepto de orientacién de una curva para entender la definicién de fC X - ds sobre curvas
orientadas. Extendemos la definicién de .U(D X - dS a superficies orientadas de manera
similar; esto es, dada una superficie S parametrizada por una funcién @, queremos definir
JIsX-dS = [[, X dS y mostrar que es independiente de la parametrizacién, excepto,
quizés, por el signo. Para lograrlo necesitamos el concepto de orientacién de una superficie.

Sea S una superficie parametrizada por @ : U € R? — R3 regular en todo U.
Definicién 7.2.2. Dar una orientacion en una superficie S es elegir en cada punto p € S

uno sélo de los dos versores normales a S en p, n(p) de modo que varie continuamente
con p (esta eleccién puede o no apuntar para el mismo lado que @, N @,).

A

ny

Definicion 7.2.3. Una superficie es orientable si admite una orientacion.

Una superficie S de R3 se dice orientable, si es posible determinar en ella dos lados, el
lado exterior (o positivo) y el lado interior (o negativo).

Ejemplo 7.2.2. La banda de Mobius es una superficie no orientable.

Definicién 7.2.4. Sea S una superficie regular orientada y sea ® : U € R? — S una
paametrizacién de S. Decimos que @ preserva orientacion si

n- (O A Dy) >0,
de lo contrario (1 - ((Du A\ d)v) < 0) decimos que @ revierte orientacién.

Observacién 7.2.5. Sea S = ®(U) una superficie regular orientada. Entonces

(ONANOM

n=+t———.
|ouA @
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Si es + = @ preserva orientacién.
Si es — = @ revierte orientacién.

Ejemplo 7.2.3. Consideremos la esfera unidad x* 4+ y% + z2 = 1 orientada con la normal

. r
exterior n = — =r.
T

La parametrizacién <D(9, d)) = (COSG sen®, senb send, cos d)) preserva o revierte orienta-
cién?

n- ((De/\CDq,) =r- ((Dg/\(Dq,) = —sen ¢

donde ¢ € (0, 7). Entonces n - ((De AN d)d)) < 0, por lo tanto @ revierte orientacion.

7.2.3. Integrales de campos vectoriales sobre superficies

Teorema 7.2.6. Sea S una superficie orientada y ® : U C R* - S, ¥Y:VC R = S
dos parametrizaciones requlares que preservan orientacion. Si X es un campo vectorial

continuo entonces
” X-dS:” X - dS.
) y

Demostracion. Como las dos parametrizaciones preservan la orientacion, aplicando la ob-

servacién tenemos que

QuADy W AWy
|ouA @ [ Ay
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” X-dS = [ X(®(u,v)) - (Pulu,v) A Qy(u,v))dudv
o Jou
= X(®(u,v)) - || @y (u,v) A Oy(u,v)||dudv
ur:lru
= (X ) (@, V) || @ulu, v) A Oy (u,v)||dudy
u"uu

- r‘V(X~n)<‘¥(x,y))||wx(x,y)/\4@(x;y)udxdy

= VX(‘P(x,y))~nH‘Px(x,y)A‘Py(x,y)dedy

= VX(‘P(x,y)) - (Wx(x,y) A Wy(x,y)) dxdy
udr
— X - dSs.
JJY

O]

Teorema 7.2.7. Sea S una superficie orientada, ® : U C R* — S una parametrizacion
reqular que preserva orientacion y ¥ : V. C R? — S una parametrizacion reqular que
revierte orientacion. Si X es un campo vectorial continuo entonces

H@X-dSz—”\yX-dS.

Definicién 7.2.8. Sea S una superficie orientada y @ : U € R? — S una parametriza-
cién regular que preserva orientacién. Si X un campo vectorial continuo definido sobre S
definimos la integral de X sobre S como:

”SX~dS:”®X‘dS.

Teorema 7.2.9. S¢S es una superficie orientada y X es un campo continuo definido sobre

S entonces
” x.dsz” X - ndS.
S S

Demostracion. Sea ® una parametrizacién que preserva orientacion.

JJ X-dS = Il X-dS
S JJo
= X(@(u,v)) - (Pulu,v) A @y (1, v))dudy
Ju
— X(@(u,v)) - (Dulu,v) A Oy (1, )Hcp (u, v) A @y (u,v)||dudv
@) A @y,
= (X-n)((l)(u,v))Hq)u u,v) /\<Dv u,v Hdudv
— J[iX-nds.
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Proposicién 7.2.10 (Propiedades de las integrales de superficie). 1. Linealidad: Sea
S una superficie paramétrica orientada, X, Y dos campos vectoriales continuos en S
y o, B € R. Se verifica entonces que

Hs(ocX—i—BY)~dS :(xﬂsx-dSJrfs”SY.ds.

2. Continuidad: Sean S una superficie paramétrica orientada y X un campo vectorial
continuo en S. Sea K tal que ||[X(x,y,z)|| < K para todo (x,y,z) € S, usando la
desigualdad de Cauchy-Schwartz se comprueba que

ULX : s‘ < KArea(S).

La integral de un campo vectorial sobre una superficie S suele interpretarse como el
flujo de un fluido que pasa a través de S. Puede imaginarse que S es una membrana porosa
y que el campo vectorial X(x,y,z) = p(x,y,2)V(x,y,2), donde V(x,y,z) es la velocidad
del fluido y p(x,y,z) es su densidad de masa, es el vector que nos dice cuanta masa de
fluido pasa por el punto (x,y,z) en la direccién en que se mueve el fluido, por unidad de
area y de tiempo. Entonces el producto escalar X - n representa la componente del vector
densidad de flujo en la direccién de n, y la masa de fluido que pasa a través de toda S por

unidad de tiempo estara determinada por ” X-ndS = ” X -dsS.
S S

Ejemplo 7.2.4 (Aplicacién fisica: flujo de calor). Sea T(x,y,z) la temperatura en un
punto (x,y,z) € S C R3, S una superficie. Si T es C' entonces

oT oT oT
T=+— — =
v <6x’ay’az>

es el gradiente de temperatura, y el calor fluye segin el campo vectorial X = —kV'T donde
k es una constante positiva llamada conductividad. Notar que el flujo de calor, como
cabe esperar, se produce de las zonas calientes hacia las frias, pues —VT apunta en la
direccién donde T decrece.

La tasa total de flujo o flujo de calor a través de la superficie S viene dada por

[].x-as.

Consideremos la siguiente funcién de temperatura, T(x,y,z) = x*> + y? + z%. Sea S la
esfera unidad x? +y? + z% = 1, orientada segiin la normal exterior. Hallar el flujo de calor
a través de S suponiendo que k = 1.

Se tiene que X(x,y,z) = —VT(x,y,z) = —2(x,y,z). Como n =r = (x,y,z) se sigue
que X -n=-2 (xz +y?+ 22) = —2. Entonces

Jlx-as =] xomas = 2] as=-an
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El flujo de calor es negativo, entonces la temperatura fluye en sentido contrario a la
normal n, por lo tanto X apunta en promedio hacia adentro, es decir el centro se calienta,
hay ganancia de temperatura.

Ejemplo 7.2.5 (Aplicacién fisica: ley de Gauss). El flujo del campo eléctrico sobre cual-
quier superficie cerrada (con normal saliente) es igual a la carga neta encerrada en esa
superficie dividida por la permitividad del vacio.

-2

Consideremos el campo eléctrico E(r) = k%?’ a través de la esfera de centro q, radio
1o con la normal n saliente.

En este caso

k
Eon=Q
o
:>” E-dszsz” ds:@;mg:qug.
S To S TO &0

Definiciéon 7.2.11. Sea S una superficie que es unién finita de superficies paramétricas,
S1y...,Sn dos a dos disjuntas o tales que su interseccién es union finita de curvas regulares
a trozos. Entonces, si X : S — R3 es un campo vectorial continuo definimos el flujo de X
sobre S como:

lxeas= | xaser ]| xeas [ xas

Ejemplo 7.2.6. Sea S el cilindro con tapas, como se muestra en la siguiente figura,
orientado con la normal saliente.
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Esta superficie se obtiene como la unién de tres superficies paramétricas, S = S1US,US3,
donde

$1 ={(x,y,2) € R3x?>+y? <l z= al,

S, :{(x,y,z) € R3x? +y2 <rlz= O} y

S; ={(x,y,2) e R*:x* +y* =1%,0 <z < a}

Veamos como parametrizar a S de forma que las parametrizaciones sean compatibles
con al orientacién de la superficie. Sean ©,¥ : [0,27) x (0,1] — R3? dadas por @(u, v) =
(vsinu,veosu,a), ¥(u,v) = (veosu,vsinu,0) y @ : [0,27) x [0,a] — R3 dada por
d)(u,v) = (r cosu, rsinu, v), parametrizaciones de S1, S; y S3 respectivamente. Veamos
que los vectores normales son salientes.

_ (veosu,—vsinu,0) A (sinu,cosu,0)  (0,0,v) (0,0,1)
oy = |(veosu,—vsinu,0) A (sinu,cosw,0)[| v V77
(—vsinu,vcosu,0) A (cosu,sinu,0) (0,0,—v)
Ny ) = . 3 = = (0,0,—1).
| (—vsinu,vecosu, 0) A (cosu,sinu, 0)|| v
_ (—rsinu,rcosu,0) A (0,0,1)  (rcosu,rsinu,0) ,
owy) = H(—Tsinu,rcosu, O) A (0,0, 1)H N T o (cosu, S, O)'

Por lo tanto estas son parametrizaciones que preservan la orientaciéon de S, con normal

exterior.

Z 4

Consideremos el campo X : R> — R? dado por X(x,y,z) = (0,0, z). Hallar ” X-dsS.

st.dszﬂs]x.ds+”52x.d5+ﬂssx‘ds.

Como X L ng tenemos que ” X-dS=0.
S3
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Por otro lado, si calculamos X(‘l’(u,v)) =(0,0,0), entonces ” X -dS = 0. Por lo tanto
S2

”X-dSz” X-dS:” x.ndsz” adS = amr?.
S Sq Sq Sq



Capitulo 8

Teorema de Stokes

El teorema de Stokes es una generalizacion del teorema de Green en cuanto que re-
laciona la integral de un campo vectorial sobre una curva cerrada que es borde de una
superficie global con la integral de su rotor en dicha superficie.

Si S es una superficie orientada con borde 0S, la orientacion del borde coherente
con la orientacion de la superficie se puede caracterizar informalmente como aquella en la
que: “Al andar sobre el borde con el vector normal a la superficie apuntando a la cabeza,
la superficie queda a la izquierda”.

0S=C

Si @ :V Cc R? — R3 parametrizacién y S es una superficie paramétrica dada por
®(U) =S donde U C V, definimos la frontera de S como 9S = ®(dU). Si « : [a,b] — R?
dada por «(t) = (u(t),v(t)) es una parametrizacién de 0U con orientacién positiva, 0S es
la curva cerrada simple regular (o regular a trozos) orientada que es la imagen de la funcién
N : [a, b] — R3? dada por la composicién n(t) = ®(«x(t)), con la orinatacién inducida por la
den. Si S es orientada y @ preserva la orientacién, entonces, la orientacién de 9S inducida
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por 1 es coherente con la de S.

®
Y

v oU
& =,
\a :
—

Teorema 8.0.12 (de Stokes). Sea S una superficie en R3, regular, orientada seqin el
vector normal unitario n, con borde una curva regular o reqular a trozos, cerrada, simple,
orientada coherentemente con la orientacion de S (regla de la mano derecha). Si X es un
campo vectorial C' en algin abierto que contiene a SUS. Entonces

” rotX~dS:J X - ds.
S 0S

Teorema 8.0.13 (de Stokes para superficies parametrizadas). Sea C es una curva plana,
reqular a trozos, cerrada, simple, orientada en sentido antihorario y designamos por U
a la componente conexa acotada de R* — C. Supongamos que ® : V C R? — R3 es
una parametrizacion en algin abierto V que contiene a UU C y sea S = ®(U). S es
una superficie paramétrica y 0S = ®(C) una curva regular a trozos, simple, cerrada que
llamamos el borde de S. La orientacion de 0S queda determinada por la de C = 0U via ©
y S estd orintada con vector normal dado por ®. Si X es un campo vectorial C* en algin
abierto que contiene a SU 0S. Entonces

” rotX'dS:J X - ds.
S 0S

Demostracion. Sea « la parametrizacién de C dada por «(t) = (u(t),v(t)) (t € la, b]). Si
X = (P, Q, R) entonces

dR  9Q OP R 0Q 0P
_vAx= (&K ORI Y,
OEX=VAX <6y 0z’ 0z  Ox’ 0x ay>

Por otra parte, si ®(u,v) = (X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)) ((u,v) € U) entonces

0(Y,Z) 3(Z,X) 3(X,Y)
0w, v)” 3(u,v) > '

d)u/\d)v:(

Necesitamos probar
B OR 0Q oP OR 0Q 0P oY, Z) 9(Z,X) 0(X,Y)
[[prooxceas = (-5 % ) ( ) au,v) ) M

= J Pdx + Qdy + Rdz.
2s
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y para esto basta demostrar las tres igualdades siguientes

([ [oPd(Z,X) dPA(X,Y)] [
i _ — P
Ju [az d(w,v) 9y d(u,v) dudv as @
[ [9Qa(X,Y) 0Qa(Y,Z)] f
Juu [ax o(u,v) 0z 0(u, V) | dudv= Jas Qdy,
([ [ORA(Y,Z) ORI(Z,X)] [
R o = Rdz.
L [ay dw,v)  ox d(w,v) | T T R

Probaremos sdélo la primera igualdad, ya que las dos restantes admiten un razonamiento
analogo.
Como n(t) = d)(cx(t))

(X(u(t),v(t), Y(u(t),v(t)), Z(u(t),v(t))) (t € [a,b]), se tiene

rb
J Pdx = (P(n(t)),0,0) -n'(t)dt
oS u%
0 X X ,
- [P <auu (1) + (1)) at
° X 0X , X X
= p(«x(t)) <au’ a\}) L(t) S (t)dt = Jcp (audu—i— 5 dv),
siendo p =P o O.
90X oX

Ahora aplicamos el teorema de Green al campo plano p ( ) sobre la curva C y la

region U de la cual es frontera.

ouw’ ov

oX oX [ 0 oX 0 0X
Jor (G So) = Lo (05 ) — o0 (3 ) e
([ (dp dX 92X 9°X  9poX
= A — — —— | dud
JJu \ou v Powdv ~ Povou  ovou) MY
([ /Op0X OpodX
= —— — —— | dud
Ju\duov 0ov 6u> wev
Recordando que p(u,v) = P(X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)) tenemos que
op 0X dpoX B
[l (o5~ avau ) aves-
[[[[(Zx . apov, apozyax_jopax  opov  opazy ox)
~JJu\oxdou dyou  dzou/ dv ox 0v dyov 0z odv)/ ou
oP9(Z,X) 0oPI(X,Y)
= — - — dudv.
”u [az o(w,v) 9y o(u,v) wav
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Ejemplo 8.0.7. Calcular la circulacién del campo de velocidades de un fluido F(x,y,z) =
(taurf1 (Xz),3x, e3 tan z) a lo largo de la interseccién de la esfera x? 4+ y? + z% = 4 con el
cilindro x* +y? =1, con z > 0.

Apliquemos el teorema de Stokes. Para ello veamos que da el rotor de F:
i j k
rot(F) = 0/0x o/0y 0/0z |= (0,0,3).

tan~' (x?) 3x e¥*tanz

La superficie sobre la cual vamos a trabajar es el casquete que resulta de intersectar la
media esfera con el cilindro, que admite la siguiente parametrizacion:

Y(r,0) = (rcose,rsine, \/4—r2), 0<r<1,0<0<L2m

El vector normal a la superficie es

i j k 2 2
T T
Y. APg=| cos® sin®@ —1/V4—12|= < cos 0, sin 6,T> .
4 — 2 4 — 2
—rsin® TcosO 0 4-7 4-r

Como la coordenada en z es positiva el vector normal es saliente a la superficie que es la
orientaciéon compatible con la orientacién dada en la curva.

1 p2m
J F-ds:JJ rotF-n:” rotF-(‘l’r/\ll)e)drdezj J 3rdrd0 = 3m.
C S D 0Jo

Ejemplo 8.0.8 (Ley de Faraday). Una ley bésica de la teoria electromagnética es que
si E(t,x,y,z) v B(t,x,y,z) representan los campos eléctrico y magnético en el tiempo t,
entonces

0B

tE=——
Iro at,
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donde rot E se calcula manteniendo t fijo. Esta es una de las ecuaciones de Maxwell.

Usemos el teorema de Stokes para determinar lo que esto significa fisicamente. Supon-
gamos que S es una superficie a la que se aplica el teorema de Stokes. Entonces

J E-ds:JJ rotE-dS:—” a—B~dS
3s s s Ot

0
= —— B - dS.
ot ”s d

(La tltima igualdad se puede justificar si B es de clase C'). Asi, obtenemos

J E-ds:—aﬂB-dS.
35 ot JJs

Esta igualdad se conoce como ley de Faraday. La cantidad J E - ds representa el voltaje
oS

alrededor de 0S. Ademads, ” B - dS se llama flujo de B, o flujo magnético. Si 9S repre-

S
senta un cable, la ley de Faraday dice que el voltaje inducido en el cable es directamente
proporcional a la rapidez con la que cambia en el tiempo el flujo magnético que atraviesa
una superficie cualquiera que tiene por borde a dicho cable.

Ejemplo 8.0.9 (Ley de Ampere). La circulacién de un campo magnético a lo largo de
una linea cerrada es proporcional a la intensidad neta que atraviesa el area limitada por
dicha linea.

Si J densidad de corriente eléctrica, B campo magnético inducido y S superficie con borde
C, tenemos que

B-ds = circulacién del campo magnético alrededor de C,

I= JJ; ]-dS = -corriete total que atraviesa S,
S

la ley de Ampere dice que

JB-ds:quJ ] -dS = pol,
C S

donde Ly es la constante de permeabilidad magnética del vacio.
Una de las ecuaciones de Maxwell establece que

rot B = pgJ.

Veamos como deducir la ley de Ampeére de esta ecuacién, usando el teorema de Stokes.

JCB~ds:JJSrotB-dS:JJSuo]-dS:uOJJS]-dS:pOI.

Teorema 8.0.14. Sea X : U C R3 — R3 campo C', donde U e simplemente conexo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. ICX -ds =0, para toda curva cerrada simple contenida en U

2. El campo X es de gradientes, es decir, existe f : U C R3 — R de clase C?, tal que
Vf=X..

3. X es un campo irrotacional, es decir, rot X = 0.
Demostracion. 1) = 2) = 3, ya lo sabemos. Sélo falta probar que 3) = 1).

Sea C curva cerrada simple contenida en U, como U es simplemente conexo existe una
superfice S contenida en U con borde C. Por lo tanto, aplicando el teorema de Sotokes,

concluimos que
J X-ds:” rot X-dS =0.
C S

8.1. Interpretacién intrinseca del rotor

Existe una férmula intrinseca del rotacional, que en ocasiones se usa como definicién
del rotor. Dicha férmula es:

P) - rot X(P) = Ili X-d
n(P) - rot X(P) plg(l)AreaSp Lp $)

donde S, y C, son una superficie que contiene al punto P y su frontera respectivamente.

Consideremos un punto P y un vector unitario n. Denotemos por S, el disco de radio
p v centro P, el cual es perpendicular a n.

Por el teorema de Stokes:
” rotX~dS:” rotX-ndS:J X - ds,
Sp Sp 3S,

donde 0§, tiene la orientacién inducida por n. No es dificil mostrar que existe un punto
Q en S, tal que

JL rot X -ndS = [rot X(Q) -n(Q)]A(Sp)
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(éste es el teorema del valor medio para integrales). Entonces

h’m1J X-ds = h’m]H rot X - dS
p—0 A(SP) aSy p—0 A(SP) Sp

= limrot X(Q) - n(Q)
p—0

= rot X(P) - n(P).

De lo cual concluimos que

8.2. Aplicaciones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a regiones regulares simples mas generales. Si
U es una regiéon multiplemente conexa (con un nimero finito de agujeros) y @ : U — S es
una parametrizacion. Entonces S tendra la misma cantidad de agujeros.

Siguiendo el mismo razonamiento usado en la demostracién del teorema de Stokes, pero
aplicando el teorema de Green generalizado, la suma de las integrales sobre las componen-
tes frontera de la superficie con los signos adecuados (dependiendo de la orientacién de
la superficie), tomadas sobre las imdgenes de las curvas que forman parte de la frontera
de U coincide con la integral sobre la superficie del rotor del campo. Por ejemplo, si U
tiene frontera como se muestra en la figura y las curvas se recorren en el sentido que se
ilustra, donde la parametrizacién @ es compatible con la orientacion de S, la identidad del
teorema de Stokes toma la forma

” rotX~dS—JX-ds—i—J X-ds—i—J X~ds+J X - ds.
S C C; Ca C3
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Consideremos superficies regulares no simples y veamos como aplicar el teorema de
Stokes en ellas.

Consideremos primero el cilindro dibujado en la siguiente figura.

— —
o I m ]
— —

L L

Es la reunién de dos superficies paramétricas regulares simples S; y S, imédgenes de dos
rectangulos adyacentes Ry y Ry a través de las aplicaciones @1 y @;, respectivamente.

Si v describe la frontera I'7 de Ry positivamente orientada y vy, la frontera I'; de Ry también
orientada positivamente, las funciones p; y p; definidas por

p1(t) = O1(i1(1), p2(t) = D2(v2(1)),

describen las imédgenes Cq; y Cy, de I7 y I respectivamente. Si aplicamos el teorema de
Stokes a Sy a Sy y sumamos las dos identidades obtenemos:

” rotX-dS+J] rotX-dS:J X-ds—i—J X - ds. (8.1)
S S, C G,

Representemos con @ la aplicacién de Ry U Ry que coincide con @1 en Ry y con @, en R,.
Por consiguiente, la suma de las integrales de superficie del primer miembro de[8.1]es igual

” rot X - dS.
S1US»

En este ejemplo, las representaciones ®; y ®; pueden elegirse de modo que p; y p2
determinen direcciones opuestas en cada arco de la interseccién C; N C,, como indican
las flechas en la figura. Las dos integrales de linea del segundo miembro de pueden
reemplazarse por una suma de integrales de linea a lo largo de las dos circunferencias Cj
y Cj que forman el borde superior e inferior de S; U Sy, puesto que las integrales de linea
a lo largo de cada arco de la interseccién C; N C; se cancelan. Por lo tanto, la ecuacién (8.1

puede escribirse como
” rot X-dS = J
S1US, C

Las dos circunferencias C{ y Cj forman la frontera completa de S; U S;. La ecuacién
expresa la integral de superficie de rot X sobre S; U S; como una integral de linea sobre

X-ds+J X - ds. (8.2)

/ /
1 CZ
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la frontera completa de S1 U S,. Esa ecuacion es la extensién del teorema de Stokes a un
cilindro.

Otra superficie orientable es la esfera dibujada en la siguiente figura.

n;

Es la unién de dos superficies paramétricas simples (hemisferios) Sy y Sz, que pueden
considerarse imagenes de un disco circular del plano xy a través de las aplicaciones @7 y
@,, respectivamente. Damos a ¥, p1, p2, C1, C2 con el mismo significado que en el ejemplo
anterior. En este caso las curvas C; y C; estén identificadas por la aplicacién @ (coinciden
a lo largo del ecuador), y la superficie S US; se llama cerrada. Ademés, Ny (orientacién
de S1) y N (orientacién de S;) pueden elegirse de modo que las direcciones determinadas
por p1 y p2 sean opuestas en C; y Cz, como se indica con flechas en la figura. (Esto
ocurre porque S; U S; es orientable). Si aplicamos el teorema de Stokes a cada hemisferio
y sumamos los resultados obtenemos la ecuacion como antes. Las normales Ny y N>
coinciden en la interseccion C; N C,, y podemos reunir las integrales sobre S; y S, en una
sobre toda la esfera.

Las dos integrales de linea del segundo miembro de se cancelan, y nos queda la férmula

J] rot X - dS = 0.
S1US,

Este resultado es valido para toda superficie cerrada orientable.
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8.2. Aplicaciones del teorema de Stokes




Capitulo 9

Divergencia y campos solenoidales

9.1. Divergencia

La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre el flujo entrante y el
flujo saliente en una superficie que encierra un fluido.

Si el volumen elegido solamente contiene fuentes o sumideros su divergencia es siempre
distinta de cero.

La divergencia de un campo vectorial en un punto es un campo escalar, que se puede
definir como el flujo del campo vectorial por unidad de volumen conforme el volumen
alrededor del punto tiende a cero.

Definicién 9.1.1. Sea X : U ¢ R3 — R3 un campo vectorial de clase C'. Definimos la
divergencia de X como el campo escalar div X : U — R dado por

P 2Q oR
divx =28 L 9% 8
v ox dy T

siendo X = (P, Q, R).

Notacion: divX =V - X.

Propiedades

1. div(aX+bY) =adivX+bdivY, a,b € R.
2. div(fX) = fdivX + V- X, f campo escalar de clase C'.
3. div(rot X) =0 si X es de clase C2.
Demostracién. 1. div(aX+bY) =V (aX+bY) =aV-X+bV-Y =adivX+bdivY.
2. div(fX) = {(fP) + &(fQ) + L (fR) = fxP + fF + f,Q + 5 + LR+ fF =

(£P + £y Q + £2R) + (3 + 32 4+ 59) = VF - X+ Feliv X.

77
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: _ _ 0 (0oR 29Q 0 (0P oR 0 (0Q oP
3. div(rotX) =V VAX=2 (B-52)+ 2 (£ L)+ L (R-2)
_ %R _?%Q % %R, 2°Q _ %P _ 2
— Ox0y  Ox0z 0ydz = Jyox + 0z0x = 0z0y O’ porque X es de clase C-.

O]

Ejemplo 9.1.1. Sea el campo vectorial X(x,y,z) = (eX siny, e* cosy, z), hallar su diver-
gencia.

X = (evsiny) + (e eosy) + £ (2)
= e*siny —e*siny + 1
= L

Interpretacién fisica de la divergencia

Si X representa el campo de velocidades de un fluido en movimiento entonces la diver-
gencia de X en un punto P de coordenadas (x,y,z) dice que:

1. El fluido tiende a alejarse del punto P si: div X(x,y,z) > 0.

2. El fluido tiende a acumularse alrededor del punto P si: div X(x,y,z) < 0.

9.2. Campos solenoidales

Definicién 9.2.1. Un campo vectorial X : U € R> — R3 de clase C' es solenoidal si
divX =0.

Ejemplo 9.2.1. Probar que cualquier campo vectorial definido por

F(X>U>Z) = (f(y,l), g(X) Z))h(x)y))

es solenoidal.

ivFO,9,2) = 57 (11y,2) + 31 (9(x,2) + 5 (e, y) =0,

Al estudiar el gradiente de un campo escalar vimos criterios que permiten determinar
si un campo vectorial es o no un gradientes. Consideramos ahora la pregunta andloga
relativa al rotor de un campo vectorial. Dado un campo vectorial Y, ;hay un campo X tal
que rot X =Y?

Supongamos que Y = (P, Q,R) y X = (L, M,N). Para resolver la ecuacién rotX =Y
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

ON oM __ 9L ON M dL

- —_p == — — — =R 9.1
dy 0z b2z 0x Q 0x oy (9:1)

en las que P, Q y R son conocidas y L, M, N son las funciones incégnitas.
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No siempre es posible resolver tal sistema. Por ejemplo, demostramos en la seccién 9.1
que la divergencia de un rotor es siempre cero. Por tanto, para que el sistema tenga
solucién en un cierto conjunto abierto S es necesario que
oP  9Q  OR

+ + =0 9.2
ox Jdy 0z (92)
en todo S. Esta condicién es también suficiente si restringimos convenientemente el con-
junto S en el que se verifica

Definicién 9.2.2. Sea Y: U C R3 — R3 un campo vectorial, decimos que X : U C R3 —
R3 es un potencial vectorial de Y si:

rot X =Y.

Teorema 9.2.3. Si Y : R? — R3 es un campo de clase C', entonces existe un campo
vectorial X tal que rot X =Y si y sélo si Y es solenoidal (es decir si divY = O en todo

R3).

Demostracion. La necesidad de la condicién div Y = 0 ha sido ya establecida, puesto que la
divergencia de un rotor siempre es cero. Para probar la suficiencia tenemos que encontrar
tres funciones L, M y N que satisfagan las tres ecuaciones Intentemos resolver el
problema tomando L = 0. Entonces la segunda y tercera ecuaciones [9.1| se transforman en

oN oM
e e R
ox Q ox
Entonces N
NGvuzl = | Qlty, 2t +fly,2)
X0
y

Mix,y,z) = j R(t, v, 2)dt + g(y,2)

X0
donde cada integracién se efectia a lo largo de un segmento rectilineo y las “constantes
de integracion” f(y,z) y g(y,z) son independientes de x.
Para hallar una solucién supongamos f(y,z) = 0. La primera ecuacién de exige

oN oM
_ T _P 9.3
oy 0z (9:3)
Segun la eleccion de M y N tenemos
OoN oM 9 [* 0 (¥ og
———— = t t—— | R(t t— ==, 4
o = oy Qyzae | Ry (9.4

Intercambiando los operaciones de derivacién parcial e integracién tenemos que

X

aay Jx Q(tyy,z)dt = J

X0 X0

0
@Q(t,y,l)dt
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0 [* X0
| Rtyziae= [ DRy zar

oz Xo xo 0Z
Con ello la ecuacién se convierte en
ON oM x 0 0 og
———=| |——Q(t — —R(t dt — —=.
oy oz LO [ ayQ( 'Y, 2) 32 ( ,y,Z)] 3,

Como la divergencia es cero, tenemos que

_ 99
oz’

oN oM _J" 0 dg
oy 0z

aP(t,y,Z)dt - & = P(x,y,z) - P(XO)U7Z)

X0
- . : : dg .
Por consiguiente, [9.3| se verifica si elegimos g de modo que 3 —P(x0,Y,2z). Asi, por
z

ejemplo, podemos tomar

9(y,z) = —J P(xo,y,u)du.

Z0
Este razonamiento nos lleva a considerar el campo vectorial X = (L, M, N), donde L(x,y,z) =
0y

MW%ﬂerW%ﬂﬁ—rP%&mﬁw meﬁz—rQW%dﬁ

X0 Z0 X0

O]

Observar que la demostracién anterior no sélo establece la existencia de un campo vec-
torial X cuyo rotor es Y, sino que también proporciona un método directo para determinar
X por medio de integrales calculadas con las componentes de Y.

Para una Y dada, el campo vectorial X que hemos construido no es la tnica solucién de
la ecuacién rot X = Y. Si sumamos a X cualquier gradiente derivable Vf obtenemos otra
solucién ya que

rot (X + Vf) =rot X + rot (Vf) =rot X =Y,

puesto que rot (Vf) = 0. Ademds, es facil demostrar que todas las soluciones de clase C2
deben ser de la forma X + Vf. En realidad, si Z es otra solucién, entonces rot Z = rot X,
de manera que rot (Z — X) = 0. Entonces Z — X = Vf para algin gradiente de clase C?.
Luego Z = X + Vf, como se afirmé.

Ejemplo 9.2.2. Averiguar si existe potencial vector Y de X = (x — 1,—y,2x) con Y =
(L, M, N) tal que

= L=0.

= M(1,y,z) =T1+y? +z

= N(1,0,z) = €~
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divY = (x = 1)x + (—y)y + (2x), = 0,

entonces existe un potencial vector, pero no sabemos si hay uno que verifique todas las
restricciones pedidas.

Veamos cuales son las ecuaciones que tienen que satisfacerse.

Ny—M, = x—1
_NX — _y
M, = 2x

X

X
M(x,y,z) — M(1,y,z) = J M, (t,y,z)dt = J 2tdt. Entonces
1 1

Mx,y,z) =T+ 12 +z4+ x> —1=x>+y* +z

N(x,y,z) — N(1,y,z) :J Nx(t,y,z)dt:J ydt. Entonces

1 1

N(X»U,Z)ZN(],U)Z)'FUX—U-

Ny —M; =x — 1, entonces Ny(1,y,z) = 1.

Y
N(1,y,z) — N(1,0,z) :J Ny (T,t,z)dt, entonces N(1,y,z) = N(1,0,z) +y = e* +y.

0
De donde concluimos que

N(x,y,z) =€*+y+yx—y=e” +yx.

Ejemplo 9.2.3 (Un campo vectorial solenoidal que no es un rotor). . Sea D la regién de R3

exterior a la esfera de centro en el origen y radio a > 0. Sea E(x,y,z) = (x,y,2).
2442 4 ,2)3/?
(x2 +y? +2%)
Es facil comprobar que divE = O en todo D.
Usaremos el teorema de Stokes para demostrar que V no es un rotacional en D. Para ello
supongamos que existe un campo vectorial X tal que E = rot X en D y llegamos a una
contradiccién. Segun el teorema de Stokes podemos escribir

[] rotx-as =] x-as
S G

z
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donde S y C son la superficie y la curva dibujada en la figura anterior. Para construir S,
tomamos una superficie esférica de radio R concéntrica con la frontera de D, siendo a < R,
y quitamos un pequeno casquete polar como se indica en la figura. La parte que queda es
la superficie S. La curva C es el borde circular dibujado. Representemos con n la normal
unitaria exterior a S, de modo que n = ?/T. Puesto que rot X = E = T /13, tenemos

T 1
T

T
rotX-n:—3
T

Sobre la superficie S este producto tiene el valor constante 1/R%. Por lo tanto, tenemos,

” rotX-dS:” rotx.ndsz]zﬂ as = reades,
s s R s R

Cuando el casquete polar degenera en un punto el drea de S tiende a 4mR? (drea de toda
la esfera) y por consiguiente, el valor de la integral de superficie tiende a 4.

Examinemos ahora la integral de linea. Recordar que tenemos la siguiente propiedad
para toda integral de linea.

< M(longitud deC)

JX~ds
C

donde M es el maximo de [|X|| en C. Por consiguiente, al reducir el casquete polar a un
punto, la longitud de C y el valor de la integral de linea tienden ambos a cero. Llegamos
asi a una contradiccién; la integral de superficie tiende a 47, y la correspondiente integral
de linea a la que es igual tiende a 0. Luego no puede existir en la regién D un campo X
cuyo rotor sea E.



Capitulo 10

Teorema de (Gauss

El teorema de Stokes expresa una relacién entre una integral extendida a una superficie
y una integral de linea tomada sobre la curva o curvas que constituyen la frontera de tal
superficie. El teorema de Gauss da una relacién entre una integral triple extendida a un
sOlido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese sélido. Este teorema
asegura que el flujo de un campo vectorial hacia afuera de una superficie cerrada es igual
a la integral de la divergencia de ese campo vectorial sobre el volumen encerrado por la
superficie. Se trata de un resultado paralelo al teorema de Stokes y al de Green, en el sentido
de que relaciona una integral sobre un objeto geométrico cerrado (curva o superficie) con
una integral sobre una regién contenida (superficie o volumen).

10.1. Teorema de Gauss

Teorema 10.1.1 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea V un sdlido en R® limitado
por una superficie orientable S con orientacion dada por la normal unitaria T exterior a

S.

Si X es un campo vectorial de clase C' en un abierto que contiene a VUS entonces tenemos

mv div(X)dV = ”S X-ds. (10.1)

Si expresamos X y n en funcién de sus componentes X = (P, Q, R) y = (m , M, Tlg),
la ecuacién puede entonces ponerse en la forma:

”Jv (gz + ZS + ZZ) dxdydz = ”s (Pny + Qny + Rn3)dS. (10.2)
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Demostracion. Bastara establecer las tres ecuaciones

oP [
JH —dxdydz = || PnydS,
Vv ox JJS

0 [
”J —dedydz = [| QnadS,
v 0y Js

oR (
UJ —dxdydz = [[ RnzdS.
v 0z Js

J

y sumar los resultados para obtener Comenzamos por la tercera de esas férmulas y
la demostramos para sélidos de tipo especial.
Supongamos que V es un conjunto de puntos (x,y,z) que satisfacen una relacion de la
forma

g(x,y) <z <f(x,y) para(x,y)enT,

siendo T una regién conexa del plano xy, f y g funciones continuas en T tales que g(x,y) <
f(x,y) para cada punto (x,y) en T. Geométricamente, esto significa que T es la proyeccién
de V en el plano xy. Toda recta paralela al eje z que atraviese T corta al sélido V a lo largo
de un segmento rectilineo que une la superficie z = g(x,y) a la z = f(x,y). La superficie
frontera S consta de un casquete superior S1, dado en la forma explicita z = f(x,y), otro
inferior S, dado por z = g(x,y); y en algunos casos por una porcién de cilindro Sz generado
por una recta que se mueve a lo largo de la frontera de T manteniéndose paralela al eje
z, La normal exterior a S tiene componente z no negativa en S7 y no positiva en S; y es
paralela al plano xy en S3. Los sélidos de este tipo se llaman “proyectables-xy”. (En la
siguiente figura se muestra un ejemplo.)

X

En él se incluyen todos los sélidos convexos (por ejemplo, esferas, elipsoides, cubos) y
otros muchos que no son convexos (por ejemplo, el toro con eje paralelo al z). La idea de
la demostracién es sencilla. Expresamos la integral triple como una doble extendida a la
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proyeccién T. Entonces demostramos que esta integral doble tiene el mismo valor que la
integral de superficie citada en el enunciado. Comencemos con la férmula

oR fluy) R
”J —dxdydz = ” J ——dz| dxdy.
v 0z T [Jotxy) 92

La integral unidimensional respecto a z puede calcularse mediante el segundo teorema
fundamental del cédlculo, ddndonos

”JV g—zdxdydz = ”T [R(x,y, f(x,y)) —R(x,y, g(x,y))] dxdy.

Para la integral de superficie podemos escribir:

JJ Rn3dS = JJ Rn3dS + JJ RnsdS + JJ Rn3dS
S Sq S2 53

Sobre S3 la normal n es paralela al plano xy, de modo que n3 = 0 y la integral sobre S3
es nula. Sobre la superficie S; usamos la parametrizacion

‘i’(x,y) = (X)y)f(xay))
y sobre §;
\{J(X)y) = (x,y,g(x,y)).

Entonces, como la normal a S; tiene la misma direccion que el vector unitario definido por
la parametrizacién:

”51 RnzdS = ”T R[x,y, f(x,y)]dxdy

Como en S; la normal es opuesta a la direccién definida por la parametrizacién se tiene
que

”52 RnsdS = —”T R[x,u, g(x,y)] dxdy.

Por lo tanto
”S RnzdS = ”T(R[x,yﬁ(x,y)] —R[x,y,9(x,y)]) dxdy.

Lo cual termina de demostrar que

oR
J”v &dxdy dz = ”s Rns3dS.

En la demostracién anterior la hipétesis de que V es proyectable-xy nos permite expre-
sar la integral triple extendida a V como una integral doble sobre su proyeccion T sobre
el plano xy. Es evidente que si V es proyectable-yz podemos razonar del mismo modo y

demostrar la identidad 3
HJ —dedydz = ” Qn,dS,
v 0y s



86 10.1. Teorema de Gauss

y si V es proyectable-xz obtenemos

oP ﬂ
—dxdydz = Pn,dS.
J”v ox Y S ]

Asi vemos que el teorema de la divergencia es valido para todos los sélidos proyectables
sobre los tres planos coordenados; en particular, para todo sélido convexo.
O

Ejemplo 10.1.1. Sea S = {(x,y,z) ER} X2 +yl4+ 22 = 1} y X(x,y,2) = (Zx,yz,zz). Se

tiene: ”S X. dS — J”v div(X)dV = ”Jv (24 2y +2z)dV.

Considerando coordenadas esféricas: x = rcosOsind, y = rsinfsind, z = rcosd y
recordando que el jacobiano es —r?sin ¢ tenemos que

rt 271 ol
“ X-dS = (2+ 2rsin 0 cos ¢ + 2rsin ¢)r sin pdrdodd
S J

3[ 37{ “r‘% 7 27 1
= 21 sin pdrdodd + J J J 213 sin 0 cos ¢ sin pdrdodd
0

Jo Jo J 0 Jo 0
7T 27 1
+J J J 213 sin? pdrdode
0.Jo 0
r7t 27 1 4 T 8
= 21 sin pdrdodd = TEJ sin pddp = =
JoJo Jo 3 Jo 3

Ejemplo 10.1.2. Usar el teorema de la divergencia para evaluar

ﬂaw(xz +y +2z)ds,

donde W es la bola sélida x> +y2 + 22 < 1.
Para poder aplicar el teorema de la divergencia de Gauss, debemos hallar algin campo

vectorial
X = (P) Q) R)

en W con
X-n:XZ—l—y—l-z.

En cualquier punto (x,y,z) € OW, la normal unitaria exterior n a OW es
n= (X) Yy, Z)

pues en OW, x? +y? + 2> = 1 y el radio vector T = (x,y,z) es normal a la esfera 9W. Por
lo tanto, si X es el campo vectorial deseado, entonces

X-n=Px+ Quy + Rz.

Hacemos

Px = X%, Qy=vy, Rz=z
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y resolvemos para P, Q y R para hallar que
X=(x,T1,1).

Calculando div X obtenemos
divX=14+0+0=1.

Asi, por el teorema de la divergencia de Gauss

”aW(x2 +y+2z)dS = J”W dv =V(W) = gn.

Aligual que en Green podemos probar la generalizacién del teorema de Gauss a volime-
nes con mas de una componente frontera. Si todas ellas tienen normal saliente al volumen,
como se muestra en la siguiente figura

y X:Q Cc R3 = R3 es un campo de clase C' entonces

.
m div XdV = ﬂ X - dS.
v i=1 St

Donde V es el volumen comprendido entre las superficies Sy, Sy, ..., S;.

10.2. Ley de Gauss del electromagnetismo

Recordemos que el campo eléctrico generado por una carga viene dado por

_ 9T _q (%,Y,2)
4rteg 13 dmeg (Xz Ty Z2)3/2'

E(r)

La ley de Gauss afirma que el flujo de E a través de cualquier superficie cerrada que

“encierre” a q es igual a —.
€0
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Para probar esta afirmacién comencemos con probar que E es solenoidal (divE = 0)

en todo R3 — {(0,0,0)}.
X
%
5

= (E+y+ D) PPy 2 -3,
= (PP + D)+ 2 -3,

— (xz—|—yz+zz)1/2(x2—i—yz—l—zz—?)zz).

oz
Entonces
X Ay dz
divE = =4 — 4 —
ox 0y 0z
= P+ + D)+ 23+ + 2 =3+ + P 4 22— 32

= 0.

Sean M y T como se muestra en la siguiente figura

Queremos probar que J E-dS = ﬂ E - dS Sea Q la regién entre M y T entonces Q)
oT

tiene frontera OM U 0T = S. Pero la orientacién en 9T inducida por la normal exterior
en () es opuesta a la obtenida a partir de 7. Entonces aplicando el teorema de Gauss

tenemos que
” E-dS—” E-dS—”E-dS—J” divEdV = 0.
oM oT S Q

Entonces el flujo no depende de la superficie. Ademas, en el ejemplo 7.2.5 hallamos que

“‘EdS:q.
T €0

De estos dos resultados deducimos la ley de Gauss.

10.3. Interpretacion intrinseca de la divergencia

Sea S(t) una esfera de radio t > 0 con centro en el punto a de R3, y representemos con
V(t) el volumen delimitado por S(t). Consideremos X un campo vectorial de clase C! en
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V(t).

Entonces tenemos

divX(a) = lim X - dS.

t—0 vol(\1/(t)) ”sm

Veamos como se deduce esta igualdad.
Sea f = div X. Si ¢ > 0 tenemos que encontrar un & > 0 tal que

1
)= vy JLm X ds

Puesto que f es continua en a dado ¢ existe una esfera B(a, ) tal que

<esi0O<t<b.

#3) — fla)l < 5

para todo x € B(a,d).

Por consiguiente, si escribimos f(a) = f(x)+ [f (a)—f (X)] e integramos ambos miembros
de esta ecuacién sobre la esfera V(t) de radio t < ¢, encontramos

f(a) vol V(t) = mvm f(x)dxdydz + mvm [f(a) — f(x)] dxdydz.

Si aplicamos el teorema de la divergencia a la primera integral triple del segundo miembro
y pasamos este término al primer miembro, obtenemos la relacion,

f(a) vol V(t) — ” X-dS

S(t) 2

< m [f(a) — £(x)|dxdydz < = vol V(t) < e vol V(t).
V(t)

Cuando dividimos esta desigualdad por vol V(t) vemos que la igualdad que queriamos es
cierta.

En la demostracién anterior no hacemos uso especial del hecho de que V(t) fuese una
esfera. El mismo teorema subsiste si, en lugar de esferas, utilizamos cualquier conjunto de
sélidos V(t) para los que el teorema de la divergencia es véalido, con tal que esos sélidos
tiendan hacia a cuando t — 0. Por ejemplo, cada V(t) podria ser un cubo inscrito en una
esfera de radio t en torno de a; se aplicaria exactamente la misma demostracion.
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10.3. Interpretacion intrinseca de la divergencia




Capitulo 11

Ecuaciones de Maxwell

Maxwell unifico las leyes de

= Gauss.

Coulomb.

Faraday.

Lenz

Modificé la ley de Ampere agregando la corriente de desplazamiento.

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen por
completo los fenémenos electromagnéticos. La forma de estas ecuaciones depende de las
unidades fisicas que se utilicen. Consideremos el sistema en el que las ecuaciones de Max-
well sean lo mas sencillas posibles.

Sean E y H funciones C' en (t,x,y,z) los campos eléctrico y magnético, respectiva-
mente. Van a satisfacer (por definicién) las ecuaciones de Maxwell con densidad de carga
p(t,x,y,z) y densidad de corriente J(t,x,y,z) cuando se cumpla lo siguiente:

V-E = p (ley de Gauss),

V-H = 0 (no hay fuentes magnéticas),
oH
VAE+ T 0 (ley de Faraday),
oE .
VAH-— pril ] (ley de Ampere).
Ley de Gauss
V-E=p.

Relacion entre el campo eléctrico y las cargas eléctricas que lo generan.
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Forma integral de la ecuacion:

oo [ v [ s

Dice que, el flujo del campo eléctrico a través de una superficie es igual a la carga encerrada
por la superficie.

Ley para campos magnéticos

Forma integral de la ecuacion:

”s H-dS = J”v divHdV =0

No existe el equivalente magnético a una carga puntual eléctrica. No existen pozos o
fuentes, ninguna superficie encierra un pozo o fuente.
La unidad magnética méas pequena es el dipolo magnético.

Observacién 11.0.1. Como V - H = O tenemos que H es solenoidal, podemos aplicar
el teorema 9.2.3 para concluir que H tiene un potencial vector, es decir, H = rot A para
algtin campo vectorial A. (Estamos suponiendo que H est4 definido en todo R? para cada
tiempo t.) Este campo vectorial A no es tinico, y podemos usar igualmente A’ = A + Vf
para cualquier funcién f(t,x,y,z) pues VA VF = 0. (Esta libertad en la seleccién de A se
llama libertad de recalibracién.)

Ley de Faraday
oH
VAE=——.
ot
Esta ley nos dice que el sentido de la corriente inducida compensa la variacion de flujo
magnético.

Forma integral de la ecuacién:

J E-dS:JJ rotE-dSZ—aJJ H - dS.
35 s ot JJs

El voltaje inducido en un circuito cerrado es proporcional a la rapidez con que cambia
en el tiempo el flujo magnético a través de una superficie bordeada por el circuito.

Observacién 11.0.2. La existencia de un campo magnético que varia en el tiempo implica
la existencia de un campo eléctrico.

Observacién 11.0.3. Si H no depende del tiempo entonces rot E = 0, por lo tanto E es
conservativo y tiene un potencial

E=Vf

donde f es el potencial eléctrico.
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Ley de Ampeére
oE
VAH=—+].
ot J
Los campos magnéticos pueden ser generados de dos maneras:

» por corriente eléctrica (ley de Ampere original),

» por variacién temporal en el campo eléctrico (correccion de Maxwell).

Forma integral de la ley de Ampere:

LSH.ds:;HSE.dS+HSJ.dS.

Ecuaciones de Maxwell en el vacio

= p =0 carga eléctrica.

= | =0, densidad de corriente.

Por lo tanto, las ecuaciones en el vacio quedan:
Ley de Gauss: divE =0.

Ley de Gauss para magnetismo: divH =0.

oH
Ley de Faraday: rotE = T
R oE
Ley de Ampeére: rotH = 3
Observacién 11.0.4. = Un cambio en el campo magnético genera un campo eléctrico.

= Un cambio en el campo eléctrico genera un campo magnético.
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Capitulo 12

Formas diferenciales

La teoria de las formas diferenciales proporciona una manera conveniente y elegante
de expresar los teoremas de Green, Stokes y Gauss. De hecho, el uso de formas diferencia-
les muestra que todos estos teoremas son manifestaciones de una sola teoria matematica
subyacente y proporciona el lenguaje necesario para generalizarlos a cualquier dimensién.
Como nuestro objetivo principal es mostrar que los teoremas de Green, Stokes y Gauss
se pueden unificar bajo un solo teorema introduciremos formas de manera puramente
axiomatica y no constructiva, evadiendo asi la tremenda cantidad de preliminares alge-
braicos formales que por lo general se requieren para su construccién.

Comenzaremos introduciendo el concepto de O-forma.
Definicién 12.0.5. Sea U un conjunto abierto en R3. Una O-forma en U es una funcién
con valores reales f : U — R suave (C*(U)).

Dadas dos O-formas f y g en U, podemos sumarlas de la manera usual para obtener

una nueva O-forma f + g, o multiplicarlas para obtener la 0-forma f.g.

Ejemplo 12.0.1. Sean f(x,y,z) = xy +yz y g(x,y,z) = ysinxz dos O-formas en R3.
Entonce
(f+9)(x,y,2) =xy +yz+ysinxz

(f.g)(x,y,2) = y*xsinxz + y*zsin xz.

Definicion 12.0.6. Las 1-formas basicas son las expresiones dx, dy y dz. En este
momento las consideramos s6lo simbolos formales. Una 1-forma w en un conjunto abierto
U es una combinacién lineal formal

w = P(x,y,z)dx + Q(X)U)Z)dy + R(X>U)Z)dz)

o simplemente

w = Pdx + Qdy + Rdz,

donde P, Q y R son funciones suaves con valores reales, definidas en U. Por la expresion
Pdx entendemos la 1-forma Pdx+0dy+0dz y de manera similar para Qdy y Rdz. Ademaés
el orden de Pdx, Qdy y Rdz no tiene importancia, de modo que

Pdx + Qdy + Rdz = Rdz + Pdx + Qdy, etc.
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Dadas dos 1-formas wy = Prdx+ Q1dy + Rydz y w; = P,dx + Q2dy + Rydz, podemos
sumarlas para obtener una nueva 1-forma wi + w;, definida por

w1+ wz = (P1 + P2)dx + (Q1 + Q2)dy + (Ry + Ry)dz,
y dada una O-forma f, podemos formar la 1-forma f.w; definida por
f.wy = (fP1)dx + f(Qq)dy + (fRy)dz.

Ejemplo 12.0.2. Sean w; = (x+y?)dx+zydy+e¥:dzy w; = sinydx+sinxdy 1-formas.
Entonces
w1 4+ wy = (x +y? +siny)dx + (zy + sinx)dy + e¥dz.

Si f(x,y,z) = x, entonces
fw; = xsinydx + xsin xdy.

dx

dz dy

N

Definicion 12.0.7. Las 2-formas basicas son las expresiones formales dxdy, dydz y
dzdx. Estas expresiones deben pensarse como los productos de dx y dy, dy y dz, y dz y
dx. Una 2-forma 1 en U es una expresion formal

n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx,

donde F, G y H son funciones suaves reales definidas en U. El orden de Fdxdy, Gdydz y
Hdzdx no es importante; por ejemplo,

Fdxdy + Gdydz + Hdzdx = Hdzdx + Fdxdy + Gdydz, etc.

En este punto es 1til notar que en una 2-forma, las 1-formas bésicas dx, dy y dz siempre
aparecen en pares ciclicos (ver la figura), esto es, dxdy, dydz y dzdx. Por analogia con
las O-formas y las 1-formas, podemos sumar dos 2-formas

1y = Fidxdy + Gidydz + H;dzdx,
i=1,2, para obtener una nueva 2-forma,
m +n2 = (F1 + F2)dxdy + (G1 + G2)dydz + (Hy + Hz)dzdx.
De manera analoga, si f es una 0-forma y si n es una 2-forma, podemos tomar el producto
fn = (fF)dxdy + (fG)dydz + (fH)dzdx.

Finalmente, por la expresién Fdxdy entenderemos la 2-forma Fdxdy + 0dydz + 0dzdx.
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Ejemplo 12.0.3. Sin; = x?dxdy + y*>xdydz + sin zydzdx y n; = ydydz. Entonces
n+mn2 = xzdxdy + (y3x +y)dydz + sin zydzdx.

Si f(x,y,z) = xy, entonces
fny = xyzdydz.

Definicién 12.0.8. Una 3-forma basica es una expresién formal dxdydz (en orden
ciclico). Una 3-forma v en un conjunto abierto U C R3 es una expresién de la forma
v = f(x,y, z)dxdydz, donde f es una funcién con valores reales definida en U.

Podemos sumas dos 3-formas y multiplicarlas por O-formas de la manera obvia. Sean
vy = fidxdydz y v, = fdxdydz, entonces

vi1 + vy = (f1 + f2)dxdydz.
Si v = fdxdydz y g una-forma, entonces
gv = gfdxdydz.
Ejemplo 12.0.4. Sean vi =ydxdydz y v; = e’ dxdydz, entonces
vi+va=(y+ exz)dxdydz.

Si f(x,y,z) = xyz, entonces
fvy = xyzzdxdy dz.

Notacién: Q%(U) es el conjunto de k-formas definidas en el abierto U. Con las opera-
ciones vistas anteriormente podemos probar que este conjunto tiene estructura de espacio
vectorial sobre los reales, dodne pensamos a los escalares como funciones constantes.

Ahora que hemos definido estos objetos formales (formas), resulta valido preguntarnos

para qué sirven, cémo se usan y, quiza lo mas importante, qué significan. Veamos como
usarlas e interpretarlas.
Una funcién con valores reales definida en un dominio U en R3 es una regla que asigna a
cada punto en U un ndmero real. Las formas diferenciales son, en cierto sentido, genera-
lizaciones de las funciones con valores reales que hemos estudiado en calculo. De hecho,
las O-formas en un conjunto abierto U son simplemente funciones en U. Asi, una 0-forma
f manda puntos de U a nimeros reales. Preferimos interpretar las k-formas diferenciales
(para k > 1), no como funciones definidas en puntos de U, sino como funciones definidas
en objetos geométricos tales como curvas y superficies. Muchos de los antiguos geémetras
griegos consideraron a las rectas y curvas formadas por infinidad de puntos, y a los pla-
nos y superficies formados por infinidad de curvas. En consecuencia hay al menos cierta
justificacion histérica para aplicar esta jerarquia geométrica a la interpretacion de las for-
mas diferenciales. Dado un subconjunto abierto U € R3, distinguiremos cuatro tipos de
subconjuntos de U:

(i) puntos en U,
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(ii) curvas simples orientadas y curvas cerradas simples orientadas en U,
(iii) superficies orientadas S C U

(iv) subregiones elementales de U.

12.1. Integrales de formas

12.1.1. Integrales de 1-formas

Definicién 12.1.1. Sea w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz una 1-forma en U
y sea C una curva orientada simple en U. Entonces, definimos la integral de w sobre C
como

J w:J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz.
C C

Ejemplo 12.1.1. Sea w = xydx + y?dy + dz y C la curva parametrizada por (t2,t3,1)

con t € [0, 1]. Hallar J w.
C

1
1
J w :J (22t + t°3t%)dt = —3.
c 0 21

Asi es que podemos pensar que una 1-forma w asigna a cada curva simple orientada
y a cada curva cerrada simple orientada C en R3 el ntiimero

J,

12.1.2. Integrales de 2-formas

Una 2-forma 1 en un conjunto abierto U en R3 se puede interpretar de manera ansloga
como una funcién que asocia con cada superficie orientada S C U un nimero real. Esto se
logra por medio del concepto de integracién de 2-formas sobre superficies.

Definicion 12.1.2. Sea n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx una 2-forma y S superficie para-
metrizada por @ : D € R? — R3. Entonces definimos la integral de la 2-forma 1 sobre
S como:

J n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx
S Js

- J (G,H,F) - dS
S

] F(X’Y) +G(Y’Z) —i—H(Z’X)dudv
D (LL,V) (U,V) (LL,V)
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Si S esta compuesta por varias superficies paramétricas S;, i =1,...,k, cada una de ellas
con parametrizacién @i, definimos
k
n= J n.
=21,

Ejemplo 12.1.2. Consideremos la 2-forma 1 = zZdxdy y la superficie S semiesfera supe-
rior de radio 1 en R*. Hallar (.

Sea @ (u,v) = (sinucosv,sinusinv, cosu), con (u,v) € [0,7/2] x [0, 271] una parame-
trizacién de S. Entonces

X, Y .
S D b

(u,v) 4 [0 2

Ejemplo 12.1.3. Hallar [¢xdydz + ydxdy, donde S es la superficie orientada descrita
por la parametrizacién x = u+v, y = u?> —v2, z =uv donde (u,v) € [0,1] x [0, 1].

Por definicién tenemos que

NZ) . 2, 3
) =2(u” +v9)
XY _ —2(u+v)
(u,v)

Entonces:

J xdydz +ydxdy = ” 2u+v)(u? +v2) = 2(u? —v?) (u + v)dudu
S D

1
- 4H (V3+uv2)dudv:4j J (v + uv?)dudv
b 0Jo

12.1.3. Integrales de 3-formas

Finalmente podemos interpretar a las 3-formas como funciones en la regiones elemen-
tales de U.

Definicién 12.1.3. Sea v = f(x,y,z)dxdydz una 3-forma y sea R una region elemental
en U. Entonces, definimos la integral de n sobre R como

Lﬂ = J”R f(x,y,z)dxdydz.

Que es simplemente la integral triple ordinaria de f sobre R.
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Ejemplo 12.1.4. Sean = (x + z)dxdydz y R = [0, 1] x [0,1] x [0, 1], calcular [,n.

J n= ”J (x + z)dxdydz = J] r J] (x + z)dxdydz
R R 0JoJo
101752 10l /7 1/
= L Jo {2 —i—zx} dydz = J;) Jo (2 +z> dydz = L <2 —i—z) dz
z 22
=[5+3) =
12.2. Producto exterior

Estudiaremos ahora el dlgebra (o reglas de multiplicacién) de formas, que, junto con la
diferenciacién de formas, nos permitiran enunciar los teoremas de Green, Stokes y Gauss
en términos de formas diferenciales.

Q&) x QYU) L& k)
(w,m) = w/An

Si w es una k-forma y 1 es una l-forma en U, 0 < k+1 < 3, existe un producto llamado
producto exterior w /\n que es una k+ l-forma en U. El producto exterior satisface las
leyes siguientes:

(i) Para cada k existe una k-forma 0, cero, con la propiedad de que 0 + w = w para
toda k-forma w y 0 An =0 para toda l-forman si 0 <k+1< 3.

(ii) (Distributividad) Si f es una 0-forma, entonces

(fwy + wz) An = flwy An) + (w2 An).

(iii) (Anticonmutatividad) w An = (=) M A w).

(iv) (Asociatividad) Si wi, wy y w3 son Ky, ky y k3 formas, respectivamente, con k; +
ks + k3 < 3, entonces

w1 AN ((,Uz A\ wg) = ((,U1 A\ (,Uz) AN ws3.
(v) (Homogeneidad respecto a funciones) Si f es una 0-forma, entonces
wA (fm) = (fw) An=~flwAn).

Nétese que las reglas (ii) y (iii) en realidad implican la regla (v).
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(vi) Se cumplen las siguientes reglas de multiplicacién para 1-formas:

dxNdy = dxdy,

dy A dx —dxdy = (—1)(dx A dy),
dy A dz dydz = (—1)(dx A dy),
dzAdx = dzdx = (—1)(dx A dz),

dx \Ndx =0, dyAdy=0, dz/Adz=0,
dx A (dy A dz) = (dx A\ dy) A dz = dxdydz.

(vii) Sif es una O-forma y w es cualquier k-forma, entonces f A w = fw.

Usando las leyes (i) a la (vii), podemos hallar ahora un producto tinico de cualquier l-forma
1 y cualquier k-forma w, si 0 <k+1< 3.

Ejemplo 12.2.1. Mostrar que dx /A dydz = dxdydz.
Por la regla (vi) tenemos que dydz = dy /\ dz. Por lo tanto

dx A dydz = dx /\ (dy A dz) = dxdydz.
Ejemplo 12.2.2. Sean dx, dy, dz las 1-formas basicas de R3. Entonces:
(xdx +y%dy) A (dx +xdy) = xdx/Adx+x*dx A dy +y?dy Adx +xy’dy A dy

= (¥*—yHdxAdy

= (x*—y?)dxdy.

(dx +dy + dz) A (xdx +zdy) = xdx A dx+zdx A dy + xdy A dx
+zdy A dyxdz A\ dx + zdz A dy
= (z—x)dx/A\dy+xdz/Adx+zdzAdy

= (z—x)dxdy + xdzdx — zdydz.
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12.3. Derivada exterior

Ejemplo 12.2.3. Si w = xdx +ydy y n = zydx + xzdy + xydz, hallar w An.

wA”n =

(xdx +ydy) A (zydx + xzdy + xydz)

[(xdx +ydy) A (zydx)] + [(xdx +ydy) A\ (xzdy)}

+ [(xdx +ydy) A (xydz)}

xyz(dx A dx) + zy?(dy A dx) + x?z(dx A dy) + xyz(dy A dy)
+x%y(dx A dz) + xy?(dy A dz)

—zy?dxdy + x?zdxdy — x?ydzdx + xy?dydz

(x*z — y%z)dxdy — x*ydzdx + xy?dydz.

Ejemplo 12.2.4. Si w = xdx —ydy y n = xdydz + zdxdy, hallar w An.

w/An = (xdx—ydy) A (xdydz + zdxdy)

= [(xdx —ydy) A (xdydz)] + [(xdx —ydy) A (zdxdy)]

= (x?dx A dydz) — (zydy A dydz) + (xzdx A dxdy) — (yzdy A dxdy)

= [2dx A (dy A dy)] — [yzdy A (dy A dz)]

+[xzdx A (dx A dy)] — [yzdy A (dx A dz)]

= x*dxdydz — [xy(dy A dy) A dz]

+[xz(dx N dx) A dy] — [yz(dy A dx) A dy]

= x%dxdydz —xy(0 A dz) + xz(0 A dy) + [yz(dy A dy) A dx]

= x%dxdydz.

12.3. Derivada exterior

El dltimo paso importante en el desarrollo de esta teoria es mostrar cémo diferenciar
formas. La derivada de una k-forma es una (k 4+ 1)-forma si k < 3 y la derivada de una

3-forma siempre es cero.

Definicion 12.3.1.

d: O&Uu) — O (u)
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Si w es una k-forma, denotaremos la derivada (exterior) de w por dw. La operacién d
tiene las propiedades siguientes:

1. Sif:U — R es una O-forma, entonces

Cofaf of
af = Laxt Ly + Lo,
T

2. (Linealidad) Si w1 y w; son k-formas, entonces

d(wi 4+ wy) = dw; + dw;

3. Si w es una k-forma y n es una l-forma,

d(w A1) = (dw A1) + (=1)*(w A dn).

4. d(dw) =0y d(dx) = d(dy) = d(dz) = 0, o simplemente d? = 0.

Las propiedades (1) a (4) proporcionan informacién suficiente para permitirnos diferenciar
de manera tnica cualquier forma.

Ejemplo 12.3.1. Sea w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy una 1-forma en algin conjunto
abierto Q C R3. Hallar dw.

d[P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy]

= d[P(x,y,z) Adx] +d[Q(x,y,z) A dy] (usando 2)
= (dPAdx)+[PAd(dx)]+ (dQ Ady) + [Q Ad(dy)l (usando 3)
= (dPAdx)+ (dQ A dy) (usando 4)
(P P P 0Q, . 9Q, , 2Q,

= (6 dx +aydy+a d)/\dx—f—( dx +aydy+ )/\dy (usando 1)

oP oP oP
= <E)de/\dX> + (aydy /\dx) + <adeAdX)
0Q 0Q 0Q

oP oP 0Q 0Q
= ——dxd —dd —dxdy — —dyd
3y y—l—a zx+a xdy 2z ydz

2Q 0P oP 2Q
= (929 dxdy + o dzdx — S dydz.
(ax ay>xy+azZX a0z P
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Ejemplo 12.3.2. Si w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz una 1-forma en algin
conjunto abierto U C R3. Hallar dw.

d[P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y, z)dz]
= d[P(x,y,z) Adx] +d[Q(x,y,2) A dy] + d[R(x,y,z) A dz]
= (dPAdx)+[PAd(dx)] + (dQ Ady) + [Q Ad(dy)] + (AR A dz) + [RA d(dz)]

= (AP Adx)+ (dQ A dy) + (dR A dz)

oP oP oP 0
= <dx—|—dy+dz>/\dx+<an + Qd —i—de)/\dy

0x oy 0z oy 0
oR oR oR
— — — A\
+<axd +aydy+a dz> dz

oP oP oP 0Q
= <ade/\ dx> + (aydy /\dx) + (adeAdX> + (ade/\ dy)
0Q 0Q oR oR oR
—dy A —dz A\ —dx A\ —dy A —dz A\
+ ( oy dy dy) + < A dz dy> + (axdx dz> + <ay dy dz> + <6de dz)

oP oP 0Q 0Q oR oR
= ——dxd ——dzd —dxdy — —dydz — —dzd —dyd
3y y+a zx+a xdy Py ydz o zx+ayyz

~ [(9Q 0P oP OR oR 9Q
= <6x ay)d>cdy+<aZ ox >dd (ay Py >dydz

Ejemplo 12.3.3. Sea f una O-forma. Usando sélo las reglas de diferenciacién (1) a (3) y
el hecho de que d(dx) = d(dy) = d(dz) = 0, mostrar que d(df) = 0.

Por la regla (1):

of  of  of
df = Lax+ g dz,
ST

de modo que

of df of
dMﬂ-d(adQ+ww5y®>+d<mﬁa.
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Trabajando sélo con el primer término, usando la regla (3), obtenemos

of of of of
d{=—dx| = d|{=—Adx])=d|=— ) Adx+— Ad(dx)
0x 0x 0x 0x

o*f o’ f o*f
= | z5d — dz | N\ 0
<6x2 A ayaxdy T 3z0x Z) dx+

aZ 2

f f
- dy A d dzAd
yax YN BT g

0’ f 0’ f
B _ayadedy T 3z0x

dzdx.

De manera andloga hallamos que

of o*f o*f
d{ Cay) = 2 axdy — 2 dyd
<ay y) axdy YT Bzay

of G Q% f

Al sumarlos obtenemos d(df = 0 por la igualdad de las derivadas parciales mixtas.

Ejemplo 12.3.4. Mostrar que d(dxdy), d(dydz) y d(dzdx) son cero.

Para probar el primer caso, usamos la propiedad (3):
d(dxdy) = d(dx A dy) = d(dx) A dy — dx A d(dy) = 0.
Los otros casos son similares.

Ejemplo 12.3.5. Sin = F(x,y,z)dxdy + G(x,y,z)dydz + H(x,y,z)dzdx, hallar dn.

Por la propiedad (2) dn = d(Fdxdy)+d(Gdydz)+d(Hdzdx). Calcularemos d(Fdxdy).
Usando de nuevo la propiedad (3), obtenemos

d(Fdxdy) = d(F A dxdy) = dF A (dxdy) + F A d(dxdy) = dF A (dxdy).

oF oF oF
dF A (dxdy) = <axdx—|— @dy + aZdZ> A (dx A dy)

oF

= aFdx/\(dxA dy)] + [g:dy/\(dx/\dy)} + [azdz/\(dx/\ dy)

| ox

Observar que

dx A\ (dxAdy) = (dxAdx)ANdx=0Ady=0
dy A (dxANdy) = —dyA (dy/Adx)

= —(dyANdy)Ndx=0Ady =0
dzA (dxAdy) = (=1)2(dx A dy) A dz = dxdydz.
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Por lo tanto

oF
d(Fdxdy) = a—zdxdy dz.

De manera analoga, hallamos que

0G oH
d(Gdydz) = —dxdydz, d(Hdzdx) = —dxdydz.
0x oy
Por lo tanto
oF 090G 0oH
dn = (62 + I + 6y> dxdydz.

12.4. Campos en R?

Un campo (diferenciable) en un abierto U de R? es una funcién F = (P,Q,R) : U C
R3 — R3, con P, Q, R de clase C*. Llamaremos x(U) al conjunto de los campos en U.

Recordar que tenemos las siguientes operaciones entre campos. Si F,G € x(U), defini-
mos F+ G, fG € x(U) mediante

(F+G)(x) =F(x)+G(x), (fG)(x)="T(x)G(x), Vvx e l.

Estas operaciones en x(U) verifican las mismas propiedades de los espacios vectoriales y
x(U) es un R-espacio vectorial de la misma forma que lo es Q*(U).

of of 0
s Si fe C®(U), se define su gradiente Vf = —dx + —dy + idz e x(UW).
ox oy 0z
OR 0Q oP ©OR 0 oP
= SiF e x(U), se define surotacionalrotF=V AF=| — — —Q, —— 9Q o
oy 0z 0z 0x 0x 0Jy
oP 0 oR
= Si Fex(U), se define su divergencia divF=V - -F= — + Q + — € C*®(U).
ox Jdy 0z

Podemos definir los siguientes operadores

rot

coUu) Loxw o x2S oxu) o xw e
f — Vf F — VAF’ F — V-F

Tenemos formas naturales de ir del espacio de campos al espacio de formas. A consti-
nuacién presentaremos los mapas que permiten hacer esta asociacion. Recordar que nota-
bamos a los campos como F = (P,Q,R) € x(U).

x(U) w—2)> Q'(u) x(U) w_‘Q) Q*(U)
F

— wl=Pdx+Qdy+Rdz  F +— f=Rdxdy+ Pdydz+ Qdzdx
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0
w
Ce(U) — Q3(U)
f —  wf = fdxdydz.
Estos mapas son isomorfismos lineales, con las estructuras de R-espacios vectoriales dadas
anteriormente.

Teorema 12.4.1. Si consideramos los siguientes mapas

Vo x(U) —2 s () — I coo(u)

idl iwg) lw(z] \Lwé)

QoU) —4~ Qlu) —4- 02(u) - Q3(u)

Entonces, para todo f € C*(U) y F € x(U) se verifica
df =wy" =df, d (wf) = wtf d (wE) = IVF,

Corolario 12.4.2. Usando que d* =0 y el teorema anterior concluimos que rot(Vf) =0
y div(rot F) = 0.

12.5. Formas cerradas versus formas exactas

Definiciéon 12.5.1. Una k-forma w se dice cerrada si dw = 0 y se dice exacta si existe
una (k — 1)-forma n tal que dn = w.

Notacién: Sea Z¥(U) = {w e OFU) : dw = O} y B¥(U) = {w e OKU): I €
Q¥ 1(U) condn = w}.

Observacién 12.5.2. B¥(U) c Z*(U).
Sea w € B¥(U), entonces, existe 1 € Q%1 (U) tal que dn = w. Por lo tanto, dw = d(dn) =
0. Entonces w € Z*(U).

Corolario 12.5.3. Si w € Q'(U) entonces, por el teorema previo existe F € x(U) tal

que W = wf. St w es cerrada entonces 0 = dw = d(w?) = wEOtF. Usando que wg es un

isomorfismo tenemos que rot F = 0. Entonces F es irrotacional.
De igual forma, si w € Q*(U), entonces w = wE y st esta forma es cerrada tenemos que
0=dw= d(w;) = wgh"F. Entonces divF =0, es decir, que F es solenoidal.

Corolario 12.5.4. Veamos que podemos decir de los campos asociados si las formas son
ezactas. Si w € Q'(U) entonces, w = w?. Ademds, por ser exacta existe f € QO°(U) tal
que df = w. Entonces w§ =w =df = wlv‘c, de lo cual deducimos que F = VA, es decir, F
admite un potencial escalar y es conservativo.

Si ahora w € Q*(U) entonces, w = wg y existe n € Q'(U) tal que dn = w. Luego,
aplicando el teorema previo, wEOtG = d(w?) =dn=w = wE. Entonces, F =rot G, de lo
cual concluimos que F admite un potencial vectorial.
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Vimos anteriormente que toda forma exacta es cerrada, ahora estudiaremos bajo
qué condiciones se cumple el reciproco también, es decir, bajo qué condiciones las for-
mas exactas coinciden con las formas cerradas. Este problema es importante porque es
mucho mas facil verificar que una forma es cerrada a que es exacta.

<

Ejemplo 12.5.1. Sea U = R2 —{(0,1)} y w = Xz_fyzdx +5 Iyzdy ca'(u).

w
0 —y 0 X
w es cerrada porque @ m = a XZ T yz .
Sea V ={(x,y) € R?:x # 0} C U.

Afirmacién: w es exacta en V. Sea g : V — R definida como g(x,y) = arctan(y/x).

99 -y 99 x
ox  x24y? oy  x24y?

Entonces w = dg.
Afirmacion: w no es exacta en U

Supongamos que existe f: U — R tal que w = df. Como V C U es w = df en V, luego
of 9g of 0
df = dg enV,esdecir—:—g, T _%Y v
ox O0x dy Oy
Sean V; = {(x,y) eR?:x > 0} y Vi = {(x,y) eR?:x < O} las componentes conexas
de V. Entonces, existen constantes cy, ¢ talesque f=g+cyen Vy yf=g+cyjen V_.
Sea p = (0,b), b > 0.

lim, 0+ f(x,b) = limy_,o+ arctan(b/x) +c2 =5 +c2
f(0,b) =
lim, o~ f(x,b) = limy_,o- arctan(b/x) +c1 = —F +¢;
T T
:>E+C2:_E+C] =C)=2¢C —T.
Sea p = (0,c),c <0

limy o+ f(x,¢) = limy_o+ arctan(c/x) +c2 =% + 2
f(oa C) =
lim,_,o- f(x,c) = lim,_,o- arctan(c/x)+cy = % + ¢q

U T
:>—§+cz:§+c1:>cz:c1+7t.

De estas dos igualdades llegamos a una contradiccién. Entonces no existe f en U: df = w.

De lo anterior se deduce que para estudiar el problema de cudndo un forma cerrada es
exacta importa el dominio de la forma.
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Definicion 12.5.5. Un subconjunto U de R™ tiene forma de estrella si existe un punto
Po € U tal que para todo p € U se cumple {tp + (1T —t)po:t €0, 1]} c u.

Ejemplo 12.5.2. 1. Todo subconjunto convexo de R™ tiene forma de estrella. En par-
ticular el propio R™ tiene forma de estrella.

2. R —{(x,0) : x > 0} tiene forma de estrella (y no es convexo).

Teorema 12.5.6 (Lema de Poincaré). Si U C R™ es abierto con forma de estrella, en-
tonces para todo k ={0,...,n} se cumple que toda kK-forma cerrada en U es exacta.

Demostracion. Para simplificar la notacién haremos la prueba para 1-formas en U C R3
con forma de estrella respecto al origen (0, 0,0).

Sea w = Pdx + Qdy + Rdz € Q' (U): dw = 0, entonces Qy = Py, P, =Ry, Ry = Q..
Como U tiene forma de estrella respecto al origen, tiene sentido definir f : U — R mediante

1
f(X) = L xP(tX) +yQ(tX) + zR(tX)dt, VX = (x,y,z) € U.

Calculando obtenemos:

of

1
ox JO xP(tX) +yQ(tX) + zR(tX)dt

X =

rl

— [ 2 (ePx) + yQUEX) + 2R(1X) dt
Jo 0x

rl

) 0 )
=, P(tX) + X5 (P(tX)) +ya—X(Q(tX)) + z&(R(tX))dt

rl
oP 0
— [ po e x Lot 428

oR
(tX)t + z— (tX)tdt
Jo ox

x ox

o1
oP oP oP
= | P{tX)+x—(tX)t +y—(tX)t + z—(tX)tdt
Jo 0x oy 0z

rl d
=, P(tX) + a(P(tX))tdt

f‘] d
= | a(P(tX)t) dt

= P(X)E]
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Luego, % = P, y andlogamente se prueba que g—; =Qy % =R, es decir df = w.

Entonces Z*(U) = B¥(U) si U tiene forma de estrella. O

12.6. Teoremas de Green, Stokes y Gauss en el lenguaje de
formas

Teorema 12.6.1 (TEOREMA DE GREEN). Sea D una region elemental en el plano xy,
con 0D con orientacion anthoraria. Supongamos que w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy es una
1-forma en algin conjunto abierto U en R3 que contenga a D. Entonces

J w:J dw.
9D D

Notar que dw es una 2-forma en U y D es, de hecho, una superficie en R3, parametriza-
da por @ : D — R3, ®(x,y) = (x,1,0). Como P y Q no son, explicitamente, funciones de

oP 0 0 oP
z, tenemos que — =0y —Q = 0 por lo tanto dw = —Q — — | dxdy. En consecuencia,
0z 0z 0z 0z

el teorema dice nada mas que

0Q 0P
Pd dy = — — — | dxd
LD X+ Qdy IL)(aZ aZ) e

que es precisamente el teorema de Green presentado en el capitulo 4. Entonces se cumple
eeste teorema. Asimismo, tenemos los siguientes teoremas.

Teorema 12.6.2 (TEOREMA DE STOKES). Sea S una superiicie orientada en R3 con
una frontera formada por una curva cerrada simple orientada de forma coherente con S.
Supongamos que w es una 1-forma en algin conjunto abierto U que contiene a S. Entonces

J w:J dw.
S S

Teorema 12.6.3 (TEOREMA DE GAUSS). Sea V C R una region elemental con dV
con la orientacion exterior. Simn es una 2-forma en alguna region U que contiene a V,

e’me’nCGS
J J

Es clara la analogia en los enunciados de estos teoremas. En las formulaciones para
campos vectoriales hemos usado divergencia para regiones en R? (en el teorema de Gauss),
rotacional para superficies en R? (en el teorema de Stokes y regiones en R? (en el teorema
de Green). Aqui usamos sélo el concepto unificado de derivada de una forma diferencial
para los tres teoremas. De hecho, podemos enunciar todos los teoremas como uno, si
introducimos un poco mas de terminologia.

Por una 2-variedad orientada con frontera en R? entenderemos una superficie en R3
cuya frontera es una curva cerrada simple con una orientacién inducida por la superficie.
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Por una 3-variedad orientada con frontera en R3 entenderemos una regién elemental en
R3 (suponemos que su frontera, que es una superficie, estd dotada con la orientacién

exterior). Al siguiente teorema unificado le llamamos ”teorema de Stokes”, de acuerdo con
las convenciones vigentes.

Teorema 12.6.4 (TEOREMA GENERAL DE STOKES). Sea M una k-variedad en R3
(k =2 0 3) contenida en algin conjunto abierto U. Supongamos que w es una (k—1)-forma

en U. Entonces
J w = J dw.
oM M
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