Teoria de Lenguajes - Lema de Arden

1. Enunciado

Sean r y s expresiones regulares. Considere la ecuacién X = r.X|s, donde
r.X denota la concatenacién de r con X, y | la unién. Asumiendo que el conjunto
denotado por r no contiene la tira vacia, encuentre la solucién para X y pruebe
que es tnica. jCudl es la solucién si L(r) contiene la tira vacia?

2. Solucion

Intuitivamente, podemos ver que todas las tiras de L(s) pertenecen a la
solucién, asi como las tiras de L(rs), y asf hasta L(r*s), que serfa el “limite”.

Vemos primero que r*s es solucién de la ecuacién, es decir que L(r*s) =
L(rr*s|s):

L(r(r*s)|s) = L(rr*s|s) = L((rr*|e)s) = L(r*s)

(Todas justificadas por propiedades de expresiones regulares facilmente de-
mostrables)

Demostremos ahora que la solucion es tinica. Primero, vemos que cualquier
X'’ que sea solucién debe cumplir que L(X’) incluye a L(r*s). Mostraremos que
cualquier tira de la forma wy; ... wipwse, con k > 0, wy; € L(r), wy € L(s)
(es decir, las tiras de L(r*s)), pertenece a L(X’). Lo hacemos por induccién
completa en k:

Paso Base : Si k = 0, entonces w € L(s) y por lo tanto w € L(X")

Hipétesis Inductiva : Si k < 4, entonces w € L(X)

Tesis Inductiva : Si k = 4, entonces w € L(X’). Esto es ficil de ver: w = wyjw’, con

w1 € L(r), y w' € L(r*s); por lo tanto w’ es mds corta que w (porque
e & L(r)), y por HI v’ € L(X’). Como X’ cumple la ecuacién, se cumple
que w € L(X")

Ahora, supongamos que L(X') incluye estrictamente a L(r*s). Sea w €
L(X') tal que w ¢ L(r*s), y no existe una tira més corta que w que cumpla
esta condicién . Como w € L(X'), entonces existen dos posibilidades:

= Siw € L(s), entonces w € L(r*s), lo que es absurdo



» Siw € L(rX'), entonces w = wyws, con wy € L(r) y we € L(X'); al ser wo
més corta que w (porque € € r), wy € L(r*s); pero entonces w € L(r*s),
lo cual es absurdo.

Todas las opciones conducen a un absurdo que se origina al suponer que que
existe una solucién X’ que incluye estrictamente a 7*s, luego 7*s es la unica
solucion.

Finalmente, vemos qué sucede si ¢ € L(r). En este caso, la ecuacién se
transforma en: X = 7' X|s|X donde L(r') = L(r) — e. La solucién para esta
ecuacién es r*(«|s) para cualquier e.r. a. Por lo tanto, la solucién ya no es tnica
(salvo que L(s) = X*).



