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Capitulo 1

Ecualizacion

1.1. Introduccion

Cuando se estudiaron los problemas de sincronizacién, se asumié que el canal
podia ser modelado como un filtro con la siguiente respuesta al impulso A(t) mas un
ruido blanco gaussiano.

h(t) = hod(t — 7) (1.1)

donde hg es una constante y 7 el retardo introducido por el canal.

En este capitulo se trabajard con un modelo del canal menos ideal y se analizara
el impacto que tiene sobre la senal recibida y cémo debe disenarse un receptor para
solucionar los problemas que trae aparejados.

Se comenzara estudiando el problema en tiempo continuo para luego llegar al
modelo discreto con el que se trabajard en el resto del capitulo. Como se ha visto en
capitulos anteriores la senal banda base transmitida es

S(t) = Za[k]pt:r(t - kTs) (12)

k

siendo a[k] los simbolos complejos, p¢..(t) el pulso conformador de transmisién y
T el tiempo entre simbolos. En este capitulo se notara a los pulsos de transmisién
y recepcion pi, v Prp y NO p como en otros capitulos porque uno de los objetivos es
estudiar cémo deberian ser estos pulsos cuando el canal no es ideal.

La sefial bandabase es luego convertida en una senal pasa banda (BP)

spp(t) = Re [S(t)ej(Qﬂfct+0(t)):|
= Re [st(t)eﬂﬂfct]
spp(t) = s(t)e’’® 13)

siendo f, la frecuencia portadora y 6(t) el jitter o las variaciones del oscilador del
transmisor entorno a la frecuencia portadora. A sy p se lo denomina equivalente pasa
bajo (LP) de spp
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En el receptor en pasa banda se tendra:

’I“Bp(t) = th(t—T)*SBP+wBP(t) (14)

donde hpp(t) es la respuesta al impulso del canal (que asumimos invariante en el
tiempo) y 7 como ya se menciono es el retardo introducido por el canal. Se denomina
wpp(t) al ruido introducido por el canal. La hipétesis de que la respuesta al impulso
del canal es invariante en el tiempo se mantendrd en casi todo este capitulo salvo
sobre el final del mismo cuando se vean algoritmos de ecualizacién adaptivos.

En el receptor esta senal es bajada en frecuencia y filtrada obteniéndose:

z(t) = Apu(t)* (ere_j(%f“He(t))) (1.5)

siendo A, la ganancia del control automético de ganancia, p,.(t) el filtro de recep-
cion, fc y 6 son las frecuencia portadora y el jitter del oscilador local de recepcion.

Se asumird en este capitulo que f, aproxima bien a f,, que 0(t) y é(t) varfan
lentamente en el tiempo y que el filtro de recepcién es un filtro pasabajo.

Se definen las siguientes sefiales equivalentes pasabajo:

’I’Bp(t) = Re [’I“Lp(t)ej%rf“t]
Re [wLp(t)ejQ“fct]

U)Bp(t)

th<t) = 2Re [hLP(t)ej%rfct]
(1.6)
Sustituyendo en la ecuacién 1.4, las definiciones 1.6 y 1.3 se llega a:
Re [er(t)eﬂ”fct] = 2Re [th(t)ejQ’cht] * Re [st(t)eﬂ”fct] + Re [wLp(t)ejQ’cht]

Tomando transformada de Fourier de esta ecuacién:

5 (Rep(f—fo) + Rip(—f —fo) =
(Hop(f = fo) + Hip(=f = fe)) 5 (Sep(f = fo) + Sip(=f = fo)) + 5 Wep(f — fe) + Wip(=f — o))

Si se tiene en cuenta que estas senales son pasabajos y por lo tanto los términos
en (f — fo) y (=f — f.) tienen producto cero se puede observar que:

Rpp(f)* 65, = (Hrp(f)SLp(f)) * 05, + Wrp(f) * dy,

y por lo tanto,

’I"Lp(t) = th(t — T) * SLp(t) + ’U)Lp(t>

6
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teniendo en cuenta la definicién de sz p y la hip6tesis de que (t) varia lentamente,
la expresién anterior se puede aproximar por:

rp(t) = e [hpp(t — 7) % s(t)] + wrp(t) (1.7)

Por otra parte de 1.6 y 1.5 se llega a que:

A —j2n(f.— j * —j2n(f j
x(t) = 3 Pra(t) * (TLpe J@r(fe=fo)t+0(1) | t pe J(2 (fc+fc)t+6(t))> (1.8)
de donde teniendo en cuenta la hipdtesis de que el filtro de recepcion es un pasabajo

se llega a la siguiente aproximacién:

A on(F 5
2(t) ~ 5 pra(t)  (rope I U SHI0) (1.9)
Sustituyendo 1.7 en 1.9:
A _inow
xz(t) = g€ J (pra(t) x hpp(t — 7) x s(t)) + w(t) (1.10)
AOt) = 2n(fe— f)t+0(t) —0(t) (1.11)
A o 5
w(t) = 3 e ICTUe= IO [ (1) % wip(t)] (1.12)
(1.13)
de esta ecuacion se llega a:
z(t) ~ e 7800 Z alklh(t — kTy — 1) + w(t) (1.14)
k
A
h(t) = Eprm (t) * hLP(t) * Pta (t) (1.15)

Esta senal como se vio en el capitulo de sincronizacién temporal es luego mues-
treada a nTs + 7 donde 7 es una estimacién del retardo realizada por el mecanismo
de sincronizacion temporal. Se considerard en primera instancia que se trabaja a una
muestra por simbolo y posteriormente se analizara el caso de ecualizacién con varias
muestras por simbolo.

Luego de este muestreo se obtiene:

zln] =x(nT, +7) ~ e J80h Za[/ﬂh((n — k) + wn| (1.16)
k

= e 8% (h[n] * an]) + w(n] (1.17)

A, = AOnTs+7T) (1.18)

wn] = wnTs+7) (1.19)

hin] = h(nTs+7—7) (1.20)

7
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De esta ecuacién vemos que el problema de recuperar los simbolos que fueron en-
viados implica eliminar la interferencia entre simbolos que genera el filtro equivalente
hin]. Se debe observar que esta interferencia se puede deber al filtro de transmisién,
de recepcion, al canal y también al estimador del retardo 7.

Se ha visto en capitulos anteriores que si el canal es ideal y los filtros de transmisién
y recepcién cumplen el criterio de Nyquist se puede evitar o mitigar la interferencia
entre simbolos con un sincronizador preciso.

Sin embargo, el canal y la estimacién del retardo hacen que el filtro equivalente
no necesariamente cumpla esta propiedad. A continuacién se analizard el filtro de
recepcién para el caso de un canal AWGN. Como ya se ha visto es conveniente utilizar
en este caso el denominado filtro apareado. Se repasaran las caracteristicas que tiene
el filtro apareado primero en el caso de un canal donde la unica interferencia es el
ruido y luego cuando el canal agrega ademas distorsion debido al fading por ejemplo.

1.2. Filtro de recepcion

1.2.1. Canal ideal con ruido

En este primer anélisis repasaremos propiedades para un canal donde hrp = §(t)
y el ruido del canal es estacionario en sentido amplio y de media nula. Se asumira
también que la sincronizacién en frecuencia, fase y temporal es perfecta en este primer
andlisis. Como se vio anteriormente es conveniente usar un filtro de recepcién apareado
Prz = Pi(—t). La idea es que la sefial

s(t) = alk]pe(t — kT.) (1.21)

k

se puede ver como una sefial en el espacio generado por la base {®(t) = pi(t —
kTs)}, donde los a[k] son las coordenadas complejas de la senal s(t) en dicho espacio.
La senal recibida, luego de pasada a banda base y asumiendo que el canal es ideal
(solo se agrega ruido aditivo) y no hay errores de sincronizacién es:

rop(t) = s(t) +wrp(t) (1.22)

Esta senal debido a la componente de ruido en general no pertenece al espacio
generado por las {®y(t) = p(t — kTs)}. Pero para recuperar la sefial s(t) se busca
la senal que se encuentre a menor distancia de r;p(t) en el espacio generado por la
mencionada base, es decir que se proyecta 7, p(t) sobre dicho espacio:

Frp(t) :zk:/Ter(tM),t(t)dt(I)k(t) (1.23)

xk:ATLP(t)®Z(t)dt (124)

siendo xy las coordenadas de 71p(t) en dicho espacio. También se vio que para
obtener x; se podia pasar la sefnial recibida en bandabase por un filtro de respuesta al
impulso p,, = p;,(—t) y luego muestrear la senal obtenida ya que la salida de dicho
filtro es:
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xp(t) = / rp(T)pi, (T — t)dr (1.25)
T
x(0) = / rop(T)py, (T)dT = x), (1.26)
T

Es decir que si utilizamos el filtro apareado visto, obtenemos la senal del espacio
{pt(t — kTs)} que se encuentra a menor distancia de la sefal recibida con ruido.

El uso de este filtro tiene algunas propiedades de interés desde el punto de las
comunicaciones que se analizaran a continuacién.

Para comenzar se analizard que sucede con la relacién senal a ruido (SNR). Se
buscara ahora el filtro que maximiza el SNR de la senal muestreada a la salida del
filtro. Llamaremos £(t) a la respuesta al impulso de este filtro para distinguirla de
la p,.(t) vista antes y luego se analizard la relacién entre ambas. Si en el transmisor
se introduce un impulso a la entrada del filtro de transmision, la salida del filtro de
recepcion sera

z(t) = B(t) * pra(t) + B(t) * w(t) (1.27)
Ahora bien la parte de senial en el instante de muestreo es:
o(0) = B0) +pial0) = [ BRI (1.25)

utilizando la antitransformada de Fourier y donde B(f) y Pi.(f) son las trans-
formadas de Fourier del filtro de recepcién y de transmisién respectivamente. Por
otra parte el espectro de potencia del ruido filtrado 7(t) = w(t) * B(t) serd Sy,(f) =
|B(f)|?Sww(f) ¥ su autocorrelacién en 7 = 0, que es independiente de ¢ por ser
estacionario en sentido amplio, sera:

oo

o2 = / B2 S s () (1.29)

— 00

v por lo tanto la relacién senal a ruido al muestrear sera:

> |2 BU)Pa(f)df1?
oy e 1 BUNPSww(f)df
Teorema 1.1. El filtro de recepcion que maximiza el SNR dado el filtro de transmision

P (f) y en un canal ideal con ruido estacionario en sentido amplio y de media nula
de densidad espectral de potencia Sy.,(f) es :

(1.30)

P (f)
Sww(f)

stendo ¢ una contante arbitraria no nula. En ese caso el SNR vale:

B(f) = (1.31)



Universidad de la Republica,
Facultad de Ingenieria - IIE Comunicaciones Inaldmbricas

ROPR [ [Pu(dP
o2, ‘/_oo S F)F (1.32)

Este teorema se prueba de manera simple utilizando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz a la integral del numerador de la ecuacién 1.30. Antes de aplicar esta des-
igualdad se multiplica y divide el integrando por /Sy (f). Por dltimo para hallar el
maximo se observa en que condicién la desigualdad vale con igualdad, es decir cuan-
do uno de los integrandos es proporcional al conjugado del otro. La demostracion
detallada se deja a cargo del lector.

La siguiente pregunta es qué sucede si el ruido es blanco Gaussiano. En ese caso,
Sww(f) = % Como la constante c es arbitraria entonces:

B(f) = PL(f) (1.33)
Bt) = pr(=t) (1.34)

Es decir que en este caso se encuentra que el filtro que maximiza el SNR es el mismo
filtro que proyecta la senal recibida sobre el espacio de las senales generadas por la base
{pe=(t — kT)}. Se debe observar que en este caso, la respuesta al impulso de ambos
filtros v(t) = pez(t) * pi,(—t) es la autocorrelacién de py,(t). Esta autocorrelacién
cuanto mayor es el ancho de banda de la senal mas “concentra la energia entorno a
7 =0" y por lo tanto maximiza la SNR.

Si bien este andélisis se realizé para un pulso aislado, en la medida que los filtros
cumplan la condicion de Nyquist, es decir que la autocorrelacién del pulso se anule
en todos los multiplos de kT con k # 0 el andlisis sigue siendo valido.

1.2.2. Canal no ideal

Se analizard ahora que sucede si el canal tiene una respuesta al impulso general
en banda base h(t) que ya no es simplemente §(t — 7). En esta h(t) se asumird que se
agrega la respuesta al impulso del filtro de transmisién y del canal para simplificar la
notacioén.

La salida de este canal en banda base es la sefial 71, p(t). Posteriormente la sefial
se pasa por un filtro de respuesta al impulso p,.(t) obteniendo la senal z(t) que se
muestrea cada tiempo de simbolo T. Se obtiene entonces las muestras z4[n] = z(nTy).
La primera pregunta que se formulara es si es posible reconstruir con la informacién
de la senal z4[n] la informacién contenida en las senales originales, en particular:

1. j, contiene z4[n] toda la informacién de rpp(t) ?

y luego

2. |, contiene x4[n] toda la informacién de s[n]?.

Se asumira en este primer analisis que no hay ruido. La respuesta a las preguntas
anteriores es: “depende del filtro p,,”. En primer lugar se debe observar que es ne-
cesaria la existencia de un filtro p,,. No filtrar antes de muestrear puede hacer que
pierda la informacién de rp(t). Si la respuesta al impulso del canal h(t) es tal que
h(nTs) = 0 Vn, entonces x4[n] = 0 Vn y no es posible recuperar la informacién. Sin
embargo aun en este caso poniendo un filtro adecuado es posible recuperar la senal.

10
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Figura 1.1: Ejercicio 1.1

Se verd que siempre existe un filtro de recepciéon que permite reconstruir rzp(t) a
partir de las muestras z4[n].

Teorema 1.2. Dado cualquier canal de transferencia H(f), si el filtro de recepcidn,
tiene transferencia Hy.(f) = H*(f), es posible reconstruir rpp(t) de las muestras

2
xgq[n]. St ademds se cumple que: )y, ’H (f + T%)’ > 0 entonces, es también posible

reconstruir s[n).

La demostracién de este Teorema se encuentra en el apéndice de este capitulo.
El teorema anterior dice que apareando el filtro de recepcion al filtro de transmisién
més el canal, siempre es posible reconstruir rp(t) y ademds cuando se cumple la

2
condicién: ), ’H (f + Tﬁ) ‘ > 0 se puede también reconstruir s[n].
s
Una observacién importante sin embargo, es que en un canal no ideal aparear solo
el pulso de transmisién puede hacer que se pierda informacién y no se pueda recuperar

rrp(t). Si se elige pr,(t) = pi,(—t) y el canal tiene respuesta al impulso hzp(t), la
transferencia discreta total desde s[n| a 2:4[n] serd la siguiente integral de convolucién:

hin] = / hip(t)rp(nT, — t)dt (1.35)

donde 7, es la autocorrelacién del pulso de transmisién. Si por ejemplo, el pulso
de transmisién estd acotado a (0, %) su autocorrelacién serd una senal en general
simétrica respecto del origen y acotada a (_2T s %) Si la respuesta al impulso del
canal hpp(t) fuera antisimétrica respecto del origen, la integral anterior daria cero
para todo n.

Ejercicio 1.1. Mostrar que si el pulso y el canal utilizados tienen respuesta al impulso
que se muestra en la figura 1.1 , entonces utilizar como filtro de recepcion el apareado
del filtro de transmision y luego muestrear puede hacer perder informacion.

De lo anterior se deduce que si se utiliza un filtro apareado al filtro de transmisién
y el canal p,..(t) = h*(—t) o en frecuencia H,, = H*(f) y luego se muestrea no hay
pérdida de informacién de la secuencia x4[n] respecto de la senial r(t). Si ademds se

11
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cumplen las condiciones del Teorema anterior tampoco hay pérdida de informacion
respecto de la secuencia de la fuente s[n|. La siguiente pregunta es si este filtro apa-
reado es el tnico filtro con el cual no hay pérdida de informacién respecto de r(t).
La respuesta a esta pregunta es que no es el tnico. Por ejemplo cualquier filtro de
la forma H,,(f) = H*(f)D(f) con D(f) > 0 para todo f también es un filtro sin
pérdida de informacién. La ventaja sin embargo de utilizar como filtro de recepcién
el apareado H*(f) es que este filtro maximiza el SNR en el tiempo de muestreo, para
el caso de ruido blanco gaussiano.

Ejercicio 1.2. Opcional. a) Probar que cualquier filtro de recepcidon elegido de la
siguiente forma es también un filtro sin pérdida de informacion.

H..(f) = H*(f)D(f) con D(f) > 0 para todo f Observar que se puede probar
extendiendo la demostracion del Teorema 1.2. b) Probar que el filtro de recepcion que
mazximiza el SNR en el caso de que se tenga ruido gaussiano coloreado de densidad
espectral Sy (f) tiene la forma B(f) = ;il((ff)) Ver que es tan solo extender lo ya
visto para el canal ideal. Mostrar que este filtro no pierde informacion.

¢) Muchas veces se utiliza un filtro de recepcion de la forma H,.(f) = H*(f)D(f)
donde D(f) se elige de forma tal que blanquee el ruido que sale del filtro H*(f) que
no es blanco. seste filtro compuesto del filtro apareado al canal mds el blanqueador es
un filtro sin pérdida de informacion?

1.3. Estimacion optima de secuencias de simbolos

La probabilidad de que el simbolo transmitido s[n] en un cierto instante sea sy,
dado que se ha recibido r[n] es p(s[n] = sx/r[n]) o p(si/r) para simplificar la notacién.
Esta probabilidad se denomina probabilidad a posteriori y cuando se busca el simbolo
S, que maximiza esta probabilidad, se dice que el simbolos estimado s.s; es el maximo
a posteriori o MAP.

Por otro lado, la funciéon densidad de probabilidad de que se reciba la senal r
dado que el simbolo enviado es s, es f(r/s;) y esta funcién se llama funcién de
verosimilitud. El estimador que maximiza esta funcién se denomina estimador de
maxima verosimilitud o ML. La relacién entre ambos se puede ver de la ley de Bayes

~ f(r/sk)p(sk)
psk/r) = S P /snp(sn) (1.36)

teniendo en cuenta que la sumatoria de la ecuacién anterior es en todos los k£ no
depende del simbolo transmitido. Si los simbolos son equiprobables entonces ambas
probabilidades coinciden a menos de una constante. Por lo tanto, en el caso que los
simbolos son equiprobables MAP y ML coinciden.

Otra observacién importante es que si el canal no es ideal y por ejemplo introduce
IST, existe informacién del simbolo enviado en el tiempo n (s[n]) en todos los simbolos
recibidos en n y en las L muestras posteriores a n (siendo L, el largo de ISI del canal).
Por lo tanto para detectar el simbolo enviado en n mirar toda la secuencia de senales
recibidas desde n hasta n + L aporta informacién y deberia mejorar la estimacion.

12
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También debido a que la fuente s[n] puede tener memoria, existird correlacién
entre s[n] y las muestras recibidas anteriores a n y por lo tanto también estas muestras
pueden aportar informacién para decidir el stmbolo enviado en el tiempo n.

En general conviene que la deteccién no se haga en funcién de muestras indivi-
duales, sino de secuencias. Por lo tanto, se hablara de la probabilidad a priori p(sk/r)
de que la secuencia enviada sea s, dado que se recibié la secuencia r. La secuencia
estimada que se obtiene de maximizar esta probabilidad se denomina estimador MAP.
Lo mismo se aplica para el caso de maxima verosimilitud, denominando estimador
ML al que maximiza: f(r/sy) y ambos coincidirdn si los simbolos son equiprobables.

1.3.1. Probabilidades de error y estimadores MAP o ML

La probabilidad de decodificar erroroneamente una secuencia de simbolos cuando
la secuencia de simbolos que se envia es s es

Pe(si) =1— | flr/si)dr (1.37)
Rk

donde Ry es la regién tal que si la secuencia recibida cae en esa region la decodifi-
cacién es correcta. De esta ecuacién operando se puede ver que la probabilidad media
de error sobre todos los simbolos es:

Pe > Pelsk)p(s) (1.38)
k

1 /R F(r)p(se/r)dr (1.39)

donde la regién R es la unién de todas las regiones disjuntas Ry. La funcién f(r)
se define como f(r) = f(r/sk)p(sk).

De esta ecuacién, se puede ver que minimizar la probabilidad media de error de
la secuencia es equivalente a maximizar la probabilidad a priori para cada secuencia
si. Por lo tanto, la estimacién utilizando MAP minimiza la probabilidad media de
error de la secuencia. Si todos lo simbolos son equiprobables, entonces el estimador
ML minimiza la probabilidad media de error de la secuencia.

1.3.2. ML en el caso de ruido gaussiano blanco

Se supone que se tiene una secuencia recibida de K muestras r y se quiere estimar
las K muestras correspondientes que fueron enviadas s, de forma tal que f(r/s)
sea maximizada. Si la constelacién tiene M simbolos, s;, es uno de las M posibles
secuencias. En esta seccion se asume que se cumple que:

r[n] = s[n] + win|

Si se envia el simbolo s;[n] como w es un ruido gaussiano y blanco, cada mues-
tra r[n] tendrd distribucién gaussiana de media si[n] y varianza o,,. Ademds estas
muestras son independientes. Por lo tanto,
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K—1 )
1 \© T X U=l
f(r/sk) = \/?7012” exp 22 (1.40)

Por lo tanto, se puede ver que encontrar el estimador ML es equivalente a mini-
mizar:

K-1

d(r,sx) = Z (r[n] — sk[n})2 (1.41)

n=0

es decir, la distancia euclidea entre ambas secuencias.

Resumiendo si todos los simbolos tienen la misma probabilidad ML es igual a
MAP y en el caso de un canal AWGN, ML es equivalente a minimizar la distancia
euclidea entre la secuencia enviada y la recibida. También se debe resaltar que MAP
es equivalente a minimizar la probabilidad media de error de toda la secuencia, lo que
no implica que se minimiza la probabilidad de error de cada simbolo.

1.3.3. El algoritmo de Viterbi y el diagrama de Trellis

El célculo del estimador ML para secuencias de simbolos es un problema complejo.
Atn en un canal AWGN ideal en que es equivalente a calcular la distancia minima en-
tre la salida y la entrada, implicaria recorrer todas las posibles secuencias de simbolos
y para cada una calcular la distancia con la secuencia recibida. Este procedimiento
tiene un costo computacional muy alto. Viterbi desarrollé un algoritmo que se puede
aplicar a un canal AWGN con ISI. El algoritmo de Viterbi se basa en modelar el
canal como un filtro FIR y en considerar este filtro como una maquina de estados,
de la misma forma que se modelaron los cédigos convolucionales cuando se utilizé el
algoritmo de Viterbi para decodificar estos codigos.

Un filtro FIR se puede modelar como una maquina de estados donde el estado
estd dado por el valor de la secuencia de entrada al filtro en los L — 1 instantes
previos. Es decir que el estado serd (s(n — 1),..,s(n — (L — 1))). Con este estado y
de acuerdo a la secuencia de entradas que se reciban se puede construir un diagrama
de Trellis al igual que en los codigos convolucionales. La salida y del filtro seré:
y[n] = hos[n] + his(n — 1) + .. + hr_18(n — L 4 1). Utilizando esta funcién se puede
calcular el valor de la salida para cada transicién del diagrama de Trellis.

Ejemplo 1.1. Veamos un ejemplo. Se tomara el caso particular en el cual el canal
se modela como un filtro FIR con tres taps segin se muestra en la figura 1.2.

El diagrama de Trellis correspondiente a la figura 1.2, asumiendo que es un sistema
PAM, con sfmbolos 1,—1 y el sistema comienza en el estado (1,1) se muestra en la
figura 1.3. En el diagrama se muestran para cada estado y las entradas posibles
1,—1, las transiciones de estado y la salida correspondiente del canal. Ademés se
muestra para una secuencia de entrada especifica el recorrido de estados y las salidas
correspondientes.
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y(n) r(n) s_est(n)
CANAL

w(n)

Figura 1.2: Ejemplo Viterbi

simbolos
de entrada ] -1 1

1/h0+h1+h2

nwoor-Hdum

Figura 1.3: Ejemplo Diagrama de Trellis del modelo de la Figura 1.2 para un sistema
PAM. Si la secuencia de entrada es la indicada en la figura se recorren los estados en

rojo y las salidas seran las correspondientes al camino marcado en negrita e indicadas
en la Figura.
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Sdnua o Tarao

recibida r 1.1 -0.5 1

1.21+

=2.21

nwoor-—Hum

1.21+

=5.21

Figura 1.4: Ejemplo del calculo de costos para la secuencia recibida con ruido que se
indica en la figura del modelo de la Figura 1.2 para los taps del filtro indicado en la
figura.

El algoritmo de Viterbi, realizaré sobre el diagrama de Trellis el recorrido “inverso”
al visto en el ejemplo. Es decir, tratara de reconstruir la secuencia de entrada s, dada
una secuencia de salida y, o mejor atin una secuencia de salida con ruido r. Para tal
fin, dada una secuencia recibida con ruido r,se calculard el costo de cada transicién
como (r[n] — y[n])?. Recorriendo el diagrama desde el primer sfmbolo recibido se
ird sumando los costos. En la figura 1.4 tal se muestra para el canal del ejemplo
anterior el diagrama de Trellis para los tres primeros valores de la secuencia con ruido
recibida (en este ejemplo {1.1,-0.5,1}) y donde en este caso se han tomado como taps
ho = 0,5, h1 = 0,25, ho = 0,25. En el diagrama se muestra el costo acumulado para
cada simbolo recibido de la secuencia. para los dos primeros simbolos hay un tnico
camino y el costo acumulado se muestra en cada circulo que representa el estado, para
el tercer simbolo recibido hay dos caminos posibles a cada estado que se muestran a
la derecha del estado. En la primera columna se muestra para la transicién marcada
en negrita y en la segunda columna el costo acumulado para el camino marcado en
linea punteada.

En el proceso se utiliza el algoritmo de poda de Viterbi que se utiliza también
en codificacion, con el cual de los caminos que llegan a un nodo del diagrama de
Trellis se pueden eliminar todos los caminos que conducen a ese nodo y que no sean
el camino de costo minimo hasta ese nodo. Esto se muestra en la figura 1.5 para el
ejemplo anterior, donde se eliminaron todos los caminos posibles hasta haber recibido
el tercer elemento de la secuencia. A medida que se sigan recibiendo méas elementos
de la secuencia se irdn podando de la misma forma otros caminos.

De esta forma al llegar al final del diagrama se identifica la secuencia de de entradas
K—1
s[n] que minimizan la distancia Y. (r[n] — y[n])?.
n=0
Observar que en el ejemplo anterior, hasta el tercer elemento recibido de la se-
cuencia lo Unico que se puede afirmar es que el simbolo que es més probable que se
haya enviado como primer elemento de la secuencia es un 1.
En este punto se deben hacer varias consideraciones. En primer lugar, en general
con las K salidas del vector r se logran decodificar efectivamente K — D entradas.

Esto se debe a que en el proceso de poda, por cada nuevo simbolo recibido no se
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recibida r 1.1
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Figura 1.5: Ejemplo de poda del calculo de costos para la secuencia recibida con ruido
que se indica en la figura del modelo de la Figura 1.2 para los taps del filtro indicado
en la figura.

logran podar todos los caminos menos uno hasta ese punto, sino que en general queda
un Unico camino hasta cierto punto anterior del diagrama y a partir de alli méas de
uno posible. Ese valor D que se le suele llamar retardo de decodificacién, es un valor
que varia en cada iteracién del algoritmo y no es facil ni siempre posible dar una cota
en funcién del largo L del filtro.
K-1
En segundo lugar, no se estd minimizando Y (r[n] — sk[n])
n=0
algoritmo ML en el caso de ruido blanco sino la distancia con y. Si entre la secuencia
s y la secuencia y existiera una relacién biunivoca, entonces no habria problema y el
algoritmo de Viterbi daria un estimador de ML en el caso de ruido blanco y gaussiano.

La relacion entre estos dos vectores viene dada por el canal, es decir

2 como requeria el

y(0) he 0 0 oo\ [ W
y(l) = h? he 0 .. 0 S.(.l') (1.42)
WL 1) hi—1 hi—o .. ho (L)

Si hg es diferente de 0, entonces este sistema es invertible y a cada vector s le
corresponde un vector y y viceversa. En estas condiciones entonces el algoritmo de
Viterbi, brinda el estimador ML si el canal es AWGN y ademas, si los simbolos son
equiprobables este estimador es también el estimador MAP y por tanto minimiza la
probabilidad de error media de la secuencia. Como se mencioné anteriormente para
asegurarse de tener ruido blanco luego del filtro apareado al canal es necesario utilizar
un filtro blanqueador.

Ejercicio 1.3. 1. Considere un canal modelado como un filtro FIR con la siguiente
transferencia: H(z) =1+ 0,521

a) Construya el diagrama de Trellis.

b) Si la secuencia de entrada es {1;—0,4;—0,8;0,1;1,1} , Corra el algoritmo de
Viterbi en el diagrama de Trellis. scudles de los simbolos s(n) pueden ser decodificados
cuando llegaron estos 5 simbolos?
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Figura 1.6: Modelo en tiempo discreto

¢) Si ahora en lugar de la secuencia anterior se recibe

r[n] = {1;-0,4; —0,8;0,1;0,1;0,1; 1,1},

Corra el algoritmo de Viterbi en este caso. scudl es el retardo de decodificacion de
s(2) y como se compara con el caso anterior?

2. GnuRadio tiene un bloque denominado Viterbi Combo (de Viterbi Trellis Com-
bination) que puede ser utilizado tanto para codificacién como para ecualizacién ML.
Asuma que se tiene un canal (pulso Tx+canal+pulso Rx) modelado como un filtro FIR
con los coeficientes del ejemplo 1.1. Se adjunta el cédigo de dicho sistema en Gnu-
Radio Companion. Observar la salida del receptor. Agregar un bloque Viterbi Combo.
En este caso se le debe pasar como pardmetros: 1. el archivo donde se encuentra la
mdquina de estados especificada. 2. El tamano de bloque. El estado inicial y final (-1
si no se especifica). La dimension de la constelacion (1 en este caso). La Métrica,
euclidea en este caso como se vio en esta seccion. La Constelacion, en este caso co-
rresponde a un mapeo entre las salidas especificadas en la mdquina de estado y el
valor de la salida correspondiente para el modelo de canal.

Analizar la salida y compararla con la entrada. Para esto es conveniente un vector
source y poner diferentes secuencias de datos de entrada y verificar que se obtiene
la secuencia correcta. Agregar ruido y verificar en qué niveles de ruido comienza a
cometer muchos errores.

1.4. Ecualizacion Lineal

La ecualizacién utilizando el algoritmo de Viterbi en el caso de ruido blanco gaus-
siano y con simbolos equiprobables minimiza la probabilidad media de error de la
secuencia de simbolos enviados. Por este motivo en algunos textos se dice que este
algoritmo es éptimo. Sin embargo, la implementacion del algoritmo de Viterbi tiene
un costo computacional alto y en algunos casos préacticos por este motivo no se puede
implementar. Por esta razén, se han buscado formas de ecualizar més simples, pro-
bablemente con peor desempeno pero que den un compromiso razonable entre costo
computacional y grado de ecualizacion.

Se veran dos formas de ecualizar el canal mediante filtros lineales: ecualizacién
“zero forcing” (se denominard ecualizacién ZF) y ecualizadores que minimizan el
error cuadratico medio (se denominardn ecualizadores MSE).

En esta seccién se trabajard sobre el modelo en tiempo discreto del sistema como
se muestra en la figura 1.6.

Respecto del filtro de recepcién existen dos opciones. Si se desea que el filtro
maximize la relacién senal a ruido es necesario que este filtro esté apareado al filtro
de recepcién y el canal: h(t) = py,(t) * hpp(t). Ademds como se vio este filtro asegura
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que no se pierde informacién (siempre que el canal cumpla las condiciones vistas y
como también se vio eso no necesariamente pasa si se utiliza un filtro apareado solo
al filtro de transmisién).

Para que esto sea posible es necesario conocer o tener una identificacién de la
transferencia del canal hrp(t). En muchos sistemas de comunicacién se conoce es-
ta respuesta al impulso o es posible estimarla (por ejemplo a partir del envio de
una secuencia conocida por transmisor y receptor) y se coloca un filtro de recepcién
Dre(t) = h*(—t). En otros casos sin embargo, no se conoce la transferencia del canal
y no se tiene una forma de estimarla. En estos casos se utiliza un filtro de recepcién
apareado al filtro de transmisién solamente es decir, p,.(t) = p},(—t).

Estas dos opciones hacen que la ecualizacién sea algo diferente en un contexto (se
conoce la respuesta al impulso del canal) que en el otro (la respuesta al impulso del
canal no es conocida).

Otro aspecto a considerar en ambos contextos es el ruido. Atdn si se asume que el
ruido en el canal es AGWN, el ruido a la salida del filtro de recepcién y de muestrear
la senal serd gaussiano pero no blanco, salvo que el filtro de recepcién cumpla la

ecuacion
k
Pr:}c T
(2)

Observar que esto se cumple si el filtro de recepcién verifica el criterio de Nyquist,
por ejemplo si es un filtro SRRC (square root raised cosine). Si no se cumple la
condicién anterior,se tiene a la salida del muestreador ruido gaussiano no blanco. Para
algunos algoritmos es necesario que el ruido sea blanco (por ejemplo el de Viterbi visto
antes en este capitulo). Por lo tanto, en muchos casos se utiliza luego de muestrear
un filtro “blanqueador” que transforme el ruido no blanco, en ruido blanco.

En esta seccién se asumira que se utiliza como filtro de recepcién un filtro apareado
al canal mas el filtro de transmisién, es decir que:

1 2
Tzk: —¢ (1.43)

S

Pro(z) = H (") (1.44)

y que a continuacién se utiliza un filtro blanqueador antes del ecualizador que
tendra transferencia

1

Hy(z) = T

(1.45)

Puede parecer absurdo si se mira el modelo en tiempo discreto que luego de un
filtro Pr.(z) = H*(2*!) se coloque un filtro que “anula” esta transferencia. No
se debe olvidar que en la realidad el primer filtro se coloca antes de muestrear para
maximizar el SNR en el instante de muestreo y el segundo se coloca luego de muestrear
para blanquear el ruido.

En resumen el conjunto filtro de transmisién, canal, filtro de recepcién, se puede
ver en el caso que se utilice un blanqueador como un sistema cuya transferencia es
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H(z) = P.(2)Hpp(2) y por lo tanto se ecualizard la sefial que se obtiene a la salida
de este filtro. En el dominio del tiempo la entrada al ecualizador sera:

z[n] = alk]h[n — k] + w(n] (1.46)
k

En esta ecuacién, si no se utiliza un blanqueador entonces habra que hacer dos con-
sideraciones: h debe incluir también el filtro de recepcion, y ademas el ruido quedard
filtrado por el filtro de recepcién.

El ecualizador serd un filtro Q(z) y el canal mds el ecualizador serd un filtro
V(z) = H(2)Q(z). La salida del canal y ecualizador (u[n]) cumplird entonces que

uln] = Y alklv[n — k] +Zw[j]q[n—j] (1.47)
= a[np[0]+ > alklvfn — k] + > wljlaln — ] (1.48)
k#n J

habitualmente se normaliza v[0] = 1 y por lo tanto el segundo término de la ecuacién
representa la interferencia por ISI y el tercero la componente de ruido. El problema
que se presenta entonces es cémo elegir los coeficientes del filtro ecualizador ¢[n]. Se
verdn en esta seccién dos criterios. En un primer caso se considerard un sistema con
SNR = oo, es decir con potencia de ruido cero. En el segundo caso se estudiard un
sistema con SN R finito.

1.4.1. SNR = oo, criterio de distorsion de pico, ecualizador ZF

Si el SNR = oo entonces la ecuacién de la salida del equalizador se reduce a:

uln] = Za[k]v[n — k] = Za[n — kJvlk] (1.49)

D(q) = > aln—ku[k] (1.50)
k#n
ID(g)] < miéx|aln]| > [o[K] (1.51)
k#n
< max|afn]| Y > |fj]llqlk — ] (1.52)
k#n j

Por lo tanto, para eliminar la distorsién se debe lograr que la respuesta al impulso
del filtro ecualizador ¢[n| verifiquen la siguiente condicién:

en otro caso

v[n] = Zh[j}q[n —jl= { (1) sin =0 (1.53)
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también se puede formular como la transformada z de esta ecuacién, es decir que:

H(2)Q(z) =1 (1.54)

y por lo tanto el ecualizador debe invertir el canal:

(1.55)

Si el filtro ecualizador tiene infinitos taps es posible ecualizar perfectamente el
canal y eliminar la interferencia inter-simbdlica.

A la salida del ecualizador ZF si se considera que a la entrada hay ruido blanco
gaussiano w(n] con densidad espectral de potencia Ny

v[n] = a[n] + vn| (1.56)

donde v[n] es un ruido gaussiano coloreado de densidad espectral de potencia:

Su(@?) = NolQ(e7)P? (1.57)
N
P ()

v la varianza de este ruido es por lo tanto:

1
2T,

— } NO

s

Si se asume que la energia media de los simbolos se normaliza a 1, la relacién senal
a ruido queda de la forma

1
SNRzp = —— (1.60)
2T
‘ N
T |t df
o7,

De esta ecuacion se debe observar que si H(z) tiene ceros cerca del circulo unitario,
entonces la relacién senal a ruido tiende a cero. Esta es la principal desventaja de los
ecualizadores ZF. En la medida que en su cdlculo no se tuvo en cuenta el ruido, la
inversién del canal hace que en frecuencias con “deep fading” se amplifique mucho el
ruido y la SNR tienda a cero.

Ejemplo 1.2. Considere el canal con transferencia:
1

H(z) = \/ﬁ(l —azh) (1.61)
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El ecualizador sera:

Q(z) = V1+a?

Se deben considerar dos casos segin |a| <1 6 |a| > 1.

1. Ja] < 1 En este caso es posible obtener una secuencia causal y estable, con
regi6n de convergencia (ROC) |z| > |a| (también una anticausal e inestable, con ROC
|z| < |a| pero que no es de interés) de la forma:

(1.62)

qlk] = V1 + a2a¥y(k) (1.63)

siendo y(k) un escalén unitario. Como se puede apreciar el ecualizador ZF en
este caso tiene respuesta al impulso infinita. Como se mencioné antes en general los
ecualizadores ZF necesitan infinitos taps. Por ejemplo si se quisiera implementar como
un filtro transversal

oo

% =v1+a? Zakz_k (1.64)

Q) = Vi+e
1—-az
k=0
1. |a| > 1 En este caso si se quiere un filtro estable la ROC debe contener el circulo
unitario y por lo tanto se tendra un filtro anticausal.

q[k] y(=(k+1)) (1.65)

_ Vit a? S
a

siendo y(k) un escalén unitario.

En ambos casos si se utiliza la ecuacion 1.60 operando se llega a que el SNR es

1 laf* —1]

SNR =
No 1+ ]al?

(1.66)
Como se puede observar el SNR tiende a cero si a tiende a 1.

Implementacion del ecualizador ZF como un filtro FIR

En esta seccion se verd cémo minimizar la distorsiéon sin en general anularla,
uyilizando como ecualizador un filtro FIR de largo 2K en un canal que se modela
como un filtro FIR de largo L. Por lo tanto

K+L-1
mqan(q) = min > |u[k] (1.67)
k=—K,k#0
K+L-1
min > | hlilalk - )| (1.68)

k=—K k#0 j
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Si se quisiera forzar a cero el minimo se tienen 2k + L — 1 ecuaciones para igualar
a 0y 2K — 1 variables para ajustar y por lo tanto en general no es posible. Por
lo tanto, con un filtro finito siempre hay una interferencia residual. El problema de
optimizacién a resolver es el siguiente, tomando n = 0 para simplificar la notacién

min D(q) (1.69)

q

sujeto a |thq[—ﬂ| =1 (1.70)

Este problema de optimizacién se prueba [1] que es un problema de optimizacién
convexo y en el caso general debe ser resuelto mediante algin método numérico. Sin,
embargo en el citado articulo se prueba también que si :

1 L
a2 bl <1 (1.71)
j=1

es decir que la interferencia no es excesivamente severa, entonces el éptimo del
problema de optimizacién anterior es el mismo punto que se obtiene de resolver el
sistema de ecuaciones:

v[k] =0 Vk, —K <k < K,k #0 (1.72)
v[0] =1 (1.73)

Ejemplo 1.3. H(z) = h[0] + h[1]z7*

Se busca un ecualizador con 3 taps, es decir K =1 {q[—1], ¢[0], ¢[1]}-

La funcién de distorsién a minimizar en este ejemplo seria;

D(q) = |q[=1]h[0]| + [¢[0]A[1] + q[1]R[0]] + [q[1]R[1]|

sujeto a la condicién g[—1]h[1] + ¢[0]R[0] = 1.

Como se mencioné antes si % < 1, entonces el 6ptimo se obtiene de resolver el
siguiente sistema de ecuaciones:

q[=1]n[0] = 0 (1.74)
q[O]h[1] + ¢[1]h[0] = O (1.75)
q[—1]h[1] + ¢[0]R[0] = 1 (1.76)
de donde se obtiene:

qg[-1] = 0 (1.77)

1
ql0] = 0] (1.78)
gl = ;ﬁ)[]lg] (1.79)
(1.80)
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La distorsién residual es |q[1]h[1]| = Z%Z

Si se considera ahora el filtro ecualizador con los siguientes coeficientes:

d-1 = o (1.81)
q[0] 0 (1.82)
qll] = 0 (1.83)
(1.84)
La distorsién de este filtro es |g[—1]h[0]] = %
Si se verifica que % < 1 como es de esperar la distorsion residual del filtro 1.80

(%) es menor que la del filtro 1.84 (%) Sin embargo, si la interferencia es severa,

% > 1, el 6ptimo ya no sale de resolver el sistema de ecuaciones 1.76, lo que se
puede observar ya que en ese caso por ejemplo el filtro 1.84 tiene menor distorsién

residual.

Ejercicio 1.4. 1. En un transmisor PAM si se ingresa un 1, a la salida del mues-
treador posterior al filtro de recepcion se obtiene: x_1 = 0,3;x9 = 0,6;x7 = 0,3
yx; =0Vi#-1,0,1

a) Encontrar un filtro V(z) ecualizador+blanqueador ZF ideal que anule com-
pletamente la IST de esta senal. Este filtro serd la cascada del blanqueador y el
ecualizador propiamente dicho, es decir: V(z) = Hy,(2)Q(2). Encontrar ademds
las transferencias del blanqueador y del ecualizador.

b) Hallar el ecualizador ZF como filtro FIR de tres taps.

¢) ¢Cudl es la secuencia de salida del ecualizador cuando se ingresa un 1 al
transmisor PAM?

2. OPCIONAL: Repetir el ejercicio anterior para el caso x_1 = 0,3;x9 = 1;21 =
0,2 y calcular el ISI residual luego de ecualizar.

1.4.2. SNR finito, Ecualizador error cuadratico medio, MSE

En este caso lo que se buscara como criterio de ecualizacién que el error cuadratico
medio sea minimo, es decir que se minimice € definido por

eln] = aln| — ajn| (1.85)
e = E [e[n]e*[n]] (1.86)
Teniendo en cuenta que:
zn] = Za[j]h[n — j] + wln] (1.87)
a[n) = qljlaln — ) (1.88)
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d[n] se puede ver como una combinacién lineal de los vectores xz[n — j]. Por lo
tanto la minimizacién del error se puede obtener de la condicién de ortogonalidad del
error respecto a los vectores x[n — j], es decir,

Ele[n]z*[n —j]] = 0Vj (1.89)
E l(a[n] - Zq[kj]m[n - k]) x¥[n — ]]] = 0Vy (1.90)
Zq[k}rmmb - k] = Tax[j] VJ (191)

k

siendo 7, la correlacién de u y v.
Tomando Transformada z de la ecuacién 1.91 se obtiene:

Q(’Z)Sﬂcw<z) = Sax(z) (192)

siendo Sy, el espectro de potencia de los procesos u y v.
Por otra parte de la ecuacién 1.87 multiplicando ambos miembros por a*[n — k] y
tomando valor esperado se obtiene:

E [z[n]a™[n — k]]

E Za[j]h[n—j] +wn] | a*[n — K] (1.93)

Sea(z2) = Saa(2)H(2) + Swa(z) (1.94)

Teniendo en cuenta que Sy, (2) = S, (1/2*) = Saz(2) ¥ que Saa(z) = Si,(1/2*%).
el filtro ecualizador MSE verifica:

5,0 (2) (1.95)

Se asumird en adelante la hipdtesis que en la practica es razonable que el ruido y
la sefial de la fuente estdn no correlacionados y por tanto : rq (k) =0y Sew(z) = 0.
Es posible calcular S, de la siguiente forma:

ree(k) = Elz[n]z*[n— K] (1.96)

l

= E (Za[j]h[n—j]+w[n])(2a*[l]h*[n7k—l]+w*[l]) (1.97)

= E [ aljlhln - a* Wk [n—k = 1) | + ruwwlk] (1.98)
j 1

> raali = Nhin = jI0* [0 = k = 1] + 7o K] (1.99)
Il
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de donde,

Sex(2) = Saa(z)H(Z)ﬁ(Z) + Sww(2) (1.100)
y por lo tanto la transferencia del ecualizador MSE queda finalmente:
Saa(2)H(2)

@) = Sua(2)H(2)H(2) + Swe(2) (1.101)

0 en su respuesta frecuencial:

Saa (7 H* (e7%)

) = G D) A + B (1102

Observar que en el caso sin ruido el ecualizador MSE se reduce al ZF de la ecuacién
1.55. También se debe observar que este ecualizador es en general de respuesta al
impulso infinita al igual que en el caso del ZF.

Este ecualizador MSE cuando el SNR es muy alto se comporta de forma similar
al ZF pero cuando el SNR es muy bajo la respuesta en frecuencia tiende a 0. El
ecualizador MSE contempla el ruido y por tanto atenia el problema de los polos del
canal cerca del circulo unitario. Sin embargo, cuando el ruido no es nulo no ecualiza
totalmente el canal.

Ejemplo 1.4. Considere el canal con transferencia:

1

H(z) = ﬁ(l —az™t) (1.103)
H(z) = #(1 — az) (1.104)

V14 a?

El ecualizador sera:

1—-az
=141 2 1.1
Q) ta 1+a2+MNo(1+a?)—az—az"! (1.105)

Implementacion del ecualizador MSE como un filtro FIR

Como se vio antes, en general el ecualizador MSE requiere de un filtro IIR. Veremos
ahora qué sucede si se utiliza un filtro FIR como ecualizador. La ecuacién 1.91 queda:

K

Z q[k]rﬂcm[] - k] = Ta:r:[j] V] (1106)
k=—K

Teniendo en cuenta ademas que la correlacion entre los procesos x y a los introduce
el canal que se modela como un filtro FIR de orden L, ry,[j — k] =0si|j—k| > Ly
Taz[j] = 0 si |j| > L. La ecuacién 1.106 se puede escribir de forma matricial como:
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RezQopt = Tax (1.107)

siendo: R,, una matriz de dimensiones (2K + 1)x(2K + 1) y donde el elemento
Ruzlt, 5] = rexli — 4] ¥ dopt ¥ Taw dos vectores columna de dimensién (2K + 1). El
elemento rq,[j] = 74z [7]-

El filtro éptimo es entonces:

Qopt = R Tas (1.108)

Por 1ltimo, si se conoce el canal, la matriz R,, y el vector r,, se pueden calcular
en funciéon de los taps del canal. Se asume que el ruido y los simbolos no estéan
correlacionados y que los simbolos son i.i.d.. Los elementos de la matriz se pueden
calcular de la siguiente forma:

Ryzli,j] = Taxli — 7] (1.109)
L L
= E|> hllali =1 > h*[mla*[j —m]| + Nodi;  (1.110)
=0 m=0
L
= E[la[k]”] > 1R [l — [i — 4]] + Nodi; (1.111)
1=0
(1.112)
Los elementos del vector se pueden calcular de la siguiente forma:
L
rooli] = E|[a[k] Y a"[m]h*[k —j —m] + w"[k — j]] (1.113)
m=0
= h*[—j] (1.114)

Ejemplo 1.5. Sea el canal + filtro de recepcién con transferencia H(z) = hg+hyz~*
y el ruido es blanco gaussiano con potencia Ny

h% + h% —|—No hohi 0
Ryr = hohy hZ + h2 + N hoha (1.115)
0 hohi hZ 4+ h3 4+ No
hy
Tz = | ho (1.116)
0

Ejercicio 1.5. Para el sistema del ejercicio 1.4 calcular un ecualizador MSE como
filtro FIR con tres taps cuando el ruido del canal es blanco aditivo y con potencia
Ny = 0,05
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1.5. Ecualizacion de espaciado fraccional

1.5.1. Introduccién

En este capitulo se ha analizado el caso donde la senal recibida se muestrea a una
tasa de una muestra por simbolo. Estos ecualizadores en la literatura se denominan
habitualmente baud rate equalizer (BRE). Se analizard en esta seccién el caso donde
se muestrea a mas de una muestra por simbolo. Estos ecualizadores se denominan
fractionally spaced equalizer (FSE).

En la arquitectura FSE se muestrea a una tasa mayor a T y el filtro apareado
de recepcion se implementa de forma digital. Luego del muestreo solo se realiza un
filtrado antialiasing que se asumird que se hace con un filtro ideal.

Por lo tanto, el filtro apareado y el ecualizador trabajan a una tasa de L muestras
por simbolo. Posteriormente de la ecualizacién se hace un downsampling de tasa L
para estimar los simbolos enviados.

La cascada del filtro apareado y el ecualizador se analiza muchas veces como un
solo filtro.

Los ecualizadores FSE tiene ventajas y desventajas respecto de los ecualizadores
BRE. La desventaja principal es que se requieren méas taps en general y por tanto
aumentan los requerimientos de memoria a medida que aumenta L. Sin embargo,
algunas ventajas son muy importantes.

En primer lugar, el FSE exhibe una mayor inmunidad a los errores debidos a
la sincronizacién temporal. En el caso de los ecualizadores BRE si hay un error de
estimacién temporal, se asumird que se muestrea la senal z(t) en los tiempos kT + 7o

x(kTs + 70) = Z alj)h(kTs + 170 — mTs) + w(kTs + 710) (1.117)

El espectro de frecuencia de la senal muestreada sera entonces:

) k . T
Xa(e7?) = Ag(e’?) ZH 27TT+ Ye (4(+2km) 72) (1.118)

Si se observa la transferencia peridédica del canal muestreado y se piensa en un
pulso con exceso de ancho de banda, es posible que para ciertos valores de ©Q en el
: TR 0 i 221y (i(Qt2m) 2
entorno de m y error de sincronizacién 7 que H (273T5) ( ) y H(2— - ) ( 2)
sumen cero 6 aproximadamente cero, haciendo practicamente imposible ecualizar sin
ampliﬁcar el ruido.

a es el exceso de ancho de banda. .

En este caso los términos de la sumatoria H( 2”T+k) ( (QH]W)T*Q) no se solapan.
Por lo tanto el ecualizador FSE para compensar el error en la sincronizacién temporal
lo puede hacer solo con una compensacién de fase y el problema que existan frecuencias
en que la transferencia se anule no aparece.

La otra ventaja importante es la siguiente. Como se vio anteriormente para com-
pensar perfectamente un canal modelado como un filtro FIR en el caso de ecualiza-
dores BRE es en general necesario utilizar un filtro IIR, que no es implementable y
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por tanto se utilizan aproximaciones con filtro FIR pero que generan una distorsién
residual. Por el contrario, con ecualizadores FSE es posible ecualizar completamente
un canal FIR con un ecualizador FIR.

2(kTy/L) =Y aljlh(KT/L = jT,) + w(kT,/L) (1.119)
J
definiendo h(kTs/L) = hp[k], w(kTs/L) = wrlk], x(kTs/L) = xr[k] la ecuacién
anterior se puede escribir de la siguiente forma:

vk = aljlhilk — L] + wi[k] (1.120)
J
Si se supone que se utiliza un filtro ecualizador @, y que a la salida del ecualizador

se sub-muestrea para volver a tener una muestra por simbolo (a[k]). La transferencia
desde alk] hasta a[k], es

V(z) = Hp(2)QL(2)],L (1.121)

Esta es la funcién que genera la distorsion en ausencia de ruido. El objetivo sera
lograr un ecualizador Qr,(z) que sea implementable como un filtro FIR tal que:

V(z) = Ho(2)QL(2)lyr =1 (1.122)

Para disenar un ecualizador de este tipo se puede por ejemplo plantear las ecua-
ciones MSE como se hizo para el ecualizador de tasa de simbolo y se llega a ecuaciones
similares.

También existe un procedimiento alternativo para disenar este filtro. Para en-
tender este procedimiento es necesario entender un Teorema de Euclides que en su
demostraciéon plantea una metodologia que serd de utilidad para disenar el filtro.

1.6. Ecualizadores adaptivos

En los ecualizadores vistos anteriormente, se asume que se conoce el canal, que este
es invariante en el tiempo y a partir de esta informacion se disenan los ecualizadores.
En general, no es cierto que se conozca la respuesta del canal, por lo que en la practica
lo que se hace es estimar el canal. Para hacerlo es necesario que se envie informacién
conocida por fuente y receptor. Para esto muchos sistemas contienen prefijos que
anteceden a los mensajes o que se envian periédicamente para realizar esta estimacién.
El envio periddico es necesario ademas porque el canal en general no es invariante en
el tiempo. Por lo tanto, es necesario que el ecualizador se adapte a las variaciones del
canal. Existen diversos métodos para hacer ecualizaciéon adaptiva al canal. En esta
seccion veremos algunos ejemplos. El planteo general de muchos de estos métodos
es formular el problema de ecualizacién como el problema de minimizacién de una
funcién de costo J(q). Posteriormente se buscard dindmicamente utilizar un algoritmo
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iterativo como el algoritmo del gradiente para encontrar el minimo de esta funcién.
El empleo de un algoritmo iterativo hace que si el canal se modifica este algoritmo
deberfa converger hacia el nuevo minimo. En general como se dijo para minimizar
esta funcion se utilizara una secuencia de datos conocidos enviados por la transmisor.
Ahora bien, en muchos sistemas no es posible enviar datos para realizar la estimacién
del canal. En estos casos se utilizan técnicas conocidas como ecualizaciéon a ciegas
(blind equalization BEQ). Se verd en primer lugar una técnica adaptiva que asume
la existencia de una secuencia de datos conocida y utiliza minimos cuadrados (Least
Mean Square, LMS). Posteriormente se estudiard una técnica de ecualizacion a ciegas
denominada Constant Modulus Algorithm (CMA).

1.6.1. Algoritmo adpativo LMS

Se considera la siguiente funcién de costo:

J(@) = E[(alk] —a[k])(a"[k] —a”[k])] (1.123)
K

alk] =Y qljlelk -] (1.124)
j=—K

= dq'x(k) (1.125)

x(k) = (2(k+K),..,a(k),..,2(k — K)) (1.126)

J(q) = Ele[kle*[k]] (1.127)
VaJ (@) = VqEl(a[k] - a[k])e*[K] (1.128)
= —E[x(k)e*[k]] (1.129)

y el algoritmo en este caso seria

Q+1 = a+ PE[x(k)e" (k)] (1.130)

Se deben realizar dos observaciones.

La primera es que se debe tener cuidado al derivar una funcién compleja respecto
de una variable compleja (los taps q pueden ser complejos). La definicién de diferen-
ciacién en los complejos hace por ejemplo que no exista la derivada %i;, siendo esta
una funciéon muy simple.

Habitualmente en célculo complejo se trabaja sobre funciones analiticas donde
esta bien definido el diferencial complejo. Sin embargo, en este problema podemos ver
la necesidad de obtener extremos de funciones que no son analiticas. Para el estudio
de extremos de funciones reales de variables complejas, se puede realizar una gene-
ralizacion del concepto de diferenciacién compleja. La idea es considerar las funciones
de variable compleja f(z,2*) como funciones de R?— > R y utilizar una extensién
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de la definicion de derivada definiendo la derivada-R de una funcién real de variable
. 0f(z,2") . . -

compleja como: ==57—|,«—cte ¥y la derivada-R conjugada de una funcién real de va-

riable compleja como %‘f*) |:=cte. Estas definiciones tiene la propiedad importante

de coincidir en el caso de funciones analiticas con la definiciéon de diferencial complejo.

Se prueba que a la condicién necesaria y suficiente para que una funcién real de
variable compleja f(z) = f(x,y), 2 = x +1iy tenga un punto estacionario con respecto
a los pardmetros reales r = (z,y) € R? es que su R-derivada se anule. Quien quiera
profundixar y formalizar en este aspecto puede consultar el trabajo [3] y las referencias
que él contiene.

Para el célculo del gradiente anterior se utilizé la derivada-R.

La segunda observacion es que la ecuacién 1.130 requiere el calculo de valores
esperados que sin conocimiento del canal es muy dificil de hacer en la préactica. Lo que
habitualmente hace en el algoritmo LMS es aproximar ese valor esperado simplemente
por: x(k)e(k) y el algoritmo es un algoritmo de gradiente estocdstico que tiene la
siguiente forma simple:

a1 = q + Ox(k)e[K] (1.131)

1.6.2. Ecualizacion a ciegas: Algortimo CMA

La pregunta que origina el drea de ecualizacién a ciegas (blind equalization) es si
es posible ecualizar la senal recibida sin tener informacién del canal ni una muestra
de entrenamiento conocida por el transmisor y el receptor. Lo tinico que se asume
conocido es alguna estadistica de los simbolos que se envian.

Se trabajé mucho empiricamente desde hace muchos anos en lograr ecualizadores
de este tipo a partir de proponer funciones que minimizaran algin costo que tenga
en cuenta la diferencia en alguna propiedad estadistica de los simbolos transmitidos
y recibidos.

El primer resultado tedrico relevante para comprender este problema se presenta en
el trabajo de los anos 80 de Benviste et al. [4]. En este trabajo los autores demuestran
que la condicién suficiente para la ecualizacién total de una sefal sin ruido (ZF) es
lograr que la distribucién de los simbolos de salida sea igual a la de los simbolos de
entrada.Sin embargo, esta propiedad es poco 1til en la practica porque lograr ecualizar
la distribucién no es un trabajo en general simple.

Sin embargo, uno de los trabajos que mas ha aportado en este tema, es un trabajo
de Shalvi et al. de los afios 90 [5]. En este trabajo se prueba que para la ecualizacién
total de un canal sin ruido, la condicién necesaria y suficiente es que se cumplan las
siguientes dos propiedades estadisticas entre los simbolos de entrada a[k] y salida b[k]

E[|b’] = E[|al?] (1.132)
K(b) = K(a) (1.133)

donde K{(.) es la funcién de Kurtosis de un proceso definida como
K(a) = E[|a["] — 2E?[|a]*] — [E[a®]]? (1.134)

31



Universidad de la Republica,
Facultad de Ingenieria - IIE Comunicaciones Inaldmbricas

La funcién de Kurtosis de una distribucién de probabilidad tiene un significado
intuitivo en estadistica. El indice de Kurtosis refleja el grado de concentracién de los
valores de la densidad en la region central de la misma. A mayor indice de Kurtosis
mas puntiaguda es la densidad y cuanto menor més aplanada es la densidad. La
distribucién normal tiene indice de Kurtosis 3 y por eso muchas veces en la definicién
del indice de Kurtoss de la ecuacién 1.134 se le resta 3 para que las de indice posisitvo
sean mas puntiagudas que la normal y las con indice negativo mas aplanadas que la
normal.

La condicién a la que se llega en este trabajo si tiene sentido practico porque ahora
se deben igualar dos propiedades de la distribucién y no toda la funcion.

Se verd con més precisién lo que se prueba en dicho articulo a continuacién.

Sea v[k] = h[k] * g[k] la respuesta al impulso del canal y el ecualizador. Sea a[k]
y alk] la entrada al canal y la salida del ecualizador. Se asume que la secuencia de
entrada alk], es una secuencia de variables aleatorias (discretas o continuas), i.i.d.,
con media cero y distribucién de probabilidad arbitraria, que existen los momentos
hasta orden cuatro y que K(a) # 0.

Se busca que

U[k]:ejG(O,O,..,O, 1 ,0,.,0)
Tm (1.135)

Es decir que la respuesta al impulso del sistema incluyendo el ecualizador sea una
6. Més precisamente se busca que no modifique la senal de entrada a menos de un
desfasaje 6 y un retardo m.

A partir de que a[k] = v[k]*alk] y de que la secuencia de entrada es i.i.d. se puede
probar simplemente operando que:

e
=
=
)
I

EHCL[’CHQ]ZMJ']I2 (1.136)

~
—
Q>
o
N

I

K(@ Y foli)* (1.137)

Hay que observar que el indice k en las ecuaciones anteriores es innecesario porque
la secuencia es i.i.d.

Teorema 1.3 (Shalvi y Weinstein). Si E[|a|?] = E[|a|?] entonces:

1) K(a) < K(a)

2) K(a) = K(a) si y solo si la respuesta al impulso del sistema ecualizado v[k]
verifica 1.135.

Prueba:

Sea v un vector tal que ) [v[j]|> < K < co. Entonces,

D WGl < QoW =D il +2) > 1Pl (1.138)
J J J Jj ol
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y para que se cumpla la igualdad todos los dobles productos del desarrollo de la parte
derecha de la ecuacion deben ser cero. Para que esto se cumpla solo una componente

del vector puede ser no nula. Por lo tanto siy_; [v[j]|? = 1 entonces:

a) 32, vljlI* < 1.
b)Y, [v[§]|* = 1 si y solo si v tiene una sola componente no sula y de valor 1.

De estas conclusiones la tesis del teorema queda probada utilizando las ecuaciones
1.136 y 1.137 .

A partir de este teorema es facil ver que es posible formular la ecualizacién como
un problema de optimizacion:

méx K(alk]) (1.139)
sujeto a : (1.140)
E[[a[k][*] = E[la[k]]?] (1.141)

En el mencionado articulo luego de diversas transformaciones de este problema
de optimizaciéon con restricciones se concluye que dicho problema es equivalente al
siguiente problema de optimizacién sin restricciones:

sy EllalEllTy’
min | ( |a[k]|? — Sp—re= (1.142)
(( Effa[¥]?]
Diez afios antes de esta publicacién Godard [6] propuso la siguiente funcién de
costo (la denominé funcién de dispersién) para realizar ecualizacién a ciegas:

DP) = E[|a[k]|P — R,)? (1.143)

donde R, es alguna constante de la estadistica de los simbolos. Propuso minimizar
esta funcién para ecualizar.

A partir del cédlculo del gradiente de la dispersién observé que el gradiente se

anulaba cuando
E(|alk]|*?]

Ry= ——+7+7— 1.144

» = Efalk]] .

En particular el caso més utilizado fue el de p = 2, y a este método se le llamo

CMA (“constant modulus algorithm”). En este caso la funcién de dispersién queda:

4
R, = Ellalkl[] (1.145)
E[la[k]|?]

Si los sfmbolos tienen médulo constante (QPSK por ejemplo), entonces minimizar
la dispersién equivale a ecualizar el médulo de los simbolos recibidos : |a(k)| = v/Ra.
Sin embargo, se observé que este ecualizador funcionaba bien atin para constelaciones
que no tuvieran médulo constante. La explicacion formal de esto como ya vimos, la
dieron Shalvi et al. al demostrar que minimizar la dispersién D? equivale a ecualizar
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el el valor esperado del médulo al cuadrado y la funcién de Kurtosis que como se vio
es condicion necesaria y suficiente para ecualizar ZF el canal.
Definida la dispersion :

D@ = E[|a[k]|* — R)? (1.146)
alk] = q'x(k) (1.147)

Se puede calcular el gradiente de esta funcion de costo con respecto al vector de
los taps del ecualizador q y aplicar el algoritmo del gradiente:

V4D? = 2E[(a[k]|* — Ra)a[k]*x(k)] (1.148)
qi+1 = qt — M(d[k}|2 — Ry)alk]"x(k) (1.149)

donde en la ltima ecuacién al igual que en el algoritmo LMS se eliminé el valor
esperado y se utiliza un algoritmo de gradiente estocéstico.

Ejercicio 1.6. La ecuacion 1.149 la implementa GnuRadio en el bloque CMA. FEste
bloque tiene como pardmetros la cantidad de taps del ecualizador, el parametro p
(ganancia), y el mddulo o valor Ry en la ecuacion. El pardmetro mu debe ser un
valor suficientemente pequeno para que converja el algoritmo. En general p = 0,01 es
un valor recomendado.

Ecualizar el sistema del ejercicio A.2 parte C. utilizando un blogue CMA de gnu-
radio en lugar del filtro utilizado en dicho ejercicio. Estudiar como varia la ecualiza-
cion al variar el numero de taps: 3,7,11,21,31 por ejemplo. Estudiar la sensibilidad
respecto de .

34



Apéndice A

Material complementario

A.1. Prueba de Teoremas

A.1.1. Teorema 1.2.

Demostracion. La transformada de Fourier de la salida del filtro de recepcion sera:

Sa(e”™ TV H(f)Hyw (f) = Sa(e?>™7%)

H(f)P (A1)

La Trasformada de Fourier de la senal discreta x4[n| es por lo tanto,

Xg(e9?) = Sd(em)z‘H<2%r+k>|2 (A.2)
T - Ts '

Ahora debemos distinguir dos casos.

Caso 1. El més simple es cuando la sumatoria del término de la derecha de la
ecuacion A.2 es diferente de cero para todo ). En ese caso se puede reconstruir la
senal s[n] pasando la salida del muestreador por un filtro digital de transferencia:

2 4 5\| -
H | 2 (A.3)

Ejercicio A.1. (Opcional). ;Una transferencia H(f) como la mostrada en la figura
A.1 corresponde al caso 1? gporqué? Observar que dicha transferencia es un pasabajo
pero con ceros para algunas regiones de frecuencia en el reango [—Ts/2,Ts/2].

- 1
Dy(e’?) = T >

k

Caso 2. El segundo caso es cuando la sumatoria del término de la derecha de la
ecuacion A.2 es cero para algunos valores de Q.
En ese caso se define,
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H (f) A

\4

-1/2Ts 1/2Ts f

Figura A.1: Transferencia con ceros

o\ —1
24k .
D) — (;ﬁzk\g(%ﬂ )| ) S H(,E) £0
0 en otro caso

Cundo H (ﬁ) > 0 para algin ) entonces para esos € la sumatoria de la derecha
es positiva y el inverso esta bien definido.

La sefal discreta x4[n] se pasa por el filtro Dg(e’*?). La senal obtenida luego de
este filtrado sera

Ya(@®) = Xu(e’™)Dy(e'?) A
i i ;
_ % si H(520) #0 (A.5)
0 en otro caso
_ [ Sale®®) s H(zp) #0 (A.6)
0 en otro caso .

y luego se convierte a tiempo continuo se pasa por el filtro H(f). La sefial recons-
truida sera:

Sa( I TYH(f) i H(f) #0
(/) { 0 en otro caso (A7)
= Ryp(f) (A.8)
donde Ry p(f) esla T de F de la sefial recibida del canal en equivalente pasabajo.

O

A.2. Ecualizadores fraccionales y Teorema de Euclides

A.2.1. El Teorema de Euclides

Se recordard antes de proseguir algunas propiedades que se utilizardan en esta
seccién y el Teorema de Euclides que servird para disenar el ecualizador.
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En primer lugar se recuerdan las siguientes propiedades del downsampling y el
upsampling.

L-1

X(z)|¢L _ % Z X(Zl/Le—jQﬂ'k/L) (A9)
k=0
X(2he = X(H (A.10)

También se recuerda las descomposiciones polifdsicas de un filtro H(z)

27 FRp (M) tipo 1
H(z) = k=0 (A.11)

3 2R B (M) tipo 2
k=0

M=

S

Por tdltimo enunciaremos el teorema de Euclides para polinomios, que se utilizara
mas adelante. Se enunciara para dos polinomios por simplicidad pero es sencillo ge-
neralizarlo y ademads se estudiard la demostraciéon ya que es constructiva y de ella
se puede construir la solucién al problema de disenio del ecualizador que se verd mas
adelante.

Teorema A.1 (Teorema de Euclides). Se consideran dos polinomios de grado Ny y
Nl-'

Ro(z) =Y rolnla" , Ri(x) = ri[n]a" (A.12)
n=0 n=0

Por hipétesis se asumird que estos dos polinomios no tienen raices comunes de
grado > 0. Entonces existe un unico par de polinomios

Ny -1 No—1
Ey(z) = Z eo[n]z™ , Ey(z) = Z e1[n]z" (A.13)
n=0 n=0
tales que,
Ro(z)Eo(x) + Ri(z)Er(x) =1 Vo (A.14)

Observar que los polinomios E;(x) son de grado menor que el Rj(x). Si se deja
libre el grado de los polinomios y se permite que sean de grado superior se pueden
encontrar infinitos que verifiquen la igualdad.

Prueba:

La ecuacion de la tesis del Teorema se puede escribir como un conjunto de ecua-
citones para cada grado del polinomio. Para el grado 0, esta ecuacion debe ser igual a
1 y para todos los demas igual a 0.
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Las ecuaciones tendrdn la forma

r0[0]eg[0] + r1[0]e1[0] = 1, para grado 0
ro[l]eo[0] 4+ ro[0]eo[1] + r1[1]e1[0] + ro[0ler[l] = O, para grado 1
N N
Zeo[n]T(J[N —n]+ Zel[n]n[N —n] = 0, para grado N > 0
n=0 n=0
(A.15)
eol0
ro[0] 0 0 egH
rolt] ro[0 0
0 0 To [N()] €0[N1 . 1]
r[0] 0 0 o %
+ (1] 710] 0 ' (A.16)
0 0 1 [Nl] €1[N0 . 1]
1
~|° (A17)
0
(A.18)
es decir que se puede escribir matricialmente como
Roeg + R1e1 =u (Alg)

Esto se puede escribir también concatenando las matrices y los vectores de la forma:

(A.20)

La matriz R = (Ro Rl) es ahora una matriz cuadrada de dimension Ng + N

e . ., L,
y el vector e = (eo) es un vector de dimension No + Ny. Por lo tanto existird un
1

unico e solucion de

Re=u (A.21)

si la matriz R es invertible, es decir si es no singular. Si por absurdo se asume que
efectivamente existe un vector e # 0 tal que Re = 0. Por lo tanto, existirian Eo(x) y
Ey(x) en las hipdtesis del teorema tales queda
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Ro(l’)Eo($) = —R1 (m)El (w) (A23)

Como Ro(x) y Ri(z) no tiene factores comunes, esto implica que Fi(x) debe
contener todos los factores de Ry(x) lo cual es absurdo por la condicion de los grados
de ambos polinomios.

Algunas observaciones sobre el Teorema anterior. En primer lugar, qué sucede si
los polinomios tienen factores comunes. Es decir, por ejemplo si Ro(x) y Ry(z) tiene
factor comin G(z). Este factor serd comin a a la suma de Ro(x)Eo(x) + Ry (z)E1(x)
y por lo tanto esta suma no podra ser igual a 1. Por lo tanto, la condicién equivale
a decir que el maximo comun divisor (mcd) de Ro(z) y Ri(x) debe ser 1. Si el
med(Ro(x), Ri(x)) = G(x), entonces el teorema se aplica pero para probar que existen
los dos polinomios que verifican Ro(x)Ey(z) + Ri(x)E(z) = G(x).

La tultima observacién corresponde a qué sucede si se tienen més de dos polinomios.
Se analizara el caso de 3 y la generalizacién del procedimiento sigue de este caso. Si se
asume que los tres no tienen factores comunes pero que por ejemplo para dos de ellos
se cumple que med(Ro(x), Ri(x)) = G(x). Entonces, el teorema anterior dice que exis-
ten y son tnicos dos polinomios que verifican Ry (z)Eg(z)+ Ry (z)E1(z) = G(z). Al no
existir factores comunes entre los tres polinomios entonces el med(G(z), Ra(x)) = 1.
Por lo tanto el teorema anterior establece que G(x)Ag(x) + Ra(x)A; (z) = 1. Sustitu-
yendo se llega a que: Ro(x)Ey(x)Ao(x) + Ri(z)Eq(z)Ao(z) + Ra(z)A1(x) = 1.

A.2.2. Diseno de ecualizadores FSE con filtros FIR

En lo que sigue expresaremos el canal y el ecualizador por sus formas polifédsicas.

L—-1
Hi(z) =Y 2 FRi(25) (A.24)
o
Qu(z) =Y ZEi(z") (A.25)
k=0

Teorema A.2. Dado un canal FIR Hp(z) = Z,]y:() cpn)z=", existe un filtro FIR
Q1 (2) tal que cumple:

V(z) = Hp(2)Qr(2)lyr =1 (A.26)
st y solo si todos los componentes Ry(x) del filtro Hy(z) no tienen ningin factor
comiin de la forma (1 —az™1) con a # 0

Prueba:
El producto del canal y el ecualizador se puede escribir:

Hp(2)Qr(z) = iz‘kRk(zL)z—:zlEl(zL) (A.27)
k=0 =0
L—1
= > A" (A.28)
m=—L+1
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donde la ultima sumatoria surge de ordenar los productos de las otras dos adecua-
damente. Por otra parte se puede observar a partir de esta ultima expresion que:

HGQu)e = 3 A=)l (A.20)
m=—L+1

= Z_:Rl(z)El(Z) (A.31)
=0

Si los Ry, (2) no tienen factores comunes como los referidos en la hipdtesis entonces
por el Teorema de Euclides existen un conjunto unico de Ex(z) que verifican que

L—1
Y Ri()E(z) = 1 (A.32)
=0
Hp(2)Qr(2))liz = 1 (A.33)

lo cual es la tesis del Teorema. Podria suceder que los polinomios Ey(z) tuvieran un

factor comiin de la forma 2=, pero esto puede solucionarse encontrando un conjunto

de polinomios con un factor comain z”.

Ejemplo A.1. Sea L=2y el canal
Hp(z)=1+2z""+4272 42734277 (A.34)
Por lo tanto,
Ro(2) =1+4z"" | Ri(z)=2+2"1+272 (A.35)

la ecuacién matricial correspondiente al teorema de Euclides seria

(A.36)

El determinante de la matriz vale 29 y alcanza con encontrar el valor de la primera
fila de la inversa que es,

-3
1
279 _4
16
Por lo tanto,
—3— 427! 16
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Por lo tanto, el ecualizador serd Por lo tanto,

-2
Qalz) = Bo(?) + 2By(%) = 1o (A.38)

Ejercicio A.2. (Opcional). Se considera un transmisor canal y receptor que trabaja
con BPSK, a dos muestras por simbolo y donde el canal tiene una transferencia :
Hp(z) =142z 44272 4 273 4275

a) Urilizar como ecualizador el fillro FIR que se disend en el ejemplo anterior.
Implementar el sistema Tz-Canal-Rz en GnuRadio utilizando el archivo que se ad-
junta a estas notas para este ejercicio. Verificar primero la constelacion y la respuesta
en frecuencia solo con el canal y luego con el canal y el ecualizador.

b) Agregar al modelo anterior en GnuRadio el pulso de Tx y Rz RRC. Con estos
pulsos, el canal y el ecualizador, ;se logra ecualizar correctamente el sistema? ;porqué?

¢) Considere ahora el sistema con los pulsos RRC de Tz y Rz y un canal con
transferencia C(z) = 1 — az. Los pulsos RRC modelaran con un filtro FIR en el
Companion y para simplificar las operaciones se utilizardn solo tres taps. Los tres taps
de un RRC son aprozimadamente 0,5,1,0,5 multiplicados una constante de ganancia,
que se considerard que vale 0.25. Disene un ecualizador para el conjunto pulso Rz,
Canal, pulso Tz. Implemente el sistema en el Companion y verifique que ecualiza
correctamente.
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