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1. Cdbdigo de Shannon-Fano-Elias

Consideramos el orden lexicogréafico para secuencias de largo n, y definimos

P = 3 Pay). (L1)

yn<1,n
La idea para la construccién del cédigo consiste en asociar a cada secuencia de largo n con pro-
babilidad positiva, ™, un nimero real en el intervalo [Fn(x”),Fn(x") + Pn(x”)> Como todos

los intervalos son disjuntos, entonces cada uno de estos numeros reales identifica univocamente a
una secuencia. Elegimos un nimero real que pueda representarse con precisién finita en base 2 y
tomamos los bits de esta representacién como una palabra de codigo. Especificamente, definimos

Fo(z") = Fy(z") + %Pn(x”) , (1.2)

y codificamos z™ con los ¢(z™) digitos después de la coma en la! representacién binaria del niimero
F,(z™), donde
(") =[—log P,(z")] + 1. (1.3)

Cuando no existe ambigiiedad, omitimos " en la notacién ¢(z™). Denotamos |-|, al nimero que
resulta de truncar la representacién en base dos de un real a ¢ digitos a la derecha de la coma. Con
esta notacién, el niimero que representa a la secuencia " segun nuestro cédigo es

[Fn(@™) e (1.4)

Para probar que el Cédigo de Shannon-Fano-Elias es univocamente decodificable nos basamos
en el siguiente lema.

Lema 1.1. Para toda secuencia x™ se cumple

[LEa@™) e, Fu(@™) e +27") C [Fula™), Fua™) + Pa(a™)) (15)

1Si un nimero tiene més de una representacién binaria (una de largo finito y otra de largo infinito), puede usarse
cualquiera de ellas consistentemente.




Demostracion. Por definicién de ¢, tenemos que ¢ > —log P,,(z") + 1, o, equivalentemente,

En consecuencia, como ademas | Fy,(z")], < F,(z"), tenemos que

(Fu(@™) o + 274 < Fu(a™) + %Pn(x") — Fy(@") + Pa(a"). (1.7)

Por otra parte, al truncar a ¢ bits la representacién binaria de F),(z") obtenemos un nimero que
satisface

Fo(z™) — | Fu(a™) ] <275, (1.8)
donde la desigualdad puede no ser estricta si Fj,(z") es de la forma 0.zyz11111.... Por lo tanto,
usando (1.6), obtenemos

[Fa(z"™) e 2 Fu(a") = S Pa(a") = Fo(a")
lo cual, junto con (1.7), prueba (1.5). O

Teorema 1.2. El Cddigo de Shannon-Fano-Elias es de prefijo y el largo medio estd acotado supe-
riormente por H(X™) + 2.

Demostracion. La cota sobre el largo medio es consecuencia inmediata de (1.3). Por otra parte, si
el cédigo de z™ es prefijo del de y", entonces los primeros ¢(z™) digitos a la derecha de la coma de
F,(z™) y Fn(y") coinciden y, por lo tanto, debe cumplirse

LFn (™) oany < LFn(@™))etyr) < [Fn(@™ Joany +27°,

donde la desigualdad de la derecha es estricta, ya que las palabras de codigo son de largo finito.
Como el lema 1.1 implica que los intervalos [LFn(asn)jﬁ(mn) s LEn (@) ] g(amy + 24(5’3”)) son disjuntos

para secuencias diferentes, debemos tener x™ = y™. ]

1.1. Calculo de la palabra de cdédigo asociada a una secuencia

Definimos
Cp(alz"™ ZP bz (1.9)
b<a
y la siguiente recurrencia
Iy = 0, (1.10)
F, = F 1+ Culzp|z™ NP 1(a™ ), (1.11)

donde, por convencién, Py(z") = 1. Aplicando (1.11) recursivamente para reemplazar F, 1 en el
lado derecho, obtenemos

F,=F, 9+ Cn_l(xn_l\:U”_Z)Pn_g(x"_Q) + C’n(xn]w”_l)Pn_l(x"_l) , (1.12)



y repitiendo n veces concluimos que

n

Fo=) Ci(zila" )Py (a" ). (1.13)
i=1
Observamos que, si P(b|z'~!) se puede calcular “eficientemente” para i = 1...n, entonces

Cn(zi]2"™1) y Pi_1(2*~1) también, lo cual permite calcular F), eficientemente.
Proposicién 1.3. La recurrencia (1.10)-(1.11) calcula F,(2"), es decir, F,(z") = F,.

Demostracion. Probamos por induccién que F,, = Zy" <an Pu(y"). Claramente se cumple para

n = 1; supongamos que n > 1 y que se cumple para n — 1.

Z Pu(y") = Z Pu(y" 'a) + Z Py(z"'a) (1.14)

yn<on yn71<xn717a6_/4 a<Tn
= > P )+ Pua@) > Plala™ ) (1.15)
yn—1<xn—1 a<n
= Foq(@" )+ P (2" N Ch(zn|z™ ) (1.16)
= Fy 1+ P 1(z" HCh(zy|z™ ) (1.17)
= F, (1.18)
O
Ejemplo 1.4. Calculamos la palabra de cédigo para x™ = 101 y un modelo de Bernoulli con
P(0) =1/4.
Por (1.10)-(1.11) tenemos
1
PR = (1) = 1 (1.19)
1
F; = F~|—C’(1|10)P(10)—1+131 (1.21)
3 = I 3 2 = 1T 111" .
La representacion en binario de estos términos es
1 -2
1= 2 = 0,01 (1.22)
131
o2 9—6 _ 11 1.2
111 3 % 0,0000 (1.23)
y sumando obtenemos
F3=10,010011. (1.24)
Por otra parte, tenemos
313
P(a") = 575 =9x 270 = (2 + 2°)27°. 1.2
(") 111 9 x + (1.25)



Por lo tanto, la representacion en binario de %P(z”) es
%P(l‘n) - (23 v 20) 2T = 1001 x 27 = 0,0001001 . (1.26)
Sumando (1.24) y (1.26) obtenemos
F,(2™) = 0,0101111. (1.27)
Para calcular el largo de cddigo, partimos de (1.25) para obtener
—log P(z") =6 —log9,

de donde, como 23 < 9 < 24, obtenemos [—log P(z™)] = 3 y por lo tanto { = 4. Entonces, de (1.27)
concluimos que
[Fo(2™)]e = 0,0101

y la palabra de codigo para x™ es 0101.

1.2. Decodificacién

La decodificacién también se puede resolver “eficientemente” en base a la siguiente recurrencia.

= Para ¢ = 0, definimos G como el nimero representado por la palabra de cédigo recibida,

Go = [ Fa(2")]s- (1.28)
= Para i > 0, definimos
Zi=mix{be A: C;(b|z" NP1 (3") < Gi1} (1.29)
y
Gi =Gy — Ci(z|z" )Py (371, (1.30)

donde el maximo en (1.29) es con respecto al orden lexicografico sobre A y veremos, en la demos-
tracién del lema 1.6 méas adelante, que es sobre un conjunto no vacio.

De forma similar a lo que hicimos para F,,, aplicando (1.30) recursivamente para reemplazar
G;_1 en el lado derecho, obtenemos

Gi=Gi_g — Ci_1(Zi_1|7 72 P_o(#72) — Cy(z3]2 V)P (2771, (1.31)
y repitiendo ¢ veces concluimos que
Gi=Go— > Ci(i|& P (&), (1.32)
j=1

Para probar que mediante (1.28)-(1.30) efectivamente se reconstruye z™, usamos el siguiente
lema, que establece que los intervalos |F;(x?), Fj(x%) + B(:U‘)) estan “anidados” para prefijos de
largo creciente de x™.



Lema 1.5. Para toda secuencia =" y todo natural i, i < n, se cumple
[Fa(a™), Fula™) + P(a™) € [Fi(e), Fia) + Pi(a))

Demostracion. Alcanza con probarlo para i = n — 1; la tesis general surge de aplicar el resultado
recursivamente para valores sucesivos de 1.

Por un lado, como {Fj};—o.. » es no decreciente, sabemos que F,(z") > F,,_1(z"). Por otro lado,
a partir de la definicién de F,,(z") en (1.1) obtenemos

anl(xn_l) + P 71(53”_1) = Z Pnfl(yn_l) + Z Pn(xn_la)
yn71<xn—1 acA

> Z Pn—l(yn_l) + Z Pn(-rn_la)
yn71<xn71 a<zyp

= F,(a2")+ P,(z").

O
Proposicién 1.6. La secuencia " definida por (1.28)-(1.30) coincide con x™.
Demostracion. La prueba es por induccién. Para ¢ = 1, la ecuacién (1.29) se reduce a
F1 :méx{beA:Cl(b) < LF’n(x")Jg}, (1.33)
o, observando que por (1.1) y (1.9) se cumple C;(b) = Fi(b),
F1 :méx{beA:Fl(b) < LFn(x")Jg}. (1.34)
Combinando los lemas 1.1 y 1.5, sabemos que se cumple
Fi(z1) < [Fu(z™)]e < Fi(z1) + Pi(21), (1.35)
de donde concluimos que el maximo en (1.34) se obtiene para b = z.
Ahora, asumiendo que #°~! = 2=, por (1.32) tenemos que
i—1 ‘ '
Gi1=Go— Y C(ajled )Pia(a?Y) = [Fy(e™) e — Fia | (1.36)

Jj=1

donde la ultima igualdad surge de (1.13) y (1.28). Por lo tanto, la ecuacién (1.29) se convierte en

%; = méx {b €A Fy+ Ciblzm Y Py (2 < LFn(CL‘")Jg} , (1.37)
o, por (1.11),
F; = méx {b € A: Fy(z" 1) < LFn(x”)Jg} . (1.38)
Nuevamente, combinando los lemas 1.1 y 1.5 obtenemos
Fi(z'a;) < [ Fu(z™)]e < Fy(atay) + Py(atay), (1.39)
que implica que el maximo en (1.38) se alcanza para b = x;. ]



2. Codificacion aritmética con calculos en precisiéon acotada
El contenido de esta seccién estd basado en [1].

2.1. Descripciéon del algoritmo

= Alfabeto de entrada A = {1...M}. Salida en base D > 2.

» Q;[m] ~ P(X; = m|z*~!) con J digitos de precisién: Q;[m] = Z}-le q;D~7. Exigimos

0<Qim] <1, vy ZQi[m]:l.

Q; puede depender de x'~! (distribucién condicional del siguiente simbolo dado el pasado).
En el caso del decodificador, la dependencia es con respecto a los simbolos decodificados, 71,
que veremos que coinciden con z' 1.

= Ci[m] =3_;_,, Qilj] (acumulativa).

n T = ZJK: Bl tjD_T_j : ancho del intervalo con K digitos de precisién y representacién de punto

flotante.
T =tgtity...txk_1 x D77, t3>0. (2.1)
Se cumple que
DTT<T<D Y, (2.2)
Codificador Decodificador
1. Calcular F,, y T,: 1. Sea Gy la secuencia de entrada truncada al
méximo valor posible de L (ver Practico).
F, = 0,T,=1 (2.3) > Sen U — 1
Fi = F7;,1 + Tiflci [{I?Z] (24) ' eato =L
3. Calcular z;,i=1...n:
- Gi
;= ix<be A:Cib < 2.6
2. L=7,+1 ! max{ g Um} 26)
3. W = {F"JL + DL Gi = Gi—1 —Ui1Ci[T4) (2.7)
U = {U,»_IQ,L.[@]J ; (2.8)

4. Emitir L digitos de W

4. Devolver 2"

Observacion 2.1. Tomando logaritmo en (2.2), obtenemos 7, > —logp T, > 7, — 1, de modo
que 7, = [—logp T, ] ¥, por lo tanto, el cdlculo de L es andlogo al célculo de ¢ en el cidigo de
Shannon-Fano-Elias.

Observacion 2.2. Solo se necesita calcular los J digitos més significativos del cociente en (2.6).



De las recurrencias en el codificador y el decodificador, surge enseguida que, para¢=0...n, se
cumple

i

F o= ) Cjlaj)Tja (2.9)
j=1
Gi = Go—)Y Cjl&]Uj1. (2.10)
j=1

2.2. Correccién

Lema 2.3. Para todo par de enteros i,k tales que © > k > 0 se cumple que
[FF ¥ T) C [Fka n Tk) . (2.11)
Demostracion. Para i > 0, de (2.4) obtenemos
F,—F,_1 =T;_1Ci[x;] . (2.12)

Sumando y restando Q;[x;], obtenemos

F—F_1 = Tig (Cl[xz] + Qilwi] — Qz[irz]) (2.13)
= T (Cilai] + Qul]) = TiaQile]. (2.14)

Ahora, como Cj[z;] + Q;[xi] < 1y, por (2.5), T;—1Q;[x;] > T;, concluimos que
Fi—F,_1<T, 1 -1, (2.15)

0, equivalentemente,
Fi+T, <T, 1+ Fi1. (2.16)
Como ademas, por (2.4), tenemos que F; > F;_;, concluimos que [FZ-, Fi—i—Ti> C [Fi_l, F,_4 —|—Ti_1>

y, siguiendo un razonamiento inductivo, [E, F, + TZ) - [Fk, F. + Tk) para i > k. ]

Lema 2.4. Para todo i, 0 < i < n, se cumple Gy € [E-, F; + TZ)

Demostracion. En virtud del lema 2.3, alcanza con considerar el caso i = n.
El mensaje recibido por el decodificador consta de los L digitos de W seguidos de otros digitos
correspondientes al siguiente mensaje. En consecuencia, se cumple que W < Gy. Como ademés

F,, difiere de {FnJ en una cantidad no mayor a D=L, de la definicién de W surge que F,, < W.

L
Concluimos por lo tanto que F),, < Gy.
Por otra parte, los L digitos mas significativos de G coinciden con los de W, implicando que

Go<W 4+ DL, (2.17)



donde la desigualdad es estricta, ya que Gy se representa con una cantidad finita de digitos. Ademas,
por la definicién de W, tenemos que

W<F,+D", (2.18)
que combinado con (2.17) y recordando que D > 2 resulta en
Go< F,+2D L <F,+ D 1, (2.19)

Como L — 1 =1, y, por (2.2), se cumple D~™ < T,,, concluimos que Gy < F,, +T,. O

Teorema 2.5. El algoritmo de decodificacion reconstruye correctamente T = x™.

Demostracion. Probaremos por induccién en i que, para cada ¢ = 1...n, se cumple

Uy =T, (2.20)

Ui—1Cifzi] < Gi1 < Ui (Cz[%] + Qz[ﬂﬁz]) : (2.21)

Observar que (2.21) implica que en (2.6) el decodificador selecciona el simbolo Z; = ;.
Comenzamos por el paso base con ¢ = 1. Por el lema 2.4 tenemos que

Fi<Go< Fh+T. (2.22)

Vemos entonces que (2.21) se cumple para ¢ = 1, ya que Uy = 1 y ademds, por (2.4), tenemos
que F} = Cq[z1] y, por (2.5), se cumple 77 < Q1]x1]. En consecuencia, el decodificador selecciona
I1 = x1, y luego calcula Uy = UOQl[fl]J o’ que coincide con 77, ya que Uy = 1 = Tj. El paso base

esta probado.
Para i > 1, asumimos que (2.20) y (2.21) se cumplen para todo j < i. Entonces, debemos tener
Zj = x; para todo j < i y por lo tanto, por (2.10), obtenemos

i—1 i—1
Gi1=Go— Y Cjl#|Uj-1 = Go— Y Cilaj]Tj-1,
j=1 j=1
que, por (2.9), se reduce a
Gi-1=Go—Fi_1.
A partir del lema 2.4 obtenemos entonces
Gi—1 € [E - F, Fi—F_1+ Tz’) , (2.23)
o, usando (2.9),
Gi—1 € [Ti—lcz‘[fl?i], Ti—1Cilxi] + Tz) . (2.24)

Como, por (2.5), se cumple que T; < T;_1Q;[z;], concluimos que
Gi1 € |[TaCilwi], Tt (Cilwi) + Qili))) (2.25)

de donde se desprende (2.21) observando que T;—1 = U;_; por la hipdtesis de induccién.
En consecuencia, el decodificador selecciona T; = x;, y luego calcula U; = LUi_lQi[:ii]J K’ que,

por la hipétesis de induccién, coincide con T;, lo cual demuestra (2.20). ]



2.3. Tasa de compresion

Para analizar la tasa de compresién de un codificador aritmético con precisién acotada, usaremos
el siguiente lema.

Lema 2.6. Para todo i =1...n se cumple
T1Qife)(1- D' 7F) <, (2.26)

donde recordamos que K es la cantidad de digitos de precision en la representacion de T.

Demostracion. Como, por (2.5) y la definicién implicita de 7 en (2.1), T; coincide con T;_1Q;[x;]
hasta los primeros 7; + K — 1 digitos, se cumple

Ty Qi) — T, < D~ HE-1 — pl=Kp-7i_
Como ademés, por (2.2), D™7 < T; y, por (2.5), T; < T;_1Q;[z;], obtenemos
Ti1Qilzi) — Ty < DY 5T, 1Qilxi)
lo cual prueba el lema. ]

Sea Q(z™) la probabilidad asignada a z™ por el modelo estadistico que alimenta al codificador
aritmético, esto es Q(z™) = [[I; Qi[x;]. El siguiente teorema acota superiormente el largo de cédigo
para z™ en funcién de la precisién K usada para representar el ancho de los intervalos.

Teorema 2.7. Si se usa una precision de K digitos para representar el ancho de los intervalos, el
largo de cédigo L(z™) para cualquier secuencia de largo n satisface

L(z" lo x™ 2
( ) S_ gDQ( ) +*+VD(K), (227)
n n n
donde vp(K) = —logp (1 — Dl_K) decrece exponencialmente con K.

Demostracion. Tomando logaritmos sobre (2.26) obtenemos
logp Ti—1 — logp T; < —logp Qilzi] + vp(K). (2.28)

Sumando para ¢ = 1...n, obtenemos una suma telescépica del lado izquierdo que, recordando que
To = 1, resulta en
—logp T, < —logp Q(z"™) + nvp(K), (2.29)

donde en la evaluacién de la suma del lado derecho usamos que Q(z™) = ] Qi[z;]. Como, por
la definicién de L en el codificador y la observacién 2.1, sabemos que L < —logp T}, + 2, (2.29)
implica (2.27).

Sélo resta probar que vp(K) = O(D_K ) Claramente, como un cambio de base de logaritmo

consiste en multiplicar por una constante y DK = %Dl_K , alcanza con probar que existen
constantes positivas C, K|, tales que

~In (1 - Dl—K) < DK, paratodo K > K. (2.30)

9



Equivalentemente, con el cambio de variable Z = D% probaremos que existen constantes posi-
tivas C, Zy, con Zy < 1, tales que

—1In (1 — Z) <CZ, paratodo Z,0< 7 < Zy. (2.31)

Observar que aplicando el cambio de variable inverso, K = 1—logp Z, y tomando Ky = 1—logp 2y
que es positivo porque Zy < 1, la condicién 0 < Z < Zj en (2.31) es equivalente a la condicién
o0 > K > Ky en en (2.30).
Multiplicando por -1 y tomando exponenciales en ambos lados de (2.31), obtenemos la expresién
equivalente
1-Z—-e%?>0, paratodo Z,0<Z < Z. (2.32)

La funcién g(z) = 1 — z — e~¢? tiene derivada ¢'(z) = —1+ Ce~%?, que en cero evaliian a g(0) = 0
y ¢'(0) = C — 1. Eligiendo C' > 1, la derivada en cero es positiva y, como g es continua en z > 0,
existe zp > 0 tal que g(z) es positiva en (0, zp). Tomando Zy € (0,min{1, zp}) el teorema queda
probado. O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema 2.7.

Corolario 2.8. Sea P una distribucion de probabilidad sobre A™ y X™ una secuencia aleatoria
generada sequn P. Entonces, el largo medio de cédigo normalizado satisface

EL(XM]  Hp(X™)  Dp(PllQ)

n - n n

+ % +vp(K), (2.33)

donde Q es la distribucion de probabilidad sobre A™ asignada por el modelo estadistico que alimenta
al codificador aritmético, esto es Q(x™) = [[;-, Qilxi] para toda secuencia ™ € A™.

El siguiente teorema completa la caracterizacién de cémo influye la precisién aritmética sobre
la tasa de compresion.

Teorema 2.9. Sea P una distribucion de probabilidad sobre A™ tal que todas las secuencias tienen
probabilidad positiva y sea
P = min P(zi|z=HY.
min xieAi,lgiSn{ ( Z‘ )}
Entonces, para todo §, 0 < § < 1, si la cantidad de digitos de precision usados en la representacion
de Q;[m] satisface J > [—logp Py —logp 0 4+ 1], eziste una eleccion de Q;[-] tal que w < 4.

Demostracion. Dado i < n y una secuencia arbitraria z'~!, tomamos Q;[a] = |P(a|z*"!)]; para
todoa < M,y Q;[M] =1—3 _,;Qi[a] (observar que este niimero se puede representar exacta-
mente con J digitos de precisién). Notar que Q;[a] < P(alz*~!) para todo a < M y, como tanto
Q;[-] como P(-|z*~!) suman 1, debemos tener Q;[M] > P(M|z*~1).
Sea ahora a un sfmbolo cualquiera, a < M, y denotemos ¢ = Q;[a], p = P(a|z*~!). Nuestra
eleccién de @Q;[-] garantiza que p — ¢ < D~ y, por la hipétesis sobre .J, tenemos que
) 0
pb—q < Pml’nﬁ Spﬁ (234)
Observar que (2.34) implica que ¢ > p(1 — %) > 0, por lo cual nuestra eleccién de Q;[-] satisface
que todas las probabilidades son positivas. Probaremos que

)
—<1-D7? 2.
DS , (2.35)

10



de modo que (2.34) nos lleva a
P—q Sp(l—D“S) =p—pD~’,
de donde, simplificando y reagrupando, obtenemos

P - ps.
q

. . P(a™
En consecuencia, para toda secuencia x™ tenemos que ang < D™ de donde el teorema surge

inmediatamente.

Para probar (2.35) veremos que f(8) = D — D'~% —§ es no negativa en 0 < ¢ < 1. La derivada
segunda de f es f(§) = —(In D)?D'~% < 0, por lo cual f es céncava. Por lo tanto, como f(0) = 0
y f(1) =D —2 >0, en efecto debemos tener f(6) >0en 0 < < 1.

O]
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