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Préctico 8.

Ejercicio 1. Sea X un conjunto cualquiera, y (V,K,+,.) un espacio vectorial. Consideramos el
conjunto F formado por todas las funciones de X que toman valores en V. Es decir,

F={f: [: X >V}
Definimos
e SUMA DE DOS FUNCIONES: (f+¢)(z) = f(z) +g(z), z€X;
e PRODUCTO DE UNA FUNCION f POR UN ESCALAR X: (Af)(z) = \f(z), z€X.
Mostrar que (F,K,+,-) es un espacio vectorial.

Ejercicio 2. Investigar si (R?, R, +, ) es un espacio vectorial en caso de que las operaciones de suma
y producto se definan de las siguiente maneras, para todo =1, 2, Y1, Y2 v A reales:

Lo (z1,51) + (w2,52) = Byr + 3y2, —21 — 32), A@1,51) = BAyr, 21);
2. (w1,51) + (2,92) = (@1 + 22,91 + 92), A@1,51) = (Az1,0);

3. (z1,y1) + (22,92) = (21 +22,0),  A(w1,y1) = (Az1, Ayn);

4. (z1,y1) + (22,92) = (w1, 22 +92), M@1,91) = (A2, Ay1);

5. (x1,41) + (22,92) = (|v1 + @2, [y1 +y2]), (21, 91) = (|Aza], [Awa).

Ejercicio 3. Consideremos el espacio vectorial F formado por todas las funciones reales de variable
real. Investigar cudles de los siguientes subconjuntos de F son subespacios vectoriales:

1. para un zo € R dado, el conjunto de las funciones f tales que f(xo) = 0;

2. el conjunto de funciones f para las que existe zg € R tal que f(xo) = 0.

Ejercicio 4. Consideremos el espacio vectorial V' formado por todas las sucesiones reales {a, }nen.
Investigar cudles de los siguientes subconjuntos de F son subespacios vectoriales:

1. para un ng € N dado, el conjunto de las sucesiones tales que a,, = 0 si n > ny;
2. el conjunto de las sucesiones para las que existe un nimero natural ng tal que a,, = 0 si n > ng;
3. el conjunto de las sucesiones para las que existe [, oo Gn;

4. el conjunto de las sucesiones acotadas;

5. para un numero ! € R dado, el conjunto de las sucesiones tales que

[ = lim a,.
n— oo

Discutir segtn .

Para los conjuntos que sean subespacios, estudiar cudles son las relaciones de inclusién entre ellos.

Ejercicio 5. Se considera el K espacio vectorial formado por las matrices n X n con entradas en K.
En cada caso, investigar si los subconjuntos de M,,«,,(K) son subespacios vectoriales:



1. el conjunto de las matrices simétricas. Es decir, de aquellas matrices que satisfacen A = A?;
2. el conjunto de las matrices antisimétricas; que satisfacen A = —A?;

3. el conjunto de las matrices invertibles;
4

. fijado X € K", el conjunto de matrices A tales que AX = 0.

Ejercicio 6. INTERSECCION DE UNA COLECCION DE SUBESPACIOS

1. Sea {S;}icr una coleccién de subespacios de un subespacio vectorial V. Mostrar que la inter-
seccién S = N;e19; de todos los subespacios es un subespacio vectorial.

2. Sean zg,...,x, nimeros reales. Mostrar que el conjunto de las funciones f reales y continuas
tales que f(x;) = 0 para i =0,1,...,n es un espacio vectorial real. En general, si X C R es
un subconjunto cualquiera de R, mostrar que las funciones reales y continuas que se anulan en
todos los puntos de X forman un espacio vectorial real.

Ejercicio 7. En cada caso, determinar si S es subespacio vectorial del espacio vectorial dado.

1. Para el espacio vectorial R™ considerar:

X1y...,&n) € V5 21 >0}

) S={(z1,...,zp) €V m1 =20 = =2}

) YEV; vy =20 =+ =1, =1}
d) S={(z1,...,2n) €V 1+ 22+ + 25 = 1};
(e) S={(z1,...,2n) EV; 22+ 23+ - +22 =0}

2. Para el espacio vectorial R, [z], formado por los polinomios de grado menor o igual que n y con
coeficientes reales, considerar:

(a) S={peRnfz]; p(1 —z)=p(1+2z)VeeR}
(b) S ={peR,z]; p(a) =0}, donde o € R es un valor fijo;
(¢) S={peR,[z]; p(a) =p'(a) = 0}, donde o € R es un valor fijo.

3. Para el espacio vectorial F = {f : R — R} formado por las funciones reales de variable real
considerar:

(a) S={f€F; f escontinua};

) S={f €F; fes derivable};

) S={feF; f(1)=[f(0)}

d) S={feF; f(z*) = f(2)? Yz €R};

(e) S={fe€F; fespar};

(f)y S={f€eF; fesimpar};

4. Para el espacio vectorial formado por todas las sucesiones reales, al que indicaremos® con la

notacién RY, considerar

(a) S = {(#a)uen € Vi (2a)uen os convergente};
(b) S ={(zn)nen € V; (zn)nen es divergente};
(¢) S={(xn)nen € V; (zn)nen es acotada}.

'En general, Y es el conjunto de todas las funciones definidas sobre X y que toman valores en Y.



