Fundamentos de Programacion Entera
6. Planos de corte

Carlos Testuri — Fernando Islas

Departamento de Investigacion Operativa — Instituto de Computacién
Facultad de Ingenieria — Universidad de la Republica

2012-2023



Contenido

@ Introduccion

© Inecuaciones vilidas

© Inecuaciones vilidas para LP

@ Inecuaciones vélidas para IP

© Procedimiento de Chvital-Gomory

@ Algoritmo de planos de corte



Introduccién

Resolucion mediante planos de corte

La metodologia de resolucién mediante planos de corte (inecuaciones) trata
de la construccién aproximada del casco convexo de las soluciones factibles
de un problema de programacion entera.

Mediante un proceso iterado de inclusién de inecuaciones (planos de corte) se

busca ajustar la formulacién del problema de forma que sea lo més préxima
casco convexo de las soluciones factibles.
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Introduccién

Esquema de resolucion mediante planos de corte

Dado el problema IP
max c¢’x
sa xePNzZ'"=X,

el objetivo es ajustar la formulacién P de forma que ésta tienda a ser similar al
conv(X); e idealmente, resolver el problema de programacion lineal
equivalente

max c¢’x

sa  x € conv(X).

Para los problemas en NP-completo no se espera tener una descripcion
explicita del casco convexo.

Lo que se espera es, para algunas de sus instancias, tener una aproximacion
del casco en “vecindades” donde hay condiciones de optimalidad.
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas

Se dice que una inecuacién 77 x < g es una inecuacion vdlida para X si la
inecuacién se cumple para todo x € X.

Dados X = {x € Z" : Ax < b} y conv(X) = {x € R" : Ax < b}, las
inecuaciones que definen ambas formulaciones son inecuaciones vélidas
para X.

{Cémo determinar y utilizar inecuaciones vélidas relevantes?
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 1/8

1. Inecuaciones logicas
Dado X = {x € B*: 6x; —4xy + 3x3 — x4 < 1}.

Six; = 1 entonces x, = 1 y x4 = 1, por lo que se infieren las
inecuaciones vélidas x; < xp y x; < x4.

Ademas, es infactible si x; = 1y x3 = 1, por lo que se infiere la
inecuacion valida x| + x3 < 1.

(Alguna otra inecuacién vélida?
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 2/8

2. Inecuaciones binarias mixtas 1/2
Dado X = {(x,y) € R x B : x < 100y,0 < x < 10}.
Todas las inecuaciones x < ry, con r € [10, 100] son vélidas

y

1 x < 10y

- xSy
_--77 x <100y

— X

10

En particular la inecuacién valida con r = 10 permite determinar
conv(X) = {(x,y) e RxR:x<10y,0<x<10,0<y<1}.
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 3/8

3. Inecuaciones binarias mixtas 2/2
Dado el problema de localizacion de instalacion capacitada (CFL) con demanda
absoluta

min Z—]fijer_]Z_lC']le
s.a Z_lx,]—a,7 i=1,.

E 1% < by, lev
x; > 0,y; € {0, 1}, i:l,...,m,j:l,...,n.

Las soluciones factibles cumplen x;; < a; y x; < bjyj, parai = 1,....my

J=1

¢Es x;; < min{a;, b;}y; una inecuacién vélida de CFL?
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 4/8

4. Inecuaciones enteras mixtas
Dado X = {(x,y) ERx Z:y>x,0<x<3y>0}

x < y>x

[\S1[9%}

y>2x—1

Se tiene la inecuacién védlida y > 2x — 1 que permite obtener
conv(X) = {(x,y) ERxR:y>x,0<x<3,y>2x—1,y>0}

Facultad de Ingenieria. UdelaR Fundamentos de Programacién Entera ler. Semestre 2023

9/28



Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 5/8

5. Inecuaciones de redondeo a entero
Sea X = PN Z?*donde P = {x € R? : 9x; + 15x, > 23,x > 0}.

Dividiendo entre 9 se tiene la inecuacién vélida para P
X1+ %XQ > %

Dado que x > 0 se sustituyen sus coeficientes por los enteros superiores
(funcidn techo) y se tiene la inecuacién vdlida para P
X1+ 2x2 > xq +%X2 = %-

Dado que x y sus coeficientes en la expresion son enteros, la valoracion
de la expresion es entera; por lo que se puede redondear % a su entero
superior, obteniéndose la inecuacion vélida para X

X1+ 2xp > 3.
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 6/8

Representacion gréfica

-~ X]
9x; + 15x, > 23

¢Si se agrega xj + 2x, > 3 a la formulacién P, se establece el conv(X)?
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 7/8

6. Inecuaciones de redondeo a entero mixtas
Sea X = PN (Z* x R) donde
P={(x,y) € RZ x R:9x; + 15x; +y > 23,x,y > 0}.

Dividiendo entre 9 y agrupando se tiene la inecuacion vélida para P

23—
X1+ 30 > =52

Dado que x > 0 se sustituyen sus coeficientes por los enteros superiores
(funcidn techo) la valoracién de la expresion es entera; por lo que se
puede redondear % a su entero superior, obteniéndose la inecuacién
vélida para X

X1 + 2x2 + ay > 3 (para algin a).
Dado que [ Y] decrece de 3 a 2, cuando y = 5; por lo que la
inecuacidn es Vahda paraa > %
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Inecuaciones vilidas

Inecuaciones validas: ejemplos 8/8

Representacion gréfica

9x; + 15x, +y =23

—— X

(Césco convexo?

o o
o o o

X2
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Inecuaciones validas para LP

Inecuaciones validas para programacion lineal

Proposicion (1)

La inecuacion n7x < my es vdlida para P = {x : Ax < b,x > 0} si y solo si
existeu > 0 tal que A > 7" yu"b < m.

Prueba.

Se tiene por dualidad que max{#"x : x € P} < 7 siy solo si
min{u™b: u"A > 7",u > 0} < m. ]
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Inecuaciones validas para IP

Inecuacion valida elemental

Inecuaciones vélidas para la region factible entera {x : Ax < b, x > 0, entero}

Proposicion (2)

Dado X = {y € Z : y < b}, entonces la inecuaciony < |b| es vdlida para X.
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Inecuaciones validas para IP

Inecuaciones validas enteras mixtas simples (1/2)

Dado X = {(x,y) e RxZ:x+y>b,x > 0}.

Proposicién (3)

Seaf = b — |b| (parte fraccionaria).
i) La inecuacion x> f([b] —y) esvdlida para X.
ii) La formulacion

P={(xy) ERXR:x+y>b, x+fy>f[b], x>0}

describe conv(X).

Demo. (Gréfica)
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Inecuaciones validas para IP

Inecuaciones validas enteras mixtas simples 2/2

Dado X = {(x,y) e RxZ:x+y>b,x > 0}.

y
[b]
b
x = f([b] =)
[b] F------ ‘ X
3 x+y>b
i ]
b—|b] b

Determinar la recta por los puntos (0, [b])y (b — |b], |D]).
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Inecuaciones validas para IP

Inecuaciones de redondeo entero mixtas

Dado X = {(x,y) € R x Z" : 377 ajy; < b+ x,x > 0}.

Proposicién (4)

Seanf; = aj — |a;] yf = b — |b].
La inecuacién de redondeo entero mixta (MIR),

- G —fo)* x
> (gl + be))’j < [b] +1 — 5

J=1

es vdlida para X.
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Inecuaciones validas para IP

Inecuaciones de Gomory de redondeo entero mixtas

Dado

X = {(v0,5,%) € ZxZMI xRNl - yo 137 v+ 37y, @i = b, x > 0}

donde b ¢ Z.

Proposicion (5)

Sean f; = aj — |a;] conj € N := Ny UN,.
La inecuacion de Gomory entero mixta,

(1 =)
> e ¥ S
JENE<S, JENT>p jEN-a;>0

es vdlida para X.

Z fba} x; > £

JEN:a;<0
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Inecuaciones validas para IP

Inecuaciones validas para IP: ejemplo

SeaX =PNZ*conP = {x:3x; +x <6,x; +2x, < 6,x >0}

1. Se establece la combinacion lineal de las restricciones con coeficientes
no negativos u = ( 18, 2) Obteniéndose 7 + 7% S y 5 +x2 <3, con
resultado %xl + 19x2 <=

2. Se reducen los coeﬁ01entes del lado izquierdo al entero préximo,

L a1 + { sz < 10 , obteniendo la inecuacién valida para P:
Ox; +xp < 0

3. Dado que el lado izquierdo es entero, se puede reducir el lado derecho al

entero préximo, obteniéndose la inecuacion vélida x, < [ %] = 3.
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Procedimiento de Chvital-Gomory

Generacion de inecuaciones validas: procedimiento de Chvatal-Gomory

SeaX =PNZ"conP ={x € R": Ax < b,x > 0}, donde A € R™*" es una
matriz con columnas {ay, ...,a,} yu € R", u > 0:

1. La inecuacién 21'7:1 u”ajx; < u”b es vélida para P, dadoque u > O y
n
2/21 ajx;j <b
2. Lainecuacién i [u"a;]x; < u"b es vdlida para P, dado que x > 0.

3. La inecuacion Z - luTa;j|x; < |u”b]| es vilida para X, dados que x y
ZJ \lu"aj| son enteros.

Proposicion (6)

Toda inecuacion vdlida para X puede obtenerse aplicando una cantidad finita
de veces el procedimiento de Chvdtal-Gomory.
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Procedimiento de Chvital-Gomory

Resolucion mediante agregado de inecuaciones validas

El objetivo es que a partir de la formulacién inicial P = {x : Ax < b,x > 0}
con X = PN Z" se generen un conjunto de inecuaciones validas Dx < d
para X.

La formulacién inicial se puede ajustar mediante el agregado de las
inecuaciones, Q = {x : Ax < b, Dx < d,x > 0}, lo que permite aproximarse
al conv(X).

Esto permite tener una formulacién ajustada que potencialmente genere cotas
mads ajustadas en el caso de utilizar ramificado y acotamiento.

La desventaja puede ser que la cantidad de inecuaciones a agregar sea
enorme, dificultando la resolucién del problema.

(Como elegir entre las inecuaciones a agregar?
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Procedimiento de Chvital-Gomory

Resolucion mediante agregado de inecuaciones validas relevantes

A veces la region factible entera de una formulacién P puede describirse
como la interseccién de conjuntos, X = X' N X2, por lo que se puede poner
énfasis en alguno que sea facil de resolver.

Supongamos que la resolucién en X2 = P?> N Z" es ficil, entonces se tendrd
una descripcién explicita de Q> = conv(P?> N Z"). Lo que permite reemplazar
la formulacién original P! N P? por la formulacién ajustada P! N Q? para X.
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Procedimiento de Chvital-Gomory

Agregado de inecuaciones validas: ejemplo 1/2

Dada la formulacién P de la region factible X del problema UFL

Z;l:lx,'j = 1, i= 1,...,m,
o xi <my, j=1,..n,
XijZ0,0Syj < 17i: ],,_,7m7j: ]7__.’,1_

Sea X/, con y; entero, el conjunto factible de la formulacién P/ dada por

i1 X < myj,
x;j>0,i=1,..m, 0<y <1

El casco convexo, ¢, del conjunto X/ esta dado por
xijgyj, i = 1,...,]’}1,

x;>0,i=1,...,m,
0<y <1
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Procedimiento de Chvital-Gomory

Agregado de inecuaciones validas: ejemplo 2/2

Entonces se obtiene la reformulacién Q, reemplazando cada P/ por ¢/ para

j=1,..n

Z;':]x,;, = 1, i = l,...,m,

xj <y, i=1,..mj=1,..n,
x; >0, i=1,..mj=1,..,n,
0§yj§1, j:1,...,l’l.

La cual estd mds proxima al casco convexo de X que P.
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Algoritmo de planos de corte

Algoritmo de planos de corte

Dado el problema IP max{c”x : x € X}, con X = PN Z" y el conjunto de
inecuaciones validas C, 77x < 7, para X, lo que se busca es una
aproximacion del casco convexo en la vecindad de la solucién 6ptima.

Inicializacién. Seant := 0y P? := P.

Iteracion. Resolver max{c"x : x € P'}.

Sea x™* una solucién Gptima. Si x™* es entero Parar : x™ es una solucién éptima
para IP.

Si x™* no es entero, resolver el problema de separacién para x™ y el conjunto C.
Si la inecuacion (7', 7)) € C cumple 7'x™ > m{, entonces corta a x', es-
tablecer el corte generando nueva formulacién P! = P' 1 {x : w'x < 7}
incrementar ¢ e iterar. En otro caso Parar.
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Algoritmo de planos de corte

Algoritmo de planos de corte fraccionarios de Gomory 1/2

Dado el problema IP max{c"x : Ax = b, x > 0 entero}.

Se resuelve la relajacién a programacion lineal, a partir de la base 6ptima, se
elige una variable bésica fraccionaria y se genera una inecuacién
Chvital-Gomory en la restriccién asociada de forma de cortar y separar la
solucién fraccionaria.

Entonces el problema se puede reformular

max Cp+ ) iy O
sa X, + D ey ki =by, u=1,.,m,

x > 0, entero.

Donde B y N son los conjuntos de variables basicas y no-bdasicas.
La solucién 6ptima es x* = b, sic; < Oparaj € Ny b, > 0 para
u=1,...m.
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Algoritmo de planos de corte

Algoritmo de planos de corte fraccionarios de Gomory 2/2

Si la solucién 6ptima, x*, no es entera, entonces existe una fila # con b,
fraccionario. Dada la fila u la inecuacién de corte Chvétal-Gomory es

X8, + 2 jenldui)x; < [bu).

Reformulando la inecuacién mediante la sustitucién de xp, original, se obtiene

2 jen(@uj = [@uj])x; = by — [ bu];
esta inecuacion permite separar x* con b, fraccionario de la formulacién de
partida.

Debido a la definicion y la eleccion de la fila u se tiene que
0< (auj - LaujJ) <ly0< (bu - LbuJ) <L
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