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Estos apuntes son unicamente material de apoyo al curso de Muestreo y
Procesamiento Digital. No son un sustituto de la bibliografia, ni plantean el
tema de manera rigurosa.

1. Introduccién

La teoria de procesos estocasticos trata sobre el estudio mediante herra-
mientas estadisticas de senales o procesos que de otra manera resultaria muy
dificil, sino imposible, de tratar.

En efecto, casi cualquier sistema de utilidad es disenado para procesar
entradas que no se conocen. Por ejemplo, un sistema para mejorar senales
de voz, o para comprimir senales de audio o video, o para quitar el ruido y
mejorar la deteccion de una senal de radar.

Pero que las senales a tratar no se conozcan exactamente, no significa que
de ellas no se sepa nada. Las senales de voz, por ejemplo, aunque son siem-
pre distintas, tienen todas un oscilograma reconocible, un ancho de banda
que se sabe de antemano, y una distribucién de la potencia en las distintas
frecuencias conocida.

El estudio de procesos estocasticos formaliza este conocimiento sobre las
senales a partir del estudio estadistico de las mismas. De esta manera, ve-
remos que con este conocimiento estadistico alcanza para disenar y estudiar
sistemas que seran alimentados con estas entradas en principio desconocidas.

En la seccién 10, se definen los procesos a los que se hace referencia en
el resto del texto. Por ejemplo, si en el texto se menciona la senal z[n|, se
trata de la senal definida en el ejemplo 1, pagina 18.

“Uso interno de Facultad de Ingenierfa (UDELAR). Estos apuntes estan basados direc-
tamente en la publicacién “Procesos Estocéasticos” por Fernando Paganini, I[TE, UDELAR,
v han sido adaptados al curso Muestreo y Procesamiento Digital.



2. Definicion

Consideraremos senales unidimensionales. Estas definiciones se pueden
extender a casos més generales, como imagenes (2 dimensiones: z, y), se-
cuencias de video (3 dimensiones: x, y y t), etc.

Un proceso estocastico es una funcién de dos variables, x(t,w), w € )
(espacio muestral), t € T' (indice temporal). Fijado t = to, X, = 2(to,w) es
una variable aleatoria.

Se puede ver un proceso como una generalizacion de las variables aleato-
rias. Para cada experimento (eleccién de w), en vez de tener un nimero, se
obtiene una funcién de t.

La probabilidad con que ocurre un cierto experimento esta dada por una
funcién de probabilidad habitual: a cada elemento del sigma dlgebra (es de-
cir, a cada conjunto de elementos w) le corresponde una probabilidad de
ocurrencia (recordar P : og — [0, 1]).

El indice temporal ¢ puede ser discreto (' = N o T = Z), o continuo
(T'=R).

Notacion: rara vez se hace referencia explicita a w. Ademas, atin cuando se
trata de una variable aleatoria, el nombre de una senal aleatoria generalmente
se escribe en minusculas para no ser confundido con una transformada. Por
lo tanto, la notacién usual serd igual que para senales: x[n] o x(t).

Ejemplo 1 La senal xi[n] es un proceso en tiempo discreto. El acrdnimo
IID significa “independiente, idénticamente distribuido”, y quiere decir que
x1[n] y x1[m] son independientes para n y m distintos.

Fijando w, se obtiene una secuencia (fija) con valores 1 y -1. Al ser elegi-
dos todos en forma independiente, y por la ley débil de los grandes nimeros,
lim s 00 Wlﬂ >M L w[k] =1-1/24(=1)-1/2 = 0. Esto ocurre mds alld de
que la cantidad de 1s y -1s en un tramo de senal sea generalmente distinta.

Fijando n, se obtiene una variable aleatoria discreta (sélo toma valores 1
y -1), como si se tirase una moneda.

2.1. Procesos Estacionarios en sentido estricto

Intuitivamente, un proceso estacionario es aquel que, a lo largo del tiem-
po, mantiene sus caracterisiticas estadisticas. Por ejemplo, si se sintoniza un
receptor de FM en un canal libre, se oye un ruido de fondo. Ese ruido de fon-
do suena siempre igual. No cambia de volumen ni de sonido con el tiempo,
ni a lo largo del dia.

Un ejemplo de proceso no estacionario seria la temperatura ambiente en
en Uruguay. Sabemos bien que la temperatura promedio en verano es distinta



a la temperatura promedio en invierno. Esta correlacion entre la fecha vy,
en este caso, el promedio de temperatura, sugiere la no estacionareidad del
proceso.

La senal z5[n| es claramente no estacionaria, ya que para n < 0, tiene
propiedades muy distintas que para n > 0. Lo mismo ocurre con la senal
x7(t), que siempre vale 1 en ¢t = 0 (para t = 0 toma un valor deterministico,
no asi para t # 0).

Las secuencias 11D son estacionarias. No existe, por construccion, relacién
alguna entre el valor particular de n, y la forma en que se elige z[n].

x¢(t) es otro caso de senal estacionaria, donde no existe dependencia con
el tiempo.

Formalmente, dado un grupo de instantes ti,...,ty, obtenemos N va-
riables aleatorias X;, = x(t;,w). Estas variables aleatorias tienen una dis-
tribucién conjunta Fy, . (familia de distribuciones finitodimensionales del
proceso):

Ft1,...,tN(a17 e ,CYN) = IP(th S Ay, .. 7XtN S CKN) (1)

F es una funcién de N variables, con N pardmetros (¢;), y se define
para todo natural N. Conociendo la familia entera F', podriamos calcular
muchos pardmetros estadisticos del proceso (en el caso discreto, F' determina
la probabilidad de cualquier conjunto de interés).

Si trasladamos el grupo de instantes un tiempo 7, tendremos una nueva
distribucién conjunta Fj, i, ;4. Si para toda eleccién de 7, obtenemos la
misma distribucién conjunta, el proceso se dice estrictamente estacionario:

x estrictamente estacionario <= F;, ;v = Fy1r iy+- VT ET, N, t;

Es decir, nuestra estadistica dependera inicamente de la separacién entre
los distintos instantes considerados, pero sera invariante frente a una trasla-
cién de todos ellos.

Un proceso estacionario tiene valor esperado constante: Fy, () es inde-
pendiente de t1, y alcanza para calcular la esperanza, por lo cual E(z(t)) = m
constante.

Ejemplo 2 Consideremos la senial x1[n|, que es una secuencia IID con va-
lores 1 equiprobables.

Para cada valor de n, por definicion x1[n] toma un valor que es inde-
pendiente de los demds valores de la secuencia. Ademds, la eleccion de x1[n]
no tiene ninguna dependencia con n. Por lo tanto, se trata de un proceso
estaionario. Calculemos ahora E(xy[n]) y E(xq[n]?):
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E(mla) =13 +(~1)- £ =0
E@mﬁ):1;+d-;:1

Efectivamente, la esperanza y la potencia de nuestro proceso, que son dos
pardmetros que se deducen de (1) (con N =1 y t; = n), dan iguales para
cualquier eleccion de n.

El valor P, = E(x[n]?) se llama potencia, y se relaciona con la varianza
de la siguiente forma:

oz[n] = P, — E(z[n])”

Los procesos estacionarios al tener potencia constante tienen energia in-
finita (con probabilidad 1). Esto significa que cualquier proceso de energia
finita no puede ser estacionario.

Por ejemplo, la forma de onda generada por cualquier sistema pasivo
luego de su excitacion. El sonido de un golpe.

Ejemplo 3 Veamos qué pasa ahora con un proceso no estacionario. Si ali-
mentamos, para tiempos positivos, un acumulador con la senal x1, obtenemos
la senal xq,. Calculemos esperanza y potencia:

E(z11[n]) = E(zuln — 1)) + E(z1[n]) = E(znln — 1]) +0

como E(x11[0]) = 0 por definicion, entonces E(x11[n]) = 0.

E(z11[n]?) = E(zii[n — 13) + 2E(z1[n — 1)z1[n]) + E(z[n]?) =

E(x11[n — 1) + 2E(z11[n — 1))E(z1[n]) + 1 = E(zn[n — 1)*) + 1

Al ser, por definicién, E(x1[0]*) = 0, entonces E(x1[n]?) = n. Vemos que
ahora la potencia depende del tiempo, por lo cual x11 debe ser no estacionario.

Se verd luego que un proceso estacionario a través de un filtro estable da
otro proceso estacionario. Con los filtros inestables, como se pudo ver en el
ultimo ejemplo, se puede obtener un proceso no estacionario. Este efecto es
de esperarse, ya que la salida de filtros inestables tiende a diverger.



3. Autocorrelacion

Fijando ¢, obtenemos una variable aleatoria que indica cémo se comporta
instantaneamente el proceso.

Para estudiar cémo evoluciona el proceso de un instante a otro, se define
la autocorrelacién.

Dado un proceso z(t) con momento de segundo orden finito (E(z(¢)?) <
00), la autocorrelacién del proceso se define como!

ro(t, s) = B (t)z(s)) (2)

Si el proceso es estrictamente estacionario, ademas de la esperanza ser
una constante m, se puede restar s a los dos instantes considerados y se
obtiene:

re(t,s) =ry(t —s,0) = E(x(t — s)z(0)) = R.(t — s) (3)

Es decir, la autocorrelacién sélo depende de t — s, la distancia entre los
dos instantes.

Salvo en casos triviales, es dificil determinar si un proceso es estricta-
mente estacionario. Sin embargo, muchas herramientas para el estudio de
procesos sélo requieren que se cumplan las condiciones de estacionareidad
en los momentos de primer y segundo orden, es decir, que la esperanza sea
constante, y la autocorrelacién dependa de la distancia entre instantes.

3.1. Estacionareidad en sentido amplio

Un proceso que cumpla estas dos condiciones se llamara estacionario en
sentido amplio.

Entonces, un proceso estacionario en sentido estricto lo sera en sentido
amplio. El reciproco no es cierto, salvo en el caso de un proceso gaussiano,
donde los momentos de primer y segundo orden caracterizan completamente
al proceso.

3.2. Relacion con la covarianza

Recordando la definicién de covarianza Cov(A, B) = E(AB)—E(A)E(B),

un proceso estacionario tiene autocovarianza:

Cov, (1) = Cov(z(t + 7),2(t)) = Ro(7) — m? (4)

Ipara procesos complejos, se define r,(t,s) = E(z(t)z*(s))



Es decir, la autocorrelacion y la covarianza difieren en una constante.
Esto significa que a menos de m?, la autocorrelacién da una indicacién de la
dependencia de la senal entre dos instantes de tiempo.

3.3. Propiedades de la autocorrelacion

Veremos ahora de manera mas ilustrativa las propiedades de la autoco-
rrelacion y la autocovarianza en lo que refiere a la dependencia temporal del
proceso. Alcanza con que el proceso sea estacionario en sentido amplio.

» R,(0) = E(x(t)?) = P, es la potencia del proceso.

De manera similar, Cov,(0) = Var(z(t)) = o2 es la varianza del proce-
s0.

» R,(7) = R.(—7). En el caso complejo, R,(7) = R,(—7)*.

Es decir, la funciéon de autocorrelacion siempre es par. Esto se demues-
tra trivialmente sustituyendo ¢ por ¢ — 7 en (3). Vale lo mismo para la
autocovarianza.

» Sixz(t)y z(t+7) son independientes, entonces Cov,(7) = 0. El reciproco
solo vale si x gaussiano. De todos modos, una autocovarianza decrecien-
te indica generalmente una creciente independencia.

» |Cov,(7)| < 02, y cuando se cumple la igualdad vale lo siguiente:

Covy(r) = 02 = z(t) "E z(t +7)

Covy(r) = —02 = 2(t) "= —z(t +7)
Esta propiedad es fundamental para interpretar el grado de depen-
dencia. Sabemos ahora que la autocovarianza nunca puede superar en
modulo a la varianza (Cov,(0)). Ademas, si vale igual a la varianza,
entonces sabemos (con probabilidad 1) que el valor de la senal en 2
instantes cualesquiera separados 7, sera igual.

Esta propiedad se puede demostrar facilmente, aunque la demostracion
no tiene mayores aportes conceptuales.

Ejemplo 4 Consideremos la senal IID x3]n|, que tiene distribucion uniforme
y valor medio m = E(x3[n]) = 0. Calculemos ahora la autocorrelacion (que
en este caso es igual a la autocovarianza):



R.[n] = E(xz[m] - z[m + n))

Sin =0, tenemos R,[0] = 0% = %2. Sin #0, x[m] y x[m +n] son inde-
pendientes por construccion, por lo cual Ry[n] = E(x[m])?> = 0. Entonces,

Ry[n] = 07 [n]

Efectivamente, la independencia se refleja en el valor 0 de la autocova-
rianza para n # 0. Esto vale siempre para senales IID.

Ejemplo 5 Veamos qué pasa cuando la senal no tiene media nula. La senal
xa[n] tiene mediam=1-p+(—=1)- (1 —p) =2p— 1.

La autocorrelacion vale 1 para n =0, y m? para n # 0.

Consideremos ahora el proceso x'[n] = x3ln] —m, que tiene media nula.
Ahora, la autocorrelacion coincide con la covarianza:

Ry [n] = (1= (2p —1)*) d[n]

En telecomunicaciones es importante minimizar la potencia de la senal, y
por otra parte transmitir la mayor cantidad de informacion posible. Cuanto
mas lentamente decaigan los valores de la autocorrelacion, significa mayor
grado de dependencia de la senal a lo largo del tiempo, y por lo tanto mayor
redundancia. El nivel de continua es efectivamente potencia que no transmite
ninguna informacion. En este ejemplo vemos que cuando p = 1/2, no sélo
se obtiene media nula, sino que la autocovarianza es mdxima (=1).

Ejemplo 6 La senal xg(t) ilustra qué ocurre cuando la autocorrelacion al-
canza el valor de la potencia.

R.(7) =E(z(t)z(t+7)) = /027T 217TA cos (27 fot + @) Acos(27 fo(t +7) + ) dp

AZ 1 2
~2r2Jo (cos(2m foT) + cos(2m fo (2t + 7) + 2¢))dp
2

= f; cos(2m foT)

FEste proceso tiene media nula (constante), y la autocorrelacion depende
unicamente de T, por lo tanto es estacionario en sentido amplio. La estacio-
nareidad viene dada por la distribucion uniforme de la fase. Cualquier otra
distribucion hubiese dado un proceso no estacionario.



El significado intuitivo de la fase con distribucion uniforme es el siguiente:
“estoy observando una sinusoidal a partir de una fase cualquiera, no tengo
tdea de cudndo la comenzaron a generar y por lo tanto cada observacion
caerd en una fase cualquiera”. En la senal x7, por ejemplo, el observador
estda sincronizado con el generador, y por lo tanto no verd un proceso esta-
cionario por mas que la frecuencia sea desconocida en cada experimento.

R, (7) toma valor 0 para T mailtiplo de 1/ fy. Segiin las propiedades vistas,
esto significaria que la senal adquiere, con probabilidad 1, el mismo valor para
dos instantes cualesquiera separados 1/ fo. Evidentemente esto es asi ya que
la senal es periodica con ese periodo.

Una observacion similar vale para 7 = (2k 4+ 1)/2fo, donde con probabi-
lidad 1 el valor es el opuesto.

Ejemplo 7 La senal x19[n] es la suma x4[n] + x4[n — 1]. x4 tiene autoco-
rrelacién o2 6[n]. Llamemos yln] = xi[n] y z[n] = x4n] y calculemos la
autocorrelacion:

R,[n] = E((x[m] + z[m — 1))(z[m +n] + zlm+n—1])) =--- =

Ry[n] + Ry[n — 1]+ Ry[n + 1] + Ry[n] = 0?(6[n + 1] + 26[n] + 6[n — 1])

Vemos que al pasar una secuencia IID por un filtro, se estan mezclando
varios componentes de la entrada, lo que resulta en una salida que ya no
es IID, sino que tiene una cierta dependencia temporal (hasta n =1 en este
caso). En general, la dependencia serd tan larga como la respuesta al impulso
del filtro. Em un filtro IIR, los bucles recursivos siempre tendrdn vestigios de
todas las entradas anteriores, y es de esperarse una autocorrelacion a la salida
que si bien es decreciente, no se hace 0 nunca.

Ejemplo 8 La senal x9 se llama onda binaria aleatoria, y es de suma utili-
dad para modelar senales en telecomunicaciones y electronica.

Para calcular la autocorrelacion de esta senal, R, (1) = E{z(t)x(t + )},
estudiamos qué pasa para distintos valores de T:

s 7 2>T

Aqui sabemos que t y t + T estdn separados al menos por un tiempo
de bit, y por lo tanto siempre existird un instante de transicion entre
estos dos tiempos, y los valores de xg corresponderdan a valores distintos
de n para z1[n]. Como x1 es una secuencia IID, entonces la esperanza
serd sobre el producto de valores independientes. Por lo tanto, R,(T) =

E{z(t)}B{z(t + )} = B{z,}? = 0.
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s 0< 7 < T

En este caso, puede o no haber ocurrido una transicion entre t yt—+ 7.
El planteo general es el siguiente:

R.(7) =E{a(t)x(t+ 1)} = Z Z igP{z(t) = j,z(t + 1) =i}

1e{-1,1} je{-1,1}

Liamando P.(i,j) = P{x(t+ 7) = 1,x(t) = j} (probabilidad de tener i
luego de 7),

Rx(T) = Z ZJPT<Z7J) :PT<17]‘>+PT(_]‘7_]‘)_PT(_171>_PT(17_1>

ije{-1,1}

Como el proceso es simétrico (xg y —xg son el mismo proceso al ser los
valores de x1 equiprobables y opuestos), entonces Pr(1,1) = P(—1,—1)
y P-(—1,1) = P.(1,-1):

R,(7) = 2P,(1,1) — 2P,(—1,1)

Por la definicion de probabilidad condicional, Py (i, 7) = P, (i | j)P{xz(t) =
j}, donde se define P.(i | j) = P{x(t+7) =1 | x(t) = j} (probabilidad
de i dado que ocurrid j). Ademds, cualquiera de los 2 valores que puede
tomar j tienen igual probabilidad: P{x(t) = j} = 1/2. Entonces queda:

R(r)=P(1]1)—P(-1]|1)=1—2P(-1]1)

Todavia no sabemos sit yt—+T1 corresponden a tiempos de bit distintos.
Condicionando a la existencia de este instante de transicion entre las
dos medidas, tendremos:

R.(7) =1—=2(P,(—1] 1,n0 tr)P{no tr} + P.(—1 | 1, tr)P{tr})

Si no hubo transicion, entonces nunca pueden darse medidas 1y -1, por
lo tanto la primer probabilidad vale 0. Si hubo una transicion, entonces
los valores tomados son independientes. Ademds el valor en t + T es
también independiente de st hubo o no transicion. Por lo tanto esta
probabilidad vale 1/2.



Falta averiguar la probabilidad de una transicion en un intervalo de
tiempo 1. Por construccion de la senal, dado t cualquiera, el prozimo
instante de transicion estard distribuido uniformemente entret yt+1T.
Por lo tanto, para 0 < 7 < T, la probabilidad de una transicion en
un intervalo T es proporcional a este intervalo: P{tr} = 7/T. Queda
entonces:

R.(1)=1—-7/T

T <0

La autocorrelacion es una funcion par. Vale R, (1) = Ry(—7).

Rx(1)

Y

-T T T

Como la autocorrelacion depende sélo de T, y la media es constante (0),
entonces el proceso es estacionario en sentido amplio.

4. Analisis espectral

En el ejemplo 6 se observé que una senal peridédica resulta en una fucion
de autocorrelacion también peridédica. En los ejemplos anteriores se vio que
una secuencia IID tiene autocorrelacion proporcional al d[n], la secuencia que
tiene igual cantidad de todos los componentes frecuenciales. La secuencia
IID justamente no presenta ningin indicio de periodicidad o componente
frecuencial preferido.

Aparentemente la autocorrelacién lleva alguna informacion sobre cémo
se distribuye en frecuencia el proceso. En realidad, tiene mucha informacion,
como veremos a continuacion.

Se llama densidad espectral de potencia a la transformada de Fourier de
la autocorrelacién:

» En tiempo continuo, R, () PN G.(f)
f

» En tiempo discreto, R,[n] «=— G, (%)
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Ejemplo 9 Calculemos la densidad espectral para algunas de las senales vis-
tas:

o Goo(f) = 2(0(f = fo) +6(f + fo))
" G (e) =1

s Gy (6%) = 20%(1 + cos(0))

o Goy(f) = Tsinc*(fT)

4.1. Filtrado de un proceso

Un resultado fundamental consiste en estudiar cémo se transforma la
densidad espectral al pasar un proceso por un filtro.

Sea el proceso x con autocorrelacion R, y densidad espectral G,. Esta
senal ingresa a un filtro (estable) de respuesta impulsiva h y respuesta fre-
cuencial H, y a la salida se obtiene otro proceso y, con autocorrelacion R, y
densidad espectral G,,.

Sabiendo que y = h *x x, calculamos la autocorrelaciéon a la salida (las
cuentas en tiempo discreto son idénticas):

R,(7) = E(y(t)y(t + 7)) = E < / 2t — w)h(w)du / Pt 47— v)h(v)dv>

Como el filtro es estable, las integrales convergen, por lo que se puede
cambiar el orden de la esperanza con las integrales:

= //]E(x(t—u)x(t—l—T—v))h(u)h(v)dudv = /h(u)/Rx(T—i—u—v)h(v)dvdu
Definiendo z = h x R, y q(s) = h(—s),

R,(1) = /h(u)z(T +u) du = /q(a)z(T —a)da=zxq

Observando que ¢ PN H(f), vy que z PN H(f)G.(f),

Gy(f) = (H(F)Go(F)H(f) = [H(f)*Ca(f)

Es decir, la densidad de potencia se ve multiplicada por el médulo al
cuadrado de la respuesta frecuencial.
El resultado para tiempo discreto serfa: G, (e’?) = |H(e/?)* G, (e’?).
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Ejemplo 10 Apliqguemos este resultado para calcular nuevamente la densi-

dad espectral de x1g.
G, (e7%) = o2, y la respuesta en frecuencia del filtro es H(e'?) = 1+e79% =
e~ 3922 cos(0/2).

|H(e7%))? = 4cos?(0/2) = 2(1 + cos(8))

Por lo tanto, G, (e’%) = 0?2(1 + cos(0)). Esta nueva forma de hallar
el espectro de la salida del filtro es mucho mds directa, y no depende de la
complejidad del filtro. El calculo original planteando la autocorrelacion a la
salida (ejemplo 7) se vuelve muy complejo al crecer la cantidad de términos
de h[n], y no es facilmente aplicable a filtros IIR.

La densidad espectral de potencia indica como se distribuye la potencia
de la senal en las diferentes frecuencias. Para ver exactamente el sentido
fisico, y el porqué del nombre densidad espectral de potencia, observemos los
siguientes dos resultados:

1. La integral de la densidad espectral es la potencia del proceso:

L G.(e?)df = R,[0]

21 Jor

[ GuA£)df = R,(0)

Estos resultados salen directamente de la definicién de transformada
de Fourier.

Como la integral de G, es la potencia, entonces es un candidato para
densidad de potencia. Falta ver si la distribucién de la potencia en el
espectro efectivamente se corresponde con los valores de G:

2. Un experimento para averiguar cémo se distribuye la potencia de una
senal x en las distintas frecuencias seria el siguiente:

« BPF

fo, fo+Af P(fo)

La senal x se hace pasar por un pasabandas ideal con frecuencias de
corte fo v fo+ Af. A la salida del pasabajos, hay un medidor de
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potencia. Por lo tanto, si Af es suficientemente pequeno, tendremos la
medida aproximada de la densidad de la potencia de z en torno a la
frecuencia fo:

AP(fy) _ dP(fy)
AF T

Aplicando el resultado (4.1), sabemos que AP(fy) es la integral del
modulo cuadrado del filtro por G.:

fot+Af
AP(fy) = /f UGN~ Gu)AS

Por lo tanto, para Af — 0, tendremos que G, es efectivamente la

densidad con que se distribuye la potencia de x en el espectro: G, (fo) =
dP(fo)

dfo
Notas: Se consideré un filtro complejo (|H(f)|* no es simétrico). Se pueden
hacer las cuentas con un filtro real, y considerando frecuencias positivas y
negativas simultaneamente, se llega al mismo resultado.

| 2

Ejemplo 11 Muchas veces, solo se precisa conocer la potencia del proceso a
la salida de un filtro. No interesa la forma explicita del espectro.

Entonces, interesa calcular o} = [ G, = [|H[?G,. Si el proceso de entra-
da tiene densidad espectral constante como ocurre comunmente en la prdcti-
ca, resulta o) = ol [ |H|?.

Si esta integral resulta dificil de tratar analiticamente, se puede aplicar la

propiedad de Parseval e integrar (sumar) |h|*.

4.2. Propiedades de la densidad espectral
Las siguientes propiedades no se demuestran, ya que es necesario intro-

ducir el concepto de periodogramas, que convergen a la densidad espectral.

1. Simetria:

G, es una funcién par y real.

2. G, es no negativa:

De la justificacién de que G, es una densidad de potencia, se ve que
no importa cuanto valgan fy y Af, la potencia a la salida nunca puede
ser negativa. Por lo tanto, (G, es no negativa.
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5. Muestreo de procesos

Sea z(t) un proceso estacionario, y y[n] muestras de z(t) tomadas a fre-
cuencia fs = 1/T;. Serd entonces:

Ry[m] = E{y[n]yln +m]} =

= E{z(nTy)z((n+m)Ts)} = R,(mTs)

Por lo tanto, la autocorrelacion de y[n] son muestras de la autocorrelacién
de z(t).

Recordando el teorema del muestreo, y considerando como senales a las
autocorrelaciones, tendremos que si x(t) es de espectro acotado fs/2, entonces
R, (7) estd determinado exactamente a partir de sus muestras R,[n]| (vale la
férmula de reconstruccién ideal). Y el espectro de y serd, en todo caso, la
periodizacién del espectro de x(t):

1
G, ==Y G, 9+2k7r))
T 7

6. Ruido blanco

Los componentes electrénicos (resistencias, semiconductores) generan lo
que se llama ruido térmico. Este ruido es una senal que aparece superpuesta
al voltaje entre los terminales del componente, y que tiene densidad espectral
constante para una amplia gama de frecuencias (del orden de 10'? Hz).

En efecto, modelos tedricos de mecanica cuantica sugieren el siguiente
modelo para el ruido térmico en una resistencia:

o) = 2HMIL

err — 1

donde R es la resistencia, h es la constante de Planck, £ la constante
de Boltzman, y T" la temperatura absoluta. Para frecuencias mucho menores
que kT /h, la densidad espectral es constante G(f) = 2RET| V?/Hz], y habi-
tualmente a este valor se lo denomina 7/2 (para compensar el factor 2 que
aparece al integrar para frecuencias positivas y negativas).

Como en general las senales y circuitos trabajan a frecuencias mucho
menores que k7T'/h, es habitual considerar el ruido térmico como de densidad
constante.

A un proceso con densidad espectral constante se lo llama ruido blanco,
por analogia con la luz blanca, que tiene un espectro luminico uniforme.
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Lo interesante del ruido blanco es que sirve para modelar muchas senales
que se dan en la practica: ruido térmico, la distorsion introducida por los
DAC, la distorsion producida en los filtros digitales al realizar operaciones
con precisién limitada, el ruido de fondo recibido por una antena, el ruido
generado en transistores de alta ganancia, etc.

Ademas se trata de un proceso muy fécil de trabajar a nivel de célculo al
ser G(f) constante.

Consideremos G(f) = n/2. La autocorrelacion de este proceso es R, (1) =
26(7). Este proceso tiene potencia infinita, lo cual escapa a las hipétesis de
proceso estacionario (potencia finita, y R, una funcién). Por lo tanto, el ruido
blanco requiere a nivel teérico consideraciones especiales?.

En la practica, al plantear un diseno lo primero que se hace con el ruido
blanco es filtrarlo, para representar los filtros y anchos de banda propios de
los circuitos. Por lo tanto, siempre se termina trabajando con ruido blanco
limitado en banda al considerarse ruido blanco a través de un pasabajos o
pasabanda ideal, o en el caso mds general tendremos ruido coloreado (por
ejemplo, el ruido de deteccién en un receptor FM tiene G(f) oc f? en la
banda de audio).

En tiempo discreto, una sucesién IID con media nula es ruido blanco.
Aqui no hay ningtin problema tedérico como ocurre en el caso continuo.

7. Ergodicidad

El célculo de los distintos momentos estadisticos (esperanza y autocrre-
lacién) supone la integracién sobre todo el espacio de medida. Esto significa
conocer un modelo para el proceso, o tener registrados todos los experimentos
posibles.

En la practica, interesa poder estimar esperanza y autocorrelacion a partir
de algunas trazas del proceso, y muy comunmente, solo se dispone de una
Unica traza. Por ejemplo, si se quiere estudiar la temperatura media anual
del Rio de la Plata, o el ruido ambiente en el centro de la ciudad, o el ruido
de fondo recibido por una antena, se dispone de un tinico registro, y no tiene
sentido comenzar el experimento varias veces.

Entonces interesa saber si las medias temporales para un unico expe-
rimento tienen alguna relacién con las medias estadisticas sobre todos los
experimentos posibles.

2El ruido blanco surge a nivel teérico como la derivada del proceso de Wiener: media nu-
la, gaussiano, a incrementos independientes y estacionarios, que se trata con herramientas
de célculo estocastico.
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La media y autocorrelacion temporales se definen como:

R T
(z) = lim_ mn;Nx[”] (5)
<x[n],x[n+m]):]\}gnoo2]vil S slnleln -+ (6)

donde z[n| corresponde a un unico experimento.

Existe un conjunto de procesos llamados ergodicos para los cuales las
medias estadisticas coinciden con las medias temporales.

Evidentemente, un proceso ergdédico debe ser estacionario ya que las me-
dias temporales justamente integran a lo largo del tiempo para obtener re-
sultados constantes. Un proceso no estacionario tiene medias estadisticas no
constantes.

Ejemplo 12 La senal xg es estacionaria ya que por definicion no tiene nin-
guna dependencia con el tiempo.

Si elegimos un experimento wy cualquiera fijo, entonces la traza del pro-
ceso serd una constante a(wy) = g. La media temporal serd entonces ag, Yy
la varianza temporal serd 0, ya que se trata de una constante.

Sin embargo, las medias estadisticas dardn que la esperanza es 0 y la
varianza 1.

Se trata, evidentemente, de un proceso estacionario pero no ergodico.

La no ergodicidad viene dada por la fuerte dependencia a largo plazo de
este proceso. El valor en un instante de tiempo determina el valor para tiem-
pos muy lejanos, y por lo tanto las medias temporales van a estar fuertemente
sesgadas por este valor.

En general, un proceso ergodico no va a mostrar dependencias tan fuer-
tes, y al recorrese una unica traza, se tendran representaciones de todos los
experimentos posibles.

La ergodicidad en sentido estricto, si bien es facil de definir formalmente?,
no es facilmente verificable dado el modelo del proceso.

Condiciones més débiles son la ergodicidad en media y la ergodicidad
en autocorrelacion, que valen cuando la media y autocorrelacién temporales
coinciden con las estadisticas.

Existen condiciones suficientes de ergodicidad en media y en autocorrela-
cién. Por ejemplo, si limpy_o ﬁ SV, Cove[k] = 0, el proceso es ergddico

3Un proceso estacionario es ergédico si todo conjunto invariante ante traslaciones tiene
medida de probabilidad 0 o 1
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en media (Cov,[k] = R,[k] — m? es la autocovarianza). En particular, esto
vale si Cov, — 0. Esta condicién asegura la ergodicidad en sentido cuadratico
medio (no casi seguramente):

$1+£L‘2—|—+$n mc,
n

T

Hay condiciones suficientes para ergodicidad en autocorrelacion, pero in-
volucran momentos de cuarto orden.

Ademas, existe la dificultad clasica en estadistica: para saber si el proceso
es ergodico en media, se necesita la autocovarianza. Esta sélo se puede calcu-
lar a partir de la traza si se sabe que el proceso es ergddico en autocorrelacion.
Por lo tanto hay que usar estas herramientas con cuidado.

En la practica, generalmente se asume que un proceso es ergddico en
base a elementos intuitivos. Entendiendo los origenes fisicos de un proceso,
se puede discriminar si en ¢l hay correlaciones a largo plazo, o si por el
contrario es la superposicién de fenémenos de corto plazo independientes.

8. Senales deterministicas

Los promedios temporales para obtener la autocorrelacién a partir de
una traza inspiran su uso para senales deterministicas siempre que el limite
exista:

Ru(r) = lim — / (4 ()t

T—o00 -T

De igual manera, se define la densidad espectral para una senal deter-
ministica como la transformada de Fourier de la autocorrelaciéon: G, (f) =
F(R.(7)). Sigue valiendo el resultado G, = |H|*G,..

9. Relacion senal a ruido

Generalmente, en los problemas de tratamiento de senales, la senal a
estudiar estd superpuesta a una senal no deseada. Esta senal, comunmente
llamada ruido, se puede deber a ruido térmico en los circuitos, superposicion
de interferencias causadas por otras fuentes, etc.

Este ruido muchas veces se puede modelar como independiente de la senal
y superpuesto a ésta de forma aditiva.

En este caso, tendremos que la senal global es y(t) = z(t) + n(t), con x y
n independientes.
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Entonces, la potencia tendra separadamente los componentes de senal y
de ruido:

P,=P,+ P,

2 _ 2 2
o, =0;+t0,

Incluso si la senal y es tratada por operaciones lineales (por ejemplo,
un filtro), a la salida se obtendran nuevamente componentes superpuestas de
senal filtrada y ruido filtrado (principio de superposicién), y se podra expresar
la potencia de manera similar.

Lo que se quiere normalmente es que el sistema que procesa la senal
aumente la relacién entre potencia de senal y potencia de ruido. Esta relacién
es un parametro muy usado en ingenieria, y se llama relacion senal a ruido,
o por sus siglas en inglés SNR.

S o
NR="2_"
SNR N o2

Normalmente la SNR se mide en decibeles: SNR = 10log S/N. Por ejem-
plo, para audio de alta fidelidad, se requiere una SNR mayor a 95dB. Para
recibir una senal digital con baja probabilidad de error, la SNR en la senal
de la antena debe ser del orden de 50dB.

Los procesos de filtrado lineal generalmente intentan mejorar la SNR
atenuando las frecuencias donde hay mayor potencia de ruido, y amplificando
donde hay mayor potencia de senal.

10. Senales de referencia

Senales a las que se hace referencia en el texto. La variable w hace refe-
rencia a un elemento del espacio muestral, y no a una frecuencia. Si bien w
aparece en algunos de los ejemplos, w esta implicito en todas las senales, ya
que el valor de x depende del tiempo (t o n) y del experimento (w).

1. x1[n] secuencia IID que toma los valores 1 y -1 con probabilidad 1/2.

2. x3[n| secuencia IID que toma valor 1 con probabilidad p y -1 con pro-
babilidad 1 — p.

=A
2

>

3. z3[n] secuencia IID con distribucién uniforme x3[n] ~ U] ).

Y

4. z4[n] secuencia IID con distribucién normal x4[n] ~ N(0, o).
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10.

11.

. x5[n] = x1[n] u[n].

. 26(t)w = a(w), es decir, una constante que depende del experimento.

a~ N(0,1).

Un ejemplo clasico para este tipo de senal es el de una fabrica de
balanzas. Por limitaciones de calibracién en la fabricacion, cada balanza
sale de la fébrica con un corrimiento en la medida x4(t) (lo que marca
la balanza con el plato vacio). Este corrimiento serd constante a lo largo
de la vida de la balanza, pero sera distinto para cada balanza que se
fabrique.

. x7(t), = Acos(2m f,t), con f, ~ N(1kHz, 20Hz).

. x8(t)w = Acos(27 fot + ), con ¢ ~ U[—m, 7.

Onda Binaria Aleatoria:
xo(t) = Azy[n] en el intervalo de tiempos t € [nT + €, (n + 1)T + €,).
El retardo €, ~ U0, T].

En el dibujo, x; vale 1 para n = —4,—3,—1,2,4, y vale -1 para n =
—-2,0,1,3.

La onda binaria aleatoria es un buen modelo para muchas senales que
aparecen en los sistemas de comunicacién digitales, y para muchas
senales eléctricas. T se conoce como tiempo de bit, y es el tiempo entre
(posibles) transiciones. El retardo € es necesario para que el proceso sea
estacionario, y refleja la independencia entre el observador y el reloj a
partir del cual se genera la senal.

x1p es la salida del filtro h[n| = d[n| 4+ d[n — 1], con entrada x4[n].

Paseo al azar: x1; es lasalida del acumulador, con entrada x;[n] ujn—1],
y condiciones iniciales nulas. Es decir, 211[0] = 0y z11[n] = x11[n— 1]+
x1[n] para tiempos positivos.
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12.

13.

14.

RIEARE

En el ejemplo, z1[n] vale 1, -1, -1, -1, 1, -1, etc.

x11, si bien tiene media nula para todo n, tiene una varianza que crece
con el tiempo. Esto se debe a que el acumulador es un filtro inestable.
Esto hace que aun teniendo una entrada estacionaria y acotada, la
salida sea no estacionaria, y no acotada con probabilidad 1.

Proceso MA (Moving Average): es una secuencia IID luego de un filtro
no recursivo (FIR). Los filtros FIR son una generalizacién de una me-
dia movil, de ahi el nombre. La salida en régimen es estacionaria. Por
ejemplo, x1g.

Proceso AR (Autoregresivo): es una secuencia IID luego de un filtro
puramente recursivo (H(z) no tiene numerador). Este filtro debe ser
estable para que exista régimen estacionario. Por ejemplo, en z; el
filtro no es estable.

Proceso ARMA (Autoregressive Moving Average): es una secuencia 11D
luego de un filtro recursivo genérico.

Los procesos MA, AR y ARMA se usan como modelos para muchos
procesos naturales, ya que son faciles de estudiar analiticamente. Lo
que no es tan evidente es elegir los coeficientes de los filtros. Para ello
existen muchos trabajos sobre estimacion de los coeficientes a partir de
trazas del proceso.
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