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Filtros lineales éptimos: filtro de Wiener

, yln] . » d[n] sefial deseada
] T *

» wu[n] sefial observable
conjuntamente estacionaria con
e[n] d[n]

» Objetivo: Disefar un filtro discreto cuya salida y[n] provea un
estimador de una sefial deseada d[n] a partir de una sefial de entrada
correlacionada u[n].

» El criterio de optimizacion es la minimizacién del error cuadratico
medio de la estimacidn, definido como

J(w) = E(le[n]]*),  con  e[n] =d[n] —y[n].

» En el caso en que el filtro Wiener es FIR con M coeficientes, la
dependencia del error cuadritico medio con los coeficientes del filtro
es

J(w) =02 —pfw—wlp+wl/Rw (1)



Filtro de Wiener

» Los coeficientes del filtro éptimo
que minimizan el error cuadratico

medio cumplen que
Superficie de performance del error

VwJ(w) =0,

» lo que conduce al sistema M x M
denominado ecuaciones de
Wiener-Hopf
Rw, =p & w, =R !p

)
\““L“
g

X
i

RN

» Con el filtro funcionando en
condiciones éptimas, el error
minimo es
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Filtro de Wiener

Observaciones
» Se necesita conocer la funcién de autocorrelacién de la entrada Ry
la correlacidén cruzada entre la entrada y la sefial deseada p.
» Se necesita invertir R, que es Topelitz y simétrica.
» Puede ser costoso computacionalmente si M es grande.
» Mala estimacién si la matriz estd mal condicionada.
» Hipdtesis: El filtro de Wiener solo puede aplicarse en condiciones de
estacionaridad:
» u[n] estacionario en sentido amplio (WSS).
> wu[n] y d[n] tienen que ser conjuntamente estacionarios.



Filtros adaptivos

Filtro variable

wn|
T Aw]n]

Algoritmo de
adaptacién

uln] d[n] » d[n] sefial deseada

> wu[n] sefial observable conjuntamente
estacionaria con d[n]

» Los coeficientes del filtro se actualizan con el requerimiento de
reducir el error cuadratico medio J[n] en cada iteracién,

win + 1] = wn] + Aw|n].

» El algoritmo de adaptacién define como se realiza la correccién de
los coeficientes en cada paso, es decir, define Aw|n].

» Para eso, usa la sefial de error e[n], ya que permite al filtro medir su
desempefio y determinar como deben ser actualizados los
coeficientes.

» Teniendo en cuenta que los coeficientes son variables, la salida del

filtro es
M-1

yln] = Y wilnjuln — k] = w” [n]ufn]
k=0



Filtros adaptivos

Curva de aprendizaje

» La curva de aprendizaje de un filtro adaptivo es la evolucién del
error cuadritico medio J[n] con el nimero de iteracién.

» Indica cuan rapido el filtro adaptivo aprende la solucién de las
ecuaciones de Wiener-Hopf.

Propiedades deseables de un filtro adaptivo

» En condiciones estacionarias, el filtro debe producir una sucesién de
correcciones Aw|n| de forma de que w[n] converja al filtro de
Wiener,

lim w[n] = R 'p.
n—oo

» No deberia ser necesario conocer r,[k] y p[k] para calcular Aw(n].
La estimacion de la estadistica de las sefnales deberia ser parte del
algoritmo adaptivo.

» En el caso no estacionario, el filtro adaptivo deberia ser capaz de
adaptarse a los cambios en la estadistica de las sefiales y seguir a la
solucién a medida que evoluciona en el tiempo.



Descenso por gradiente

En el método de descenso por
gradiente, la regla de adaptacién es

wn+ 1] = win] + %u (=VJ[n])

» 1 > 0: tamaio del paso de
adaptacién

Aplicando el gradiente a J[n]
(ecuacién 1) se tiene que

VJn] = —2p + 2Rw|n]
La regla de adaptacién queda
wln + 1] = wln] + . (p — Rwln])

El algoritmo comienza con alguna
estimacién inicial de w, por
ejemplo,

w([0] = 0.

Superficie de performance del error




Descenso por gradiente
Estabilidad del algoritmo de descenso por gradiente

» La evolucién del i-ésimo coeficiente del filtro estd dada por

M—-1
wiln] = wio + Y ap(l—pA)"  i=0,1,...,M—1
k=0

> w;, es el valor 6ptimo del i-ésimo coeficiente del filtro.

Ak son los valoes propios de R.

»> a;;, son constantes que dependen de las condiciones iniciales y los
valores y vectores propios de R.

» Cada exponencial en la sumatoria se llama modo natural del filtro.

v

Convergencia

En el caso estacionario, el algoritmo de descenso por gradiente converge
a la solucién de las ecuaciones de Wiener-Hopf si el tamano de paso
cumple que [los modos naturales se extinguen]

2 . s
O<p< SV con Amax €l valor propio maximo de R.
max



Descenso por gradiente

Velocidad de convergencia

> Se define la constante de tiempo 7, como la cantidad de iteraciones
para que el k-ésimo modo caiga 1/e de su valor inicial,

1 1
1—pdg)™ = — = =
(1= pAe) e Tk In(1 — pAg)
~ 1
» En el caso en que p es pequefio (uAx < 1), T A =
HAE

» Definiendo la constante de tiempo global 7 como la cantidad de
iteraciones para que el modo de decaimiento mas lento caiga 1/e de

su valor inicial,
1

,U)\min

T = maxT R

» Definiendo o como el paso de adaptacidén normalizado, y = a)\Q ,
max

donde 0 < v < 1, se llega a que

1 A 1
~ —"% =_—x  con x el nimero de condicién de R

T 20 Amin 20




Descenso por gradiente

Algoritmo (descenso por gradiente, maxima pendiente)

{ wl0] =0
win+1] = wln] + st (p — Rwln])
Observaciones
» Hay que conocer R y p, igual que en cdlculo del filtro de Wiener.
» Hipdtesis:
> wu[n] estacionario en sentido amplio
» wu[n] y d[n] conjuntamente estacionarios

» No se necesita invertir R.
» Si el algoritmo converge, lo hace al filtro éptimo (filtro de Wiener).

» Condicién de convergencia: El paso de adaptacién tiene que cumplir

O<pu<

>\max

» La velocidad de convergencia es proporcional al nimero de condicién
de la matriz de autocorrelacién de la entrada x(R).



Algoritmo LMS
» En el método de descenso por gradiente, la regla de adaptacién es
1
wn+1] = w[n]+§u (=VJn]) con VJ[n] = —2p+2Rw(n]

» En el algoritmo LMS, el gradiente es estimado a partir de las
muestras,

win+1] = W[n]—klu (—W[n}) con  VJ[n] = —2p+2Rwn]

2
Valores verdaderos Estimadores instantaneos
R[n] = E (u[nJu [n]) R[n] = u[n]u[n]
p[n] = E (u[n]d"[n]) p[n] = u[n]d"[n]

» Usando los estimadores instantdneos, la estimacion del gradiente es

A

V.J[n] = —2p + 2Rw]n]
= —2uln]d*[n] + 2uln]u” [n]Wwn] VJ[n] = —2uln]e*[n]
= —2u[n] (d*[n] — u” [n]W[n]

= —2u[n] (d*[n] — y*[n])



Algoritmo LMS

» La ecuacién en recurrencia del algoritmo LMS queda

Wln + 1] = W[n] + puln] (d*[n] — u” [n]Ww[n))

Filtro variable

w(n]

Algoritmo LMS K s

Algoritmo
LMS

» Paso 0: Se establecen condiciones iniciales: w[0] = 0.
> Paso n: Se tiene la estimacién de w[n]
1. Se calcula la salida del filtro,

2. Se calcula el error de estimacidn,
eln] = d[n] - y[n]
3. Se adaptan los coeficientes del filtro,

Win 4 1] = Wn] + pfnle’[n]



Propiedades del algoritmo LMS

Hipdtesis de independencia

Los datos u[n] y los coeficientes del filtro w[n] son estadisticamente
independientes.

» Como w[n] depende de u[n — 1], u[n — 2|,..., la hipdtesis no es cierta.

» El uso de la hipédtesis conduce a propiedades de convergencia que
coinciden con los resultados experimentales.

Convergencia

Si los procesos son conjuntamente estacionarios y se cumple la hipdtesis
de independencia, el algoritmo LMS converge en media si se cumple que

2 . .
O<u< SV con Amax €l valor propio miximo de R.
max

» Convergencia en media: lim, o F(W[n]) = R 'p
> La cota no establece restricciones en la varianza de w[n|.

» Para establecer la cota hay que conocer R. En la practica puede usarse la
cota mas restrictiva

<t MEqulP)



Propiedades del algoritmo LMS

Error por exceso

>

>

Con el filtro de Wiener, el error cuadratico medio de estimacidn al
usar los coeficientes 6ptimos es J(W,) = Jin.

Las estimaciones sucesivas de los coeficientes w[n] en el algoritmo
LMS sufren de ruido de gradiente debido al uso de estimadores
instantdneos.

Como resultado, en funcionamiento en régimen los coeficientes
permanecen fluctuando en torno a los coeficientes éptimos w,.

El error en régimen con el algoritmo LMS serd mayor que el error
producido por el filtro éptimo. La diferencia es el error por exceso,

Jex[n] = J[n] = Tmin con Jn] = E(le[n]]?).

En condiciones de convergencia, el error cuadritico medio J[n|
converge a la constante

1

J[OO] = JnLin + Jew [OO] = J?ninT
Ak
1 - lu kgo 2_;)\19




Propiedades del algoritmo LMS

Curva de aprendizaje

» En el algoritmo de descenso por gradiente, dado w[0], la curva de
aprendizaje queda completamente determinada,

J[n] = 02 — pwin] — wn]p + w[n]Rwn].

» En el algoritmo LMS, la curva de aprendizaje no es deterministica
porque la estimacién del gradiente se realiza empleando valores
muestrales de la entrada y la sefial deseada,

» La curva de aprendizaje es ruidosa. Una estimacién adecuada se
logra promediando las curvas de aprendizaje en muchos
experimentos usando los mismos pardmetros.



Algoritmo NLMS

En el algoritmo LMS, la adaptacién de los coeficientes estd dada por
wn + 1] = w[n] + pu[n]e*[n] con 0 < p < 2/ Amag

Aparecen dos dificultades:

» Si u[n] es grande, se produce amplificacién del ruido de gradiente.
»> No se conoce R y por lo tanto tampoco Apaz-

La condicién de convergencia puede sustituirse por la condicién mas
restrictiva (convergencia en media cuadratica)

2
O << U (ufl?)

E(|u[n]|?) puede estimarse a partir de u[n],

E(ulll?) = o Z juln — KJ1? = S0 [aJuln] = - ul]]

lo que conduce a la restriccidn 0<pu<

2
[ufn] ][>



Algoritmo NLMS

» Teniendo en cuenta esta restriccion, el paso de adaptacién del
algoritmo LMS puede ser sustituido por el paso variable

B

p[n]zw con 0<p<2.

» Esto conduce al algoritmo NLMS,

A =wn 711[71} e*[n

» Ocurre un problema similar al de amplificacién del ruido de gradiente
si ||u[n]|| es pequefio. Para evitarlo se aplica la siguiente
modificacion,

Win + 1] = win] + f—21 e

€+ |luln

con € algiin numero real positivo pequeno.



Ejemplo: prediccién lineal [Hayes, 1996]

7-[7,]J_> —1 u[n‘ Filtro variable
zn p

win|

T Aw(n]

Algoritmo de
adaptacion

> La sefial deseada d[n] es cierta
sefial x[n] que se quiere predecir.

A

» La entrada al filtro adaptivo es la
sefal retardada 1 muestra,
u[n] = z[n —1].

Ejemplo
> La sefial a predecir es un proceso AR(2):
z[n] = —arz[n — 1] — asz[n — 2] + v[n] con v[n] de potencia o2

» El filtro adaptivo a disefiar es de primer orden (M = 2).

Filtro de Wiener

» Para encontrar el filtro éptimo, hay que resolver las ecuaciones de
Wiener-Hopf de tamano 2 x 2.

wn [0 ][] (2]



Ejemplo: prediccién lineal

» Como d[n] = z[n] y u[n] = z[n — 1], la correlacién cruzada es

pl=k] = E{uln — Kld[n])}

E{z[n — 1 — k]z[n]}
re[k+ 1] = rulk + 1]

» Las ecuaciones de Wiener-Hopf quedan en este caso

[ 7[0]

> Teniendo en cuenta que z[n] (y por lo tanto u[n]) es un proceso
AR(2), usando las ecuaciones de Yule-Walker se tiene que

TU[O] =
Tu[l]

ry[2] =

14 as

(1 —az)[(1+az)? — af] Ty = Oy

—ay 9
— a2> O'Z

- 1—|—a20"

ai
1+as



Ejemplo: prediccién lineal

» Las ecuaciones de Wiener-Hopf quedan

1 —aq —ai

2 14 asq Wo | _ 2 14 aq
u —a 1 { w1 ] — a% —a
1+ ag l+ay, 2

» Resolviendo el sistema se llega a que los coeficientes del predictor
son,

W, = [ ZO ] = [ :Zl } y[n] = —a1z[n—1]—asx[n—2]
1 2
» El error de estimacién e[n] del filtro éptimo es
e[n] = dln] —y[n] = z[n] — y[n] = v[n],
por lo que el error cuadritico medio minimo es

Tmin = B(|e*[n]]) = o3

v



Ejemplo: prediccién lineal
Predictor lineal adaptivo con descenso por gradiente
» La regla de adaptacién en el algoritmo de descenso por gradiente es
win+ 1] = w(n] + p (p — Rw[n])

» La matriz de autocorrelacién de la entrada y la correlacién cruzada
entre la entrada y la sefal deseada son,

—aq —aq
R:O’i —a; 1‘F16L2 p:O‘i 011%4—&2
1+02 1+a2 %2

» Hay que decidir el valor del paso de adaptacién i que cumpla las
condiciones de convergencia,

2
O<pu< .

Amaa:

» Para eso, hay que calcular los valores propios de la matriz R.



Ejemplo: prediccién lineal

» En este ejemplo, el célculo de los valores propios puede hacerse
analiticamente,

)\ - :I:a1+a2+1
DT (1—an)[(1+a5)? — ]

1. Estudio de la convergencia con el nimero de condicién de R

> Se consideran tres casos con distintos pardmetros del proceso AR(2)

a predecir,
a1 a2 A1’naw )\mln X(R) Hmaz = 2//\ma:v
0 0.8 | 2.7778 | 2.7778 1 0.72
-1.2 | 0.8 | 8.3333 | 1.6667 5 0.24
-1.75 | 0.8 100 1.4085 71 0.02

> Se corre el algoritmo de descenso por gradiente para los tres casos
usando los mismos pardmetros,
> w[0]=0
> 4= 0.0543 maz = 0.001
» 1500 iteraciones [los puntos estan graficados cada 20 iteraciones]



Imaginary Part
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Ejemplo: prediccién lineal
Pardmetros de los modelos AR(2) a predecir

Lugar del plano a1-a2 para condicion de estacionaridad asintotica

1L 4
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Densidad espectral de potencia de los modelos AR(2) a predecir

25
20
15
10

P

500

100

Ejemplo: prediccién lineal

Proceso AR(2) con a =0a,=08

0.5

I
1 1.5 2 25

Proceso AR(2) con a = -1.2, a,= 0.8

1.5 2 25
Proceso AR(2) con a = -1.75, a,= 0.8




40

20

Ejemplo: prediccién lineal

Funcién de autocorrelacién de los modelos AR(2) a predecir

Proceso AR(2) con a = 0, a,= 0.8

I T T b L] ] n M P
l l L 3 [] L] w L]

= I I I I I
0 10 20 30 40 50

Proceso AR(2) con a =-12,a,=08

T T T

W FTTT .FTF e
l l ﬁ“l [

L 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Proceso AR(2) con a, =-1.75, a2=0.8

T T T
LYY EL ‘ . ‘
0 10 20 30 40 50

Retardo (muestras)




Ejemplo: prediccién lineal
Realizaciones de los modelos AR(2) a predecir

Proceso AR(2) con a = 0, a,= 0.8
4 T T T

I I I I I I I I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Proceso AR(2) cona, =-1.2, a,= 0.8

| I I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Proceso AR(2) con a = -1.75, a,= 0.8

I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
muestra




Ejemplo: prediccién lineal
Curvas de nivel de la superficie de performance del error y evolucién de
los coeficientes
xR)=1, 1

=0.72, p=0.001, 1500 iteraciones x(R)=5, pn__=0.24, p=0.001, 1500 iteraciones

max max

, u__=0.02, u=0.001, 1500 iteraciones

\




Ejemplo: prediccién lineal

Evolucién de los coeficientes y curvas de aprendizaje

Evolucion de los coeficientes Curvas de aprendizaje
T T 6 T T
0 —xR)=1
_ —x(R)=5
= —— x(R)=71
= _05f 4 5 0 J
min

win]

0 . .
0 500 1000 1500
iteracion iteracion



Ejemplo: prediccién lineal

2. Estudio de la convergencia con el paso de adaptacién

> Se considera ahora solo el segundo proceso AR(2),

ay az )\maa; /\min X(R) Hmaz = 2/)\771(17;
-1.2 | 0.8 | 8.3333 | 1.6667 5 0.24

> Se corre el algoritmo de descenso por gradiente para distintos pasos
de adaptacién,

H1 2 H3 M4
0~01/f"max 0.2Mmaz 0-9,umaw Hmaz
con los parametros,

> w[0]=0
» 100 iteraciones




Ejemplo: prediccién lineal
Curvas de nivel de la superficie de performance del error y evolucién de
los coeficientes

x(R)=5, . .=0.24, u=0.01p_ . 100 iteraciones

x(R)=5, n_ =024, p=0.2u_ . 100 iteraciones

0.5 0.5

0 0

~ =

-05 -0.5

-1 -1

-0.5 -0.5

%(R)=5, “max=0'24’ u=0.9umax, 100 iteraciones x(R)=5, umax=0.24, [T 100 iteraciones




win]

w[n]

win]

win]

0.5

-0.5

Ejemplo: prediccién lineal

Evolucién de los coeficientes y curvas de aprendizaje

Evolucion de los coeficientes

Curvas de aprendizaje

e O, B S S— 5 T
L 1 —— =001
] 45 —— =02,
. T —— =09,
h h h A . . . . . =
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 4 max
L 4 3.5
et n n n n n - 3
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 =
=
| 25
1 2 1
20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50
iteracion

60

70

80

90

0.5
0

.
50
iteracion



Ejemplo: prediccién lineal

Predictor lineal adaptivo con el algoritmo LMS

» Se emplea ahora como predictor un filtro adaptivo entrenado con el
algoritmo LMS.

» Para entrenar el filtro no es necesario conocer R ni p.

» El procedimiento para realizar las simulaciones es el siguiente:

» Se generan muestras del proceso AR(2) z[n] a predecir.
> La sefial deseada es d[n] = z[n].
» La entrada al filtro adaptivo es u[n] = z[n — 1]

1. Estudio de la convergencia con el nimero de condicién de R

» Se consideran los tres mismos casos de antes, donde se varia el
numero de condicién de la matriz de autocorrelacién del proceso de
entrada.

» Se corre el algoritmo LMS usando los mismos pardmetros,
> w[0]=0
> 1= 0.0513 maz = 0.001
» 1500 iteraciones



Ejemplo: prediccién lineal
Curvas de nivel de la superficie de performance del error y evolucién de
los coeficientes
xR)=1, 1

=0.72, p=0.001, 1500 iteraciones x(R)=5, pn__=0.24, p=0.001, 1500 iteraciones

max max

, u__=0.02, u=0.001, 1500 iteraciones

\




Ejemplo: prediccién lineal
Evolucién de los coeficientes y error cuadratico medio de estimacidn

x(R)=1, n_ =0.72, 1=0.001

‘max

Error cuadratico ez[n] en una realizacion
5

win]

0 500 1000 1500

0 500 1000 1500

x(R)=71, p__=0.02, p=0.001

‘max

60

40

win]

20

0
0 500 1000 1500
iteracion iteracion




J[n] estimado

Ejemplo: prediccién lineal

Curvas de aprendizaje

Curvas de aprendizaje. Promedio de e2[n] en 2000 experimentos con u = 0.001

J[n] estimado en regimen

— L P T
x(R)=5, 1 =
— x(R)=71,,

max

0.72, J(eo)=1.0028
0.24, J(0)=1.005

=0.02, J(eo)=1.0535

i

v

e

4600

4700 4800 4900 5000

1.2

0.9

4600

4700 4800 4900 5000

0.9

500

1000

1500 2000
iteracion

2500

3000

4600

4700 4800 4900 5000
iteracion



Ejemplo: prediccién lineal

2. Estudio de la convergencia con el paso de adaptacién

> Se considera ahora solo el segundo proceso AR(2),

ay az )\maa; /\min X(R) Hmaz = 2/)\771(17;
-1.2 | 0.8 | 8.3333 | 1.6667 5 0.24

> Se corre el algoritmo de descenso por gradiente para distintos pasos
de adaptacién,

M1 H2 M3 Ha
0.01ptmaz | 0.3tmaz | 0.1ftmaz | 0-2lmax
con los parametros,

> w[0]=0
» 500 iteraciones




Ejemplo: prediccién lineal
Curvas de nivel de la superficie de performance del error y evolucién de
los coeficientes

x(R)=5, m. =072, u=0.01n .. 500 iteraciones x(R)=5, u

ma){:0.72, n=0.03p
0.5 - N

‘max’

500 iteraciones

%(R)=5, pmaX:OJZ, p.:O.wmaX, 500 iteraciones x(R)=5, pmaX:OJZ, u:O.Zumax, 500 iteraciones
0.5 - - 0.5
0 0
=
-0.5 -0.5
-1 -1
-0.5




win]

win]

Ejemplo: prediccién lineal

Evolucién de los coeficientes

n=0.01p  =0.0024

‘max

p=04p  =0024

max

w=0.03u__ =0.0072

max

200 300 400 500

p=02u  =0048

max

0 100

200 300 400 500
iteracion

100

200 300 400 500
iteracion



Ejemplo: prediccién lineal

Resultado de la prediccién del proceso

=003y =0.0072
T , T T T T
5 B
| fall A A h A A
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J[n] estimado

Ejemplo: prediccién lineal

Curvas de aprendizaje

Curvas de aprendizaje. Promedio de ez[n] en 2000 experimentos. Hinax = 0.24 JIn] estimado en regimen
4.5 T T T T T T 1.2
‘1 p=0.01 . J()=1.0123
11
J u=0.03p__ , J(e0)=1.0384 |
4 “ Ot Je)=14514 ] 1 W%’H ﬁ‘ww WWN
| 0. I n \
0.9

00 1200 1300 1400 1500

1.1
1

1100 1200 1300 1400 1500

. . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
iteracion iteracion
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Ejemplo: prediccién lineal

Considerando el caso de procesos con R de distinto nimero de
condicién, para que la comparacién de J,,;, tenga sentido, la
potencia o2 de los procesos debe ser igual.

La potencia del proceso AR(2) es,

1+(L2 2 9
|0 = o =0y
= G rar—a™ =’

Fijando o2, hay que elegir o2 como

g2 (L—ap) [(1+a)’—af] »
v 1+a2 u

En el ejemplo considerado, si aﬁ =1, se tiene entonces

a1 a2 X(R) Hmaz = 2/>\ma:c o2

v

0 0.8 1 0.72 0.36

-1.2 | 0.8 5 0.24 0.2
-1.75 | 0.8 71 0.02 0.0197




Ejemplo: prediccién lineal
Realizaciones de los procesos AR(2) con igual potencia

Proceso AR(2) con a,=0,a,=08

2k
I I I I I
140 160 180

0 20 40 60 80 100 120
Proceso AR(2) con a = -1.2, a,= 0.8

I I 1 I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Proceso AR(2) con a, = -1.75, a,= 0.8

100 120 140 160 180
muestra

0 20 40 60 80



Ejemplo: prediccién lineal

Evolucién de los coeficientes y curvas de aprendizaje usando descenso por

gradiente
Evolucion de los coeficientes Curvas de aprendizaje
T T T 1.2 T T T

0 —x(R)=1
—_ —x(R)=5
=) — x(R)=71
2 _05F 1 n x(R)

-1 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800
0.8

1L T ]
= 057 1 =
) | 506

-0.5F 1
-1 Y | | | | |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 0.4
— 0.2
k=S
H

. ; n . f n h 0 . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 200 400 600 800

iteracion iteracion



Ejemplo: ecualizacién de canal [Haykin, 1995]

. d[n] = s[n — L]  Fase de entrenamiento
J 17 » s[n] ruido blanco de
+ media nula y potencia o2.
x[n] u[n} Filtro variable y[n] - °
s[n]-»  canal _>@ > v\vl[n]l » o[n] ruido blanco
T T introducido por el canal
Aw(n] . .
v[n] _ de media nula y potencia
Algoritmo de

o2 independiente de s[n].

adaptacion

Ejemplo
» El canal se modela como el siguiente filtro FIR de tres coeficientes

h[n]_{ §[1+cos(%(n72))], sin=1,2,3
s en otro caso

W controla la cantidad de distorsién del canal.

> s[n] es un proceso Bernoulli que toma el valor -1 o 1 con igual
probabilidad.

» El filtro adaptivo tiene M = 11 coeficientes.



Ejemplo: ecualizacién de canal

Filtro de Wiener
1. Matriz de autocorrelacion de la entrada

» La entrada al filtro es u[n] = z[n] 4+ v[n], con x[n] y v[n| procesos
independientes. Por lo tanto,

ru[k] = Tw[k] + Ty [k]

2

> u[n] es ruido blanco de potencia o7

, asi que 7, [k] = o20[k].

» Teniendo en cuenta que x[n] es un proceso filtrado, se cumple que,

2

> s[n] es un proceso blanco de potencia o2

Ademids 02 = E(s%[n]) = 1. Entonces,

, asi que 74[k] = 025k

rolk] = hlk] * h[—k] + 025[k].



Ejemplo: ecualizacién de canal
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Ejemplo: ecualizacién de canal

2. Correlacién cruzada entre la entrada y la sefal deseada

pl=k] = E {u[n — k]d[n]}
= E{(z[n — k] + v[n — k])s[n — L]}

Por ejemplo, si L =7,
= E{z[n — k]s[n — L]} or ejemplo, si

_ _ [ A[7] T 0

= E{x[n]inm L]} hH 0

{(Zh n—l> n+k— L]} ZEH ’

= h[3] h[3]

00 = h[2 = | h[2

= S BB (sln— sl + k- L)) S I I I

l=—c0 h|0] 0

) h[—1 0

= > Ayl —k+ L] h{_ﬁ 0

l=—00 L h[73] 0
= > s~ —k+ L]




Filtro de Wiener Respuesta del canal

Respuesta del sistema

Ejemplo: ecualizacién de canal

Respuesta del canal al variar W, respuesta del filtro de Wiener y
respuesta global del sistema

w=3 W=34 W=36 W=38
1 1 1 1
05 05 05 05 [ [
N 0 O O S 111 . [ W .
0 2 4 0 2 0 2 4 2
2 2 2 2
1 I 1 1 1 T T
. . . " . ! T L] [
0 0 0 0
P 1] % l l i I i
1 A 4 1
0 5 10 0 5 0 5 10 5
1 1 1 1
05 05 05 05
o o 0 P A P
0 5 10 0 5 10 5 10 5 10
muestra muestra muestra muestra




1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6

Respuestas en frecuencia

Respuestas en frecuencia

Ejemplo: ecualizacién de canal

Respuestas en frecuencia al variar W

W=3

W=34

0.5 1 1.5 2 25

0.5 1 1.5 2 25
W=38
— Wiener
Canal
Sistema
0.5 1 1.5 2 25




J[n] promedio

Ejemplo: ecualizacién de canal

Curvas de aprendizaje del algoritmo NMLS al variar W

Curvas de aprendizaje del algoritmo NLMS en 400 con = 0.3

10° ‘ ‘ ‘ ‘ : :

——— W=3, x(Rx) = 8.1678
——— W=3.4, x(Rx) = 31.3893 |]
" ——— W=3.6, x(Rx) = 72.7424 |1
M‘ ———— W=3.8, x(Rx) = 208.5149| |

Wiy
10k MMW"““«‘A\M\/MWWW _
W, ]
Wt 1
| v"\""w)‘mwm ’M |

TP 1
Myl pNT

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Numero de itraciones



0.8

0.6

0.4

Ejemplo: ecualizacién de canal
Evolucién de los coeficientes del filtro NLMS en un experimento.

Evolucion de los coeficientes con NMLS, § =0.25,W=3,L=7

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Numero de iteracion



Ejemplo: ecualizacién de canal

Realizaciones de los procesos en un experimento

1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
u[n]=x[n]+v[n]

ol o 1 ARG A 0 e murum e It mh.'u ) \|.|.||u|||\I|\ ] min i)
G \||m|mw|m|u nn |\|u||u||\||u- AL nlmwnumuw I I} Hr.w Al

O 50 1 00 1 50 200 250 300 350 400 450 500
Salida del filtro NLMS

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
muestra



Observacién

La respuesta del canal en este ejemplo
es un filtro F|R simétrico Error minimo en funcion del retardo de d[n]
: 1

Puede demostrarse que el filtro FIR

Optimo para contrarrestar la distorsion 08¢ |
del canal debe es simétrico. 08k |
El sistema global (cascada del canal y

07t 1

el filtro adaptivo) tiene un retardo de
grupo igual a la suma de los retardos 06
de grupo de ambos filtros.

. . 05} ,
En este ejemplo se tiene que,
041 q
Tg,canal = 2 muestras
_ 0.3F q
Tg,wiener = O Mmuestras
Tg,global = 7 muestras 0.2} d
Para obtener el filtro éptimo, el retardo 04} g
de la senal deseada debe coincidir con ‘
0 5 10

el retardo de grupo global.
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