Practico 2
MVU, CRLB, Modelos Lineales

ESTIMACION y PREDICCION en SERIES TEMPORALES

Departamento de Procesamiento de Sefiales
Instituto de Ingenieria Eléctrica
Facultad de Ingenieria

Curso 2022



Problema 1: identificacién de un sistema [Kay, 1993]

> El problema consiste en identificar un sistema.

> Una estrategia es inyectar al sistema una entrada u[n] conocida y
observar la salida z[n|. A partir de estos datos, se intenta deducir
los coeficientes del filtro.

> Se asume que la salida se observa contaminada con ruido blanco
gaussiano w[n], w[n] ~ N (0, 0?).

» Se asume como modelo que el sistema es un filtro FIR de orden p.
Hay que identificar los coeficientes h[i] con i =0, 1,...,p — 1.

Modelo del problema Modelo de H(z): FIR

Sistema wn]

desconocido

p—1 '
Z hlklu[n — k]
k=0
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Problema
Asumiendo que

» La entrada u[n] estd activaenn=20,1,...,N — 1.
» La salida se observaenn=0,1,..., N +p—2.
Se pide:

1. Plantear el problema como un modelo lineal,
x =HO + w,

especificando la matriz H y el vector 6.

2. Escribir el estimador éptimo 6 y la matriz de covarianza del
estimador C, en funcién de los pardmetros del problema.

3. Calcular y dar una interpretacién a HTHy a H x.

4. Expresar el estimador éptimo y la matriz de covarianza en funcién de
los resultados del punto anterior.

5. La varianza del estimador es funcién de la entrada de prueba u[n].
Encontrar la entrada que minimiza la varianza del estimador.
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1. Planteo del problema como un modelo lineal

» La salida del sistema es,

» En notacién matricial queda

z[0] 1 [ 0] 0 0 1 [ w(0]
z[1] u[1] u[0] 0 w(1]
afp - 2] up-2] ulp-3 - 0 - wlp - 2]
z[p —1] ulp—1]  wup-2] - u[0] h[1] wlp — 1]
SR I z 5 LR
z[N — 2] u[N —2] w[N—-3] .-+ u[N-p-1] : w[N — 2]
x[N[];] 1] u[NO— 1] u{]]:]f — ﬂ e [%N — i] 1 hlp - 1] w[]\/i]\—/v] 1]
o[N +1] 0 0 u[N—§+2] Y w[N + 1]
| eiN+p-21] | o 0 0 wN-1] | wiN+p—2] |
——————

x H w
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2. Estimador 6ptimo y matriz de covarianza
Como el modelo es lineal en WGN, el estimador es MVU vy eficiente.

El estimador MVU es La matriz de covarianza del
estimador es

o= (H"H) H"x C; =0 (HH)
3. Célculo de H'H y Hx
> Se expresa la matriz H en columnas como
H=[un]un-1]...uln—p+1]]
donde

Qu0]...u[N -1 0...0]7  0<i<p-1

% (p—1)—1t
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3. Célculo de H'H y H”x (cont)
» El elemento (i,5) de HTH es

[HTH] G u’[n —duln — j]

N—1—|i—j|
= > unfuln+l]i—jl]
n=0
= Nrylli — jl],
donde
N—-1-k
Tu N Z ﬂ+k

es la autocorrelacién muestral de u[n].

» Notar que

[H'H|, = [H'H] Es simétrica
[HTH|, = [HTH]

Es Toeplitz
ij

i+k,j+k
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3. Célculo de H'H y H”x (cont)
» Finalmente, H'H queda

ru[0] ru(l] (2] ulp — 1]
Tu[1] 74,[0] (1] rulp — 2]
H'H=N : : = NR,
Tulp ] rulp—3] 74[0] o [1]
7ol 1] rulp—2] 7u[1] 74,[0]

R, se llama matriz de autocorrelacién de u[n] de orden p.

» Por otro lado, el elemento i-ésimo de H ' x es

[HTX} =uln—ix =
N1 Tug [k Z x[n + k|
= Z ul[n]x[n + 1] B
n=0 es la correlacion cruzada entre

= Nry.li] uln] y z[n].
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3. Célculo de H'H y H”x (cont)

» Finalmente, H”x queda

Tz [0]
Tz [1]

H'x=N _ = Nry,.
Tuz [p - 1]

I,z €s vector de correlacidn cruzada entre u[n] y z[n].
4. Estimador 6ptimo y matriz de covarianza

El estimador MVU es La matriz de covarianza es
N _ -1
0= (HTH) ! HT'x — C;, = o? (HTH) —
- 2
hZqulI‘um C. = O;Rfl
h N U

Los coeficientes del filtro se obtienen multiplicando la matriz de
autocorrelacién inversa de la entrada con la correlacién cruzada entre la
entrada y la salida: Filtro de Wiener (retomaremos este punto mas
adelante en el curso).
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

» La matriz de covarianza del estimador es
» La covarianza del estimador depende de la
sefal de entrada u[n] a través de R,,.

Cﬁ = ngl . L
> Se quiere encontrar u[n] que minimize la
varianza de los coeficientes h del filtro.

» La varianza del coeficiente i-ésimo h[i] es

e;=[00...0 1 0...007"
~—

var(h[i]) = C;., =€, Cje;
posicién 7

» Como Clzl es simétrica y definida positiva, puede descomponerse

como (descomposicién de Cholesky),

C;l =DTD con D matriz p X p invertible
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

» Notando que

e’le;=1 = e/ D'D” 'e;=1 = (e/D'D” 'e;)?=1

y definiendo
& = De; T T \2 Te \2
_ = e D" D e;)” = =1
52 — DT lei (7, ) (6152)
ng &,

» La desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que para cualquier par de
vectores £, y &, en un espacio con producto escalar se cumple que

|<£1a€2>|2 < <€1a€1> : <£27€2>’

y la igualdad se da si & = c&, (&, y &, colineales). Si el producto
escalar es el producto escalar estandar, la desigualdad se escribe
como

(€1€,)° < (£1€1)(€5€y).
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

> Se tiene que

£, — DT e, (E7€)(&2€,) > (6167 =1.

» Sustituyendo

(€7€,)(€0€,) = (7D De;)(e/ DT DT e

=

» Finalmente
Para minimizar la varianza, la

desigualdad de Cauchy-Schwarz se

T o
e; C;e; =var(h[i]) > ———
voTh ezTCillei tiene que cumplir con igualdad.
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.
» Imponiendo la condicién de que &; y &, sean colineales,
-1
& =ciéy = De; = ;D7 e, con ¢; una constante.

o equivalentemente, la condicién para minimzar la varianza de todos
los coeficientes es

D™ De; = ¢;e;, i=1,2...,p.
» Teniendo en cuenta que DTD = Cgl, la condicién queda

—1 .
sz e; = C;e;, 221,2...,]),

o en palabras, la columna i-ésima de C;l tiene solo un elemento no
nulo ¢; en la posicién i.

La matriz de covarianza inversa C;l tiene que ser diagonal
1
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5. Entrada que minimiza la varianza del estimador.

» Como N

-1 _ v
CH = R.,,
la matriz de autocorrelacién de la entrada debe ser diagonal,

rulk] =0 VE #£0 = u[n] ruido no correlacionado.

» En esas condiciones, el estimador y su varianza son

Estimador MVU Varianza
. Tux [7/] ac, 0'2
hli] = =
(1] 0] var(h[i]) Nro[0]

Los estimadores de los coeficientes son independientes.
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6. Interpretacién en el dominio de la frecuencia [Hayes 1996]

La salida del filtro es x[n] = (h*u) Z h[l]

La correlacién cruzada

entre la entrada y la ruzlk] = E(uln]zn + k)  (2)

salida es

-1

Sustituyendo 1 en 2 se ve 3

que Tuz (k] = E (UW ; hllJuln + k — l])
p—1

uln] —>| k] > 2] = 2 R E(u[n]uln + k —1])
p—1

rulk] = h[k] > Tus[k] =D hlllru[k 1]




Problema 1: identificacion de un sistema

6. Interpretacién en el dominio de la frecuencia

» Aplicando al transformada de Fourier, se obtiene la densidad
espectral de potencia cruzada entre la entrada y la salida,

Tuz[k] = (h*1y)[K] = Pu(e%) = H(e/Y)P,(e7*)
» Si la entrada es ruido blanco, r,[k] = 026[k],
P (e?%) = H(e?)o2,

por lo que un estimador de la respuesta en frecuencia del filtro es

Py (ed9) B P (e7%)
o2 rf0]

H(e¥) =

» En el dominio del tiempo, esta relacién es

n Ty
h =

74, [0]
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7. Simulacién
» La respuesta al impulso del sistema es triangular.

Respuesta al impulso del sistema a identificar
1 T T T T

b1l L1

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

hik]
o
(2]

= o

» Se usan dos sefiales u[n] de prueba

» Ruido blanco gaussiano
» Diente de sierra

» La potencia r,[0] de las sefiales de prueba es unitaria.

> La potencia 02 del ruido w[n] en las sefales observadas z[n] es
también unitaria (SNR = 0 dB).

> El largo de las senales de prueba es N = 1000 muestras.
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7. Simulacién

Entrada de prueba u1[n]: WGN

. TﬂT TT AR TTHTT..TH..T K

1]

R

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
n
Entrada de prueba u2[n]: ruido coloreado

YL .TIT % Tl 'J _.TT TT T TT j !Tr s _TT. .

Sy e Ma l*J.“ 1T 1

0 10 20 30 40 50 0 70 80 90
n
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7. Simulacidn

Entrada de prueba u2[n]: densidad espectral de potencia
10

0 T I

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Frecuencia (rad)

Entrada de prueba u2[n]: autocorrelacion
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7. Simulacién

Salida y observacion contaminada con ruido (SNR = 0 dB). WGN

—a

—=  observacion

salida

"o

"

0 10 20

30

40

50
n

Iﬁ!ﬂI

Ruido coloreado
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hlk]

hik]

0.5

0.5
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Estimacion del sistema: ruido gaussiano

—& sistema

—& estimacion
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Estimacion del sistema: ruido coloreado
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



7. Simulacién
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MSE de cada coeficiente en 10000 experimentos

T
= WGN
®  Ruido coloreado
—— CRLB WGN
—— CRLB coloreado

x o
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