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Estimacion de Densidades

Sean X1, X, ..., X, datos iid con distribucién F'

El teorema de Glivenko-Cantelli prueba que la distribucién
empirica F,, converge (uniformemente) a la dist. real F:
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Es un estimador insesgado y es el de menor varianza
Sin embargo, F;, siempre es discontinua

Si ademds se asume que I es absolutamente continua es
decir existe una densidad f tal que F'(z fo t)dt, interesa
estimar f

Estimarla a partir de F}, no da ninguna informacién (1/n en
cada punto)

Opcién mas simple: histogramas



Histogramas

e Dada una particién del soporte de f, {B;}i=1,. % con
B; = [ti,ti+1], el histograma se define como:
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donde N; es la cantidad de datos en B;. Si la longitud de los
intervalos es siempre la misma h,, = t;11 —t; (ancho de la
ventana), resulta:
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Histogramas

e Dada una particién {B;};—1,. ; con B; = [t;,t;11] del soporte
de f, el histograma se define como:

for =3 tf—/_”tlB (2)

donde N; es la cantidad de datos en B;. Si la longitud de los
intervalos es siempre la misma h,, = t;11 —t; (ancho de la
ventana), resulta:
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e Se puede hallar la ventana éptima h,, tal que minimice algtin
error, por ejemplo el MISE
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MISE = /E(f

(
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z) — f(@))*dx = Var(f(2)) + (E(f(x) - f(x)))?



Estimador Naif
¢ Rosenblatt (1956) propone como estimador
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e La idea es que:
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e El estimador puede generalizarse de la forma:
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Estimaciéon por Nicleos

La funcién w puede generalizarse como:
~ I - 1 r—X;
=— —K

donde K se llama funciéon ntcleo o kernel.

La funcién K cumple ciertas condiciones de regularidad de
manera que f, converge a f en algln sentido

Ademds h,, es una sucesién de constantes positivas (ancho de
la ventana, bandwidth): cuando h,, tiende a cero se tienen las
deltas.

La idea es que el kernel le da peso a los puntos mas cercanos
y suaviza la estimacién



Lema de Bochmer

Si la funcién K cumple las siguientes condiciones:
e K acotado
o [K(z)dz=1
e simétrico K(—z) = K(x)
e |[zK(x)| — 0 cuando || — oo

entonces se cumple que

fn(az) — f(x) cuandon — oo Vx pto de continuidad
E(fa(z)) = f(z) cuando h, — 0

Var(f,(z)) = 0 cuando h, — 0y nh, — oo

e Compromiso sesgo/varianza: si h,, converge a cero muy
rdpido, el sesgo disminuye pero la varianza aumenta

e El h,, éptimo converge a cero pero mas lento que 1/n



Algunos ejemplos de kernel

. Epanechnikov: 3(1 —#2) si [¢| < 1
: L1 —t2)2

. Gaussiano: NoT

. Rectangular: 1/2si [t| < 1

1
2
3. Triangular: 1 —|¢| si [t| < 1
4
5. Biweight: 12(1 —t%)%si [¢t| < 1

e Todos cumplen con las condiciones del teorema de Bochmer
e Los mas usados son los dos primeros

e Epanechnikov tiene buenas propiedades y su calculo es muy
sencillo



Ejemplos

Estimacién por kernel gaussiano con h = 0,05, h =5y h = 0,5 de
la densidad de una VA normal de media nula y varianza unitaria.
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Eleccion de la ventana éptima

e Hay que elegir h,, de modo que minimice algtin tipo de error:
e.g. MISE

e Si f tiene derivada segunda continua y acotada, y el nicleo K
tiene segundo momento finito, resulta que:

Sesgol (1)) ~ %hif”m / WK (u)du = %hif”mf@

Var(Fu(@) ~ i o) [ K

de donde la ventana éptima h}, estd dada por:

1/5 ~1/5
hy = K2_2/5 (/ K2(u)du> (/ f”(a:)2da:> n~/?

e Observar que h} depende de f



Eleccion de la ventana éptima

e “Rule of thumb": asumir f distribucién conocida (e.g.
gaussiana y kernel gaussiano)
hi = (4/3)° on =1/
e "“Plug-in": obtener una estimacién de f con alguna ventana y
sustituir en la ecuacién anterior. lterar hasta que el error no

decrezca de manera significativa

¢ Validacién cruzada:
e se busca minimizar el MISE para lo que basta minimizar

=E([ ) —2E ffn ) y un estimador insesgado es
2 - =
ovin = [ fi- 2 3R

donde f, () es la estimacién en z usando todos los datos

menos el i-ésimo
e por maxima ver05|m|I|tud

Zlogf



El problema de Regresién

Se tiene el modelo:
Y=r(X)+e

donde € es una v.a. centrada e independiente de X.

Se busca construir una estimacién de Y a partir de un
conjunto {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)}

Se asume que Y € R, sin embargo X puede ser real, vectorial
o incluso funcional

El modelo de regresion puede ser pardmetrico o no
parametrico

e caso pardmetrico: se asume un modelo particular (e.g. lineal) y
se busca estimar sélo los pardmetros, por ejemplo

Y=aX+b+e

y se busca estimara y b
e caso no parametrico: la funcién r es continua



Regresion Multidimensional y Funcional

e Caso multidimensional: en este caso X € R? y r : RY - R

e como antes se pueden asumir modelos pardmetricos o no:
¢ ejemplo de modelo pardmetrico: Y = A'X + b+ ¢ donde
AeR?

e Caso funcional: en este caso los datos X € FE siendo E un
espacio de dimensién infinita (e.g. curvas aleatorias)

e un ejemplo de modelo funcional parametrico es:

r € C = {operadores lineales continuos}



Estimador de Nadaraya-Watson

Dado un conjunto de entrenamiento {(X1,Y1),...,(Xn, Yo)},
se busca estimar r(x) para un x cualquiera.
Como vimos antes un estimador razonable es la esperanza

condicional:
r(x)=EY|X =x)

Sea f(x,y) a densidad conjunta del vector (X,Y) y g(x) la
densidad marginal de X, entonces:

BO1x =2) = [urwlaay = [4L 50

1
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El estimador de NW consiste en sustituir g(z) y ®(z) por las
respectivas estimaciones por nticleos.

ﬁ



Estimador de Nadaraya-Watson

e El estimador de NW resulta entonces:
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e Valen los mismos comentarios que antes sobre la eleccién de
la ventana 6ptima (compromiso sesgo/varianza)

e En el caso multidimensional se tiene que:
~ _ 4
Var(f,) = n~ a1

por tanto es necesario un n de orden exponencial en d para
mantener una varianza dada.



Estimador de Nadaraya-Watson

Se considera el siguiente ejemplo unidimensional:
Y =r(X;)+e=sin(2mdX;) +¢

donde € es una va con distribucién normal de media nula y
varianza unitaria. El kernel utilizado es el de Epanechnikov.
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Estimador de Nadaraya-Watson Multidimensional

e Dado X € RY, “cerca” implica la definicién de alguna
distancia

e El| estimador de NW resulta entonces:

oy B g i Yak (T
gn(z)  Losom el Xl

e La norma puede ser cualquiera, y en todos los casos se tiene
convergencia del estimador.



Estimador de Nadaraya-Watson
Se considera el siguiente ejemplo de regresién bidimensional:
Vi=r(X))+e=a+y>+1+e¢

donde € es una va con distribucién normal de media nula y
varianza 0.25.




Estimador de Nadaraya-Watson Funcional

e Dado X € F, y sea || - || una pseudo-norma (no tiene porque
cumplir la desigualdad triangular)

e El estimador de NW resulta entonces:

L Be) A v (A
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e Hay hipdtesis fuertes sobre la norma (tema de la dimensién y
la cantidad de datos)



Eleccién de la Ventana Optima NW Multidimensional

e Se considera el error cuadratico medio integrado ponderado
(ECMIP):

Up=E IRd(?n(a?) — ()G, (x)dx
que le da mas peso a los valores de & mas probables
e El valor de h que minimiza U, estd dado por:

oo [ UK ) fo (S (G ) BHE)) e i
=nitr

p [ K2)dv | (ggr; —7"2(96)) g(w)da

e Cémo antes depende de f, por lo tanto se usa método plug-in
explicado antes



Eleccién de la Ventana Optima

Comparacién de la eleccion dada por el algoritmo iterativo y la
dptima obtenida con una grilla
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