Multiplicadores de

Lagrange y dualidad




= B
Problemas con solo restricciones de
igualdad

minimize f(x)
subject to h;(z) =0, i=1,...,m
m Sea x* un minimo local y regular (Vh,(z*): son

linealmente independientes), entonces existen A7, ---, Ay,
tales que:

Vf(x*) + Z AV hi(z%) = 0
=1

m Interpretacion y ejemplos.



"
Problemas con restricciones de
igualdad y desigualdad

minimize f(x)
subjectto h(z) =0, g(z) <0

dondef O" 0O h 0" - 0" g " - 0O
son funciones continuas diferenciables.

Asumimos que el dominid (3 dominig(() (] domitd;) es no vacic
i=1

=1
Construimos el Lagrangianod°x"x1" - O
asociado al problemanterior como:

L(xA0)= £ 00+ D Ah 00+ Y0 g ()

A : multiplicadores de Lagrange asociados la restriccion de igualdad i
v. - multiplicadores de Lagrange asociados con laicegin de desigua&tl i



La funcion dual de Lagrange

Es una funciond O™ x[0" - [
d(A,v) =inf L(x,/l,v):inf[f(x)+2/lih(x)+2vigi(x)j
X X i=1 i=1

comod (A y )es el minimo puntual de una fhande funciones lineales de
(A,v) es una funcion concava aun cuartproblema no sea convexo.



Cota inferior del 6ptimo

Paratodod = Ofeap *elvalor optimo del ? /j
problema de optimizacién entonces, 2.\\ p S
d(A,v) < p* .
Or
S X es un puto factible del problema de 1}
optimizacion, entonces: S I TR 05 ]
(Z/\ih&ﬁZVigi (x )jso
i=1 =1 e
1.5
por lo tanto o
L(x V)< f(x) 2
por lo tanto: 1.2
d(A,v)< f (?( ), como vale para cualquier punéctible vale para el c’)ptin“’
d(1,v) < p* 03 01 06 08 1
Dominio(g):{/] vidpy)> _oo} El Lagrangi.ano y la cota inferior
_ _ se pueden interpretar como una
A,V son factibles del dual iz Ay [1Domd ( ) linealizacion de la funcién

indicatriz de las restricciones



El problema dual de Lagrange

m ;Cual es la mejor cota inferior que puede ser
obtenida a través de la funcion dual de Lagrange?

maximizar d 4 v )

sujeto v=0

a los valores optimosi( ¢, *) se los llamatimos del dual «
multiplicadores de Lagrange optimos.

Este problema es siempre un problema
de optimizacidon convexa



Dualidad debil

m Esta propiedad se deduce de la cota inferior vista
antes

Si llamamosd * al optimo del problema diu
d* < p* (dualidad debil)

habitualmente se denominga d*- * coma
diferencia (gap) de dualidad.

Esta diferencia es siempre positiva.



"
Dualidad fuerte. Teorema de Slater

m La pregunta es cuando ¢,d* sera igual a p*?

m Esto en general no es cierto pero si el problema es
convexo con restricciones convexas, habitualmente
(pero no siempre) se tiene dualidad fuerte.

m Lo que establece el teorema de Slater es una condicion
adicional a la convexidad para que se verifigue la
dualidad fuerte. Hay otros resultados.



Slater. Dualidad fuerte

m Se considera el siguiente problema convexo (f,,f; convexas,
h, funciones lineales)

minimize  fo(x)
subject to fz( r) § § = s 5 s
) E—— pa— ]

m La condicidn de Slater para que en un problema convexo
sea valida la dualidad fuerte es que

Existax un punto del dominid tal quermgue:
f(x)<0i=1,..m yhxF O



Ejemplos de dualidad

f(x)=1/2( +x5)

St.

9(x) =x -1=<0,

xOX =R

Optimizacion discreta:
f(X)=-x

g(x)=x-1/2<0

xOX ={0,13

Optimizacion sobre un simple
min f (x)

2% =T
i=1

X =0



" S
Interpretacion de la dualidad y los
multiplicadores de Lagrange

m [nterpretacion economica.



"
Condiciones de optimalidad

m Complementariedad de la relajacion
m Cuando existe dualidad fuerte:

fo(z®) = g(A",v")

m jal
= inf (ﬁj{r) + Z A} fi(x) + Z vih; (w})
=1 =1

P
< fola*)+ > Nfi(@*) + > vihi(a*)
i=1 =1
fo(x™).

| A\

e p

fo@®) = fo(a®)+ D Afila*) + > vihi(a")
=1 1=1



Complementariedad de la relajacion

m Lo cual implica: D \fiz") =0
, . i=1 . . .
m Como cada término es no-positivo, se tiene la propiedad:
AN file™) =0, i=1,...,m.

m Lo que es equivalente a: AP >0 = fi(z") =0,
fi(z*) <0 = A7 =0.

m Si el multiplicador de Lagrange es 0, la restriccion puede
estar activa (no es biyectivo)

A, =04 fi(z7) <0 fi(z) =04, X, >0



"
Condiciones Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) para el caso no convexo.

m Asumiendo que hay dualidad fuerte y que las fO,fi,hi son
diferenciables, como »* minimizes L(x, A\*,v*) €l

gradiente debe ser 0 en x*
Vfolz +Z AVSAC +wa

m Por |o tanto juntando todo lo visto se tienen las
siguientes condiciones necesarias de optimalidad

file®) < 0, i=1,...,m
(*) = 0, +=1.....p
: = 0.* 3:1???
A fi(e*r) = 0, i=1,....m
Vfo(e*) + 30y AV fila*) + 302, viVh(a*) = 0,



"
Condiciones KKT (caso convexo)

m En este caso también son suficientes para que sean el
optimo del primal y el dual sin diferencia de dualidad.

filr) < 0, i=1,....m
hi(r) = 0, i=1,....p
5\1- > 0, 2=1.....m
S\@f@(;zf) = 0, 1= ].._ e s g TR
V(&) + iy MV F(E) + Y, tiVhi(E) = 0,

m Ejemplos



Analisis de sensibilidad

Consideramos el problema:

minimize  fo(x)
gibject to [ilz) <4 = 1,44 m
hi(z) = v, 1

Si p*(v.v) es la solucion optima del problema
perturbado, es decir:

o, b) =] fol(2) | S8 €D, (8 Zd: 1 =1, ... i,
hi(z) =, e=1,. .., p}

Si r*(u.v) es diferenciable en (0,0) y existe
dualidad fuerte, entonces las variables

. u duales Optimas A*. »* cumplen que
T p*(u)
N _('_')p*(:0.0) s _é‘)p*(0.0)
'1' u; h Iv;



ldea general de los métodos de barrera.

minimize  fo(x)
subject to fi(z) <0, 2=1,...,m
Az = b,
m Aproximar las restricciones por una funcion
barrera (una aproximacion de la indicatriz)

minimize  fo(x) + 3.0, I_(fi(«))
subject to  Ax =0,

I_(u) = { 0 u<0

oo u >0



"
ldea general de los métodos de barrera.

minimize  fo(z) — (1/t) Y2, log(—fi(z))

subject to Ax =10

10 . .
|
J
__,..f"‘l |
)
0 e —__;r‘“{':;;:_:; L
23 ) 1 0 1
u

m A medida que t se hace mas grande la
aproximacion mejora.



