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Distribucién Palm - Introduccién Informal

e Punto Tipico: interesa definir “punto arbitrario” o “punto
cualquiera” que corresponde a elegir al azar un punto donde
cada punto tiene la misma probabilidad de ser seleccionado



Distribucién Palm - Introduccién Informal

e Punto Tipico: interesa definir “punto arbitrario” o “punto
cualquiera” que corresponde a elegir al azar un punto donde
cada punto tiene la misma probabilidad de ser seleccionado

e La probabilidad Palm es la probabilidad condicional dado que
en tal lugar (localizacién especifica) hay un punto del proceso.

e hace precisa la nocién de punto tipico.



Distribucién Palm del Poisson - Introduccién Informal

e Un poco de notacién:

P(® tiene la propiedad Y||z) = P(® tiene la propiedad Y|z € )

=P(®eY||lz) Y € o —élgebra del cjto de realizaciones
Por ejemplo:
Y ={p:0(B(0,1)) =1}
Y={¢: z€ByypB(xr)) =0}

e Si ® es estacionario: P(® € Y||z) = P(®_, € Y||0)
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Distribucién Palm del Poisson - Introduccién Informal

e Un poco de notacién:

P(® tiene la propiedad Y||z) = P(® tiene la propiedad Y|z € )

=P(®eY||lz) Y € o —élgebra del cjto de realizaciones
Por ejemplo:
Y ={p:0(B(0,1)) =1}
Y={p: x€ By p(B(z,r)) =0}

e Si ® es estacionario: P(® € Y||z) = P(®_, € Y||0)

e Sea D la distancia de un punto tipico x € ® al vecino mds
cercano (punto mas cercano de ®\x):

D(r) = P(D >r) = P(®(B(z,r)) = 1][z) = P(®(B(0, 7)) = 1[|0)

Pero estoy condicionando a un evento de probabilidad nula!
Condicionando a ®(B(0,¢) =1 con € > 0, y tomando luego
limite € — 0 se obtiene que:

D(r) = P(®(B(0,r)) = 0) = e "



Distribucién Palm del Poisson - Introduccidn Informal

e Se tiene entonces que

P(®(B(0,7)) = 1[|0)

e M = P(®(B(0,7)) = 0)
P(@U{0}(B(0,r)) =1)
e Esto sugiere que:
P(®e€Y]|0)=P(@UOEY)
y de la misma manera se puede probar que
P(®(B) = n)|[0) = P(®(B) = n)

para cualquier B tal que 0 ¢ B.

e La distribucion palm de un p.p. de Poisson estacionario

es la distribucion del proceso original con el agregado de
un punto en el origen.
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e Se tiene entonces que

P(®(B(0,7)) = 1[|0)

e M = P(®(B(0,7)) = 0)
P(®uU{0}(B(0,r)) =1)
e Esto sugiere que:
P(®e€Y]|0)=P(@UOEY)
y de la misma manera se puede probar que
P(®(B) = n)||0) = P(3(B) = n)

para cualquier B tal que 0 ¢ B.

e La distribucion palm de un p.p. de Poisson estacionario
es la distribucion del proceso original con el agregado de
un punto en el origen.

e Ejercicio: probar que para d = 2

B(D() = =y Var(D(r) = 5 -



Calculo de Palm para el p.p. Poisson

Teorema de Slyvniak:
Sea ® un p.p. de Poisson de intensidad A, entonces bajo la
probabilidad Palm, la distribucién es la de &g = ® +



Calculo de Palm para el p.p. Poisson

Teorema de Slyvniak:
Sea ® un p.p. de Poisson de intensidad A, entonces bajo la
probabilidad Palm, la distribucién es la de &g = ® +

e el origen se transforma entonces en el punto tipico (representa
lo que le ocurre a cualquier punto del proceso)

e dado un punto en el origen el resto de los puntos se comporta
igual

o EY%f(®)) = E(f(®o)) (sirve para evaluar la prob. palm a

partir de simulaciones pues basta agregar un punto en el
origen)



Calculo de Palm para el p.p. Poisson

Teorema de Slyvniak:
Sea ® un p.p. de Poisson de intensidad A, entonces bajo la
probabilidad Palm, la distribucién es la de &g = ® +

e el origen se transforma entonces en el punto tipico (representa
lo que le ocurre a cualquier punto del proceso)

e dado un punto en el origen el resto de los puntos se comporta
igual

o EY%f(®)) = E(f(®o)) (sirve para evaluar la prob. palm a
partir de simulaciones pues basta agregar un punto en el
origen)

e Junto con la férmula de Campbell permite realizar célculos
para el p.p. Poisson



Férmula de Campbell: Introduccidn

e Sea & p.p. no necesariamente Poisson de intensidad A:

e La distribucién P de ® esta dada por
PY)=P(@®€Y)=PHw: d(w)€eY})

e Esta distribucién queda caracterizada por las distribuciones
finito - dimensionales o incluso menos por las probabilidades de
vacio en conjuntos compactos

e El proceso ® se escribe como ® = {z,}, 0 @ =3 0.,y
para f medible no-negativa se tiene que:

/ Fa)@dn) =3 f@) = Y fa)

zed

B (Z f(w)> — ([ fwean) = [ [ rwrotanpia)

zed



Férmula de Campbell

e La cantidad de puntos en un conjunto B esta dada por
®(B) = > 1p(x) y su media es:

zed
A(B) = E(®(B)) = E (Z 13(1‘)) -

zed

//13 P(dyp) = /w(B)P(dw)

e Intercambiando el orden de las integrales (Fubini) tenemos

() - [

e En el caso estacionario A(B) = Ayy(B) y se obtiene teorema
o férmula de Campbell:

£ ) =2 f s



Distribucién Palm - Introduccién Informal

e ;Cémo seria la generalizacién para una funcién h(z, ®)?

E (Z h(ac,(I))) _ / S bz, 0) P(dy) = / E(h(z, ®)||z)A(dz)

zed TEP

esta igualdad se obtiene de tomar una particién { Dy} del
espacio y tomar limite con Dy — dzx.

e Si se define P,(Y) = P(® € Y||z), resulta que:

E(Zh(x,@)) = / / h(z, ) Py(dp)A(dz)

zed



Distribucién Palm - Introduccién Informal

e En el caso estacionario se tiene que:

(th<b>_)\// (z,0) Py (dy)da

zed
= A// z, ) Po(dp)da

y se conoce como la férmula refinada de campbell.



Distribucién Palm - Introduccién Informal

e En el caso estacionario se tiene que:

(th<b>_)\// p)dzx

red
= A// z, pg) Po(dp)dx

y se conoce como la férmula refinada de campbell.

e Si h(xz,¢) = f(x) se recupera la férmula de campbell:

(gom) () o



Distribucidon Palm - Introduccién Informal
e Consideremos el siguiente caso particular:
Y ={¢:p(B(0,7)) =1} y la funcién h: RY x M — R tal
que
h(z, ) = 1p(z)ly (p—)
para B € B? acotado.

e Se quiere evaluar la cantidad media de puntos en B cuyo
vecino mas cercano estid a mas de r, es decir:

E(Zux,«b)) — / S 1y (p)Po(dg) = Ava(B)Py(Y)

zed repNB

e Esto inspira la definiciéon de Matthes:

RY) — A;@ [ [ 1a@1vte-piap)

1
= WE/IB(x)ly(@x)q)(dx)
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Distribucién Palm - Definicion de Matthes

R(Y) = )\VdB // P(dy)

_ Md a " / 13()1y (B, )®(dx)



Distribucién Palm - Definicion de Matthes

Py(Y) = Md ) / / )P(dy)
= ot ey @)

e Observar que lo anterior no depende de B



Distribucién Palm - Definicion de Matthes

Py(Y) = AleB//1B(ac)ly(@_gg)P(dw)
= ot ey @)

e Observar que lo anterior no depende de B

¢ SiY ={¢:0 € ¢} entonces resulta que:
P(Y)=P@®ecY|0)=1

bajo la probabilidad Palm siempre hay un punto en el origen.



Formula de Inversion

Como se relaciona Py con P:

P(®(B) = k) = E (1o(p)=k) = %E ( > 1{<I>(B):k}>

ze®PNB

1
::kf7<§:181wwm=m>

zed
A
= k//131{<1>z(B):k}P0(d(P)dx

zzég@dm:mm



Formula de Inversidn

Como se relaciona Py con P:

P(®(B) = k) = E (1o(p)=k) = %E ( > 1{<I>(B):k}>

ze®PNB

1
::kf7<§:181wwm=m>

zed

A
= k//lBl{<I>I(B):k}PO(d(P)dx
:A/%@Am:mm
kJp

Hay versiones mas generales de esta férmula (por ejemplo
considerando los mosaicos de voronoi)



