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Proceso de conteo

B Un proceso estocastico {N; : t > 0} es un proceso de conteo
si:

® N, es natural para todo t.
® Ny =0.
® Si s < t, entonces Ny < N;.
B N; cuenta el nimero total de eventos que ocurren en [0, t] y
N — Ns cuenta el nimero de eventos en (s, t].
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Incrementos independientes y estacionarios

B Un proceso de conteo NV tiene incrementos independientes si
son independientes

Ne—Ng, N, — N, VO<s<t<u<v

es decir que el nimero de eventos que ocurre en intervalos
disjuntos son v.a. independientes.

B Un proceso de conteo N es estacionario si, para cualquier
s < t, la distribucién de Ny — Ns depende sélode t — s
(longitud del intervalo).
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Proceso de Poisson: definicion

B T3, Tp,...iid. con distribucién exponencial de pardmetro A

W Sedefinelava. S, =7, T;

B N = {N;:}icr tal que Ny = #{n: S, < t} es un proceso de
Poisson de pardmetro A

N

¢
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Propiedades del proceso de Poisson

B Es un proceso de conteo.
B Es estacionario y tiene incrementos independientes.

B N:i s — Ns tiene la misma distribucién que N; y es Poisson de
parametro A;

()\t)ke_/\t

P(Nt+s—N5:k): kl
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Definiciones equivalentes (1)

Un proceso N es un proceso de Poisson de pardmetro A si:
B es un proceso de conteo
B tiene incrementos independientes

B N, tiene distribucién de Poisson de parametro At.
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Definiciones equivalentes (2)

Un proceso N es un proceso de Poisson de pardmetro A si:
B es estacionario
B es un proceso de conteo
B tiene incrementos independientes

B se cumple que:
® P(N,=0)=1—\h+o(h)
® P(N,=1)=\h+o(h)
® P(N,>2)=o(h)
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Suma de procesos de Poisson

Sean N, N2, ... N¥ procesos de Poisson independientes de
pardmetros A1, Ao, ..., A\x. Entonces el proceso N definido por

k
Ne=> N
i=1

es un proceso de Poisson de parametro
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Division de un proceso de Poisson

Sea {N; : t > 0} un proceso de Poisson con pardmetro A.

Supongamos que en cada tiempo que un evento ocurre, éste
es clasificado como tipo | con probabilidad p y como tipo Il
con probabilidad 1 — p, de manera independiente.

Sean N}y N? respectivamente el ndmero de eventos de tipo |
y de tipo Il hasta el tiempo t.

Entonces, N! y N? son procesos de Poisson independientes
con pardmetros Ap y A\(1 — p).
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Introduccion

La teoria de colas se ocupa de estudiar sistemas con la siguientes
caracteristicas:

Proceso(s) de servicio

Proceso
entrada

Salida

>

5

Nos interesard estudiar la cantidad de clientes en el sistema y/o en
la cola, el retardo, tiempo de espera, pérdidas en el sistema,etc.
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Notacion de Kendall

La primera letra indica el proceso de entrada , la segunda la
distribucién del tiempo de servicio y la tercera el nimero de
servidores.

B M/M/1 Poisson/Exponencial /1 servidor (M = Poisson, sin

memoria)

B M/G/1 Poisson/General/1 servidor

B D/G/n Deterministico/General /n servidores

B E/G/oo Erlang/General/Infinitos servidores

Se puede agregar tamafio del buffer, disciplina de servicio, etc..
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Caracteristicas

Es el modelo mas simple.

B Los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de
pardmetro A\ (tiempo entre llegadas exponencial).

B Son atendidos por un solo servidor donde el tiempo de servicio
es exponencial de pardmetro .

B La disciplina es FIFO (First In First Out).

B Se puede pensar como un enlace con capacidad C constante

al que arriban paquetes de tamaifio exponencial de pardmetro

u/C, separados tiempos exponenciales de parametro \.
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Cadena asociada

B Vimos que no hay arribos simultdneos. Se prueba que
tampoco hay arribos y partidas simultdneas.
B Sea X; la cantidad de clientes en el sistema en el instante t.

B X; es una cadena de Markov homogénea en tiempo continuo
con espacio de estados discreto (pero infinito).

1

-

OESCERSCICRNCN

i
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Generador infinitesimal

B El generador infinitesimal de la cadena es

~ A 0 --.-
p_ po—(p+A) A0
0 Iz

—(p+X) A

B Las probabilidades de transicién de la cadena incluida son

A
Pii+1 = )\7 Pii—-1 = K

+ A+

ne

Modelado y Andlisis de Redes de Telecomunicaciones e Teoria de colas 17/71



Ergodicidad

B E es infinito. La cadena es irreducible y recurrente positiva (y

por lo tanto ergddica) siempre que A < p.

B En ese caso se dice que el sistema es estable y p = 2 se

"
interpreta como la carga del sistema.

B Existe una unica distribuciéon Iimite 7es; que verifica 7Q =0
(i.e. las ecuaciones de balance)
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Ecuaciones de balance

Si mest €s la distribucion invariante, planteando el sistema
Test @ = 0 (ecuaciones de balance) y definiendo p = % se tiene que

7Test(k) = pkﬂ'est(o)

y por normalizacién
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Distribucion invariante

W Si la utilizacién p = % < 1 la serie converge y
Test(0) =1 —p
M La distribucién invariante es
Test(k) = (1= p)p*

B El ndmero de clientes en estado estacionario tiene distribucion
Geométrica de parametro p.
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Nudmero medio de clientes

B Si N, es el numero de clientes en el sistema en estado
estacionario, el nimero medio de clientes en el sistema es

s:st Z k7Test = Z k(l - p)pk
k=

p
E(Nsist) —
1-p
B Si Ny, es el numero de clientes en la cola en estado
estacionario, el nimero medio de clientes en la cola es

o

cola Z - 1 7Test ) = Z(k - 1)(1 - p)pk
k=1 k=1
2
E(Ncola) = lp_ P
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Retardo vs utilizacion
El retardo medio en el sistema depende de la cantidad media de

clientes P
E(Nsist) - Tp

100

sist)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p
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Jitter vs utilizacion
La varianza del nimero de clientes en el sistema es una medida del

jitter
p
Var(Nest) = "
(1-p)
100 H
——media i
80 “~“varianza |
i
t
60r i
i
i
40 ,"'
,l
II
201 7
///
e I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p
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Tiempo de espera en la cola

B Sea T, el tiempo de espera en la cola del cliente n (tiempo
entre que llega y comienza a ser atendido).

B Sea Y, la cantidad de clientes en el sistema al momento del
arribo del cliente n.

BmSiY,>1(siVY,=0, T,=0) entonces

Yo—1

Tn Z Sk + Sn Y,

k=1

donde Sy es el tiempo de servicio del cliente k y g,,_yn es el
tiempo residual del cliente que esta siendo servido.
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Tiempo de espera en la cola

B Los tiempos de servicio y el tiempo residual son exponenciales
de parametro i, de donde:

Yn
T.=> S
k=1

con S; ~ exp(yt) e independiente de Y),, entonces:

E(Teois) = E(Tn) = E(Y2)E(S}) = 12;

B Observar que el tiempo medio en la cola y el nimero medio de
clientes en la cola verifican

E(Ncola) = AE( 7-cola)
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Tiempo en el sistema (Media)

Sea Tiist el tiempo de espera en el sistema (tiempo entre que
un cliente llega y sale del sistema).
El tiempo medio en el sistema es:

E ( Tsist) = /5 ( 7_co/a) +E ( Tservicio)
Entonces:
p 1 1 1 1
U l—pp o p(l-p)  p—A
Como antes, el tiempo medio en el sistema y el nimero medio
de clientes en el sistema verifican:

E(Nsist) = )\E( Tsist)

Esta relacién se conoce como férmula de Little y es vélida
en contextos mucho mds generales (tipo caja negra).

Es facil obtener la distribucién del tiempo de estadia en el
sistema.
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Tiempo en el sistema (Distribucién)
B Ademads del valor medio se puede hallar la distribucién del
tiempo de espera:

Yn+1

Tsist - 7_n + Sn = Z SL
k=1

donde Y, ~ Geo(p) y S, ~ exp(y) independientes

B Entonces:
N+1
P(Toist < t) = ZP(ZSk<t> = N)
N=0
N+1
donde Z S tiene distribucién Erlang(N + 1, 1)
k=1

B Se obtiene que Tyt ~ exp(p — A)
B Con las mismas ideas es posible obtener la distribucién del
tiempo de espera en la cola.
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Tamano de paquetes vs eficacia

B El mismo volumen de informacién puede ser transmitido por
paquetes de tamafio medio 1/ y tasa de envio de paquetes A
o con paquetes de tamafio medio 1/mu y tasa mA (m > 1).

B La utilizacidn serd la misma (mismo p) y en consecuencia el
nimero medio de paquetes en la cola serd el mismo.

B Sin embargo los retardos son diferentes: paquetes de mayor
tamano implican retardos mayores.

B Paquetes de menor tamafio implican menor eficiencia
(volumen de informacién Atil vs. control).
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“PASTA” Poisson Arrivals See Time Averages.

B Se considera un sistema de colas en estado estacionario, con
arribos seglin un proceso de Poisson.

B La probabilidad de que un cliente al llegar encuentre al
sistema en el estado i es igual a la probabilidad estacionaria
de que el sistema se encuentre en dicho estado.

W Sean {A,}r=0,.. . €l conjunto de los momentos en que llegan
los clientes. Entonces

p(i) = P(Ny- = i) = P(Nsist = i) = Test (i)

B Ejemplos

@ La probabilidad de que al llegar un cliente encuentre el sistema
vacio es la probabilidad de que el sistema esté vacio.

@® En un sistema con colas finitas, la probabilidad de que al llegar
un cliente sea rechazado es la probabilidad de que el sistema se
encuentre en el estado correspondiente a esa cantidad de
clientes en espera.
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iVale PASTA en otros casos?

Supongamos arribos deterministicos cada 10 s y tiempo de
servicio deterministico cada 9 s.

T

1]
910 20 30 30 39

Cuando un cliente arriba el sistema estad siempre vacio, por lo
tanto la probabilidad de que este observe un cliente en el
sistema es p(1) = 0.

Sin embargo la probabilidad de que exista un cliente en el
sistema es mest(1) = 0,9

Los promedios que ven los clientes no son necesariamente el
promedio temporal.
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Caracteristicas

Proceso de arribos Poisson de pardmetro .
Tiempos de servicio exponenciales de parametro .
Tiempos de servicio y entre arribos independientes.

Nsist(t) niimero de clientes en el sistema en tiempo t.

{Nsist(t) : t > 0} es una cadena de Markov de tiempo
continuo.

Las transiciones entre estados dependen de Ay pu.

B Vale la férmula de Little: si Tgjst Y Nsjsr son el tiempo en el
sistema y el nimero de clientes en estado estacionario

E(Nsist) — )\E( Tsist)
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El proceso M/M/1/K

B Es un proceso M/M/1 con tamaiio de buffer finito.
B A lo sumo hay K clientes en el sistema.

B Los clientes que arriban cuando el sistema esta lleno (K
clientes) son descartados.
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Distribucién invariante y probabilidad de pérdida

B Aplicando las ecuaciones de balance del sistema (coinciden
con las del sistema M/M /1), se obtiene la distribucién
invariante:

7Test(”) = pnﬂ'est(o)’ n=0,...,K
B Siempre existe distribucién invariante (Geométrica truncada):

1-p

mest(0) = k71

B La probabilidad de pérdida (PASTA) es:

YR 1 _ 8
P(pérdida) = mest(K) = (]_pp}Zil

B Ejercicio: relacién con la probabilidad de sobrepasar un umbral
en un sistema M/M/1.
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El proceso M/M/C

B C servidores.

B Si el cliente que arriba encuentra n clientes en el sistema
entonces
® si n < ¢ es encaminado a cualquier servidor libre
® si n > c va a la cola de espera
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Distribucion invariante

B Distribucidn invariante: aplicando las ecuaciones de balance
con p = \/u se tiene
o
West(’) = Fﬂ-est(o) Sl < C

i—-c pC
7"—est(i) = (%) %West(O) si> C

B La distribucién invariante existe si A\/Cu < 1, con

0= ([S2] 5 (20))

B Expresidn analitica pero no muy tratable...
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Férmula Erlang-C

La probabilidad de, en estado estacionario, encontrar todos los
servidores ocupados (Erlang-C) es:

P(ocupado) = P(Nss > C)
= Z 7resl“(n)
n=C

- £ <1_1p/c> e 0)
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Desempeiio de la cola

B Si Ny, es el nimero de clientes en la cola

£e ) ) pC—‘rl
E(Ncola) = _ZC(’ - C)"Test(’) = (C — p)2(C — 1)!7Test(0)

B Si T, es el tiempo de espera en la cola, usando Little

C+1
pCt

A(C—p)(C-1)

E( Tcola) = !TFest(O)

W ; Distribuciéon del tiempo de espera en la cola?
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Desempeiio del sistema

B Si Tgst, Tcola Y S son los tiempos de espera en el sistema, en
la cola y el tiempo de servicio se tiene

pC+1 1
E(Tsist) = E(Tco/a) + E(S) = )\(C — p)z(C — 1)!7rest(0) + p

B El ndmero medio de clientes en el sistema se obtiene usando

Little
C+1

E ( Nsist) a

T (Coppc—i "’
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El proceso M/M/C/C

B Es un proceso M/M/C con pérdidas.

B No hay espera, si el cliente llega y el sistema esta lleno (C
servidores ocupados) se descarta.
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Distribucion invariante

B Aplicando las ecuaciones de balance del sistema (coinciden
con las del sistema M/M/C), se obtiene la distribucién
invariante:

n

7Test(n) = %ﬂ'est(o)a n=0,...,C

B Siempre existe distribucién invariante:

C pk -1
7Test(0) = (Z k')
k=0

B Erlang B: la probabilidad de bloqueo o pérdida es mest(C)
(estamos usando PASTA).
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El proceso M/M /o

B jEjercicio!
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Multiplexado de recursos

B Comparar el desempeio de los siguientes sistemas:

1. Arribos Poisson de intensidad A y dos servidores con tiempo de
servicio exponencial de pardmetro i y una sola cola.

2. Arribos Poisson de intensidad A y un servidor con tiempo de
servicio exponencial de parametro 2 y una sola cola.

3. Dos colas separadas con arribos de intensidad \/2 y tiempo de
servicio exponencial de pardmetro (.

B ; Cudl es la carga de cada uno de los sistemas?
B ; Numero medio de clientes?

W ; Tiempos de espera?

m Modelado y Andlisis de Redes de Telecomunicaciones e Teoria de colas 43/71



Contenido

© El proceso M/G/1

% Modelado y Anilisis de Redes de Telecomunicaciones e Teoria de colas 44/71



Definicion

B Proceso de arribos: Poisson de parametro \.

B Tiempos de servicio i.i.d. siguiendo una distribucién cualquiera
con media 1/p.

B Los tiempos de servicio son independientes del proceso de
arribos.

B Caso particular: M/D/1 (tiempo de servicio deterministico).
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Caracteristicas

B La cantidad de clientes en el sistema en tiempo t (N(t)) no es
un proceso markoviano (por ejemplo si el tiempo de servicio es
deterministico).

® para pasar del estado n al estado n— 1 (salida de un cliente)
depende de cuanto tiempo hace que el cliente estd en el
sistema (no hay pérdida de memoria)

B No se puede calcular la distribucién estacionaria en general.

B Calcularemos el tiempo medio de espera en la cola sin conocer
la distribucién estacionaria (férmula de Pollaczek-Khinchin).
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Notacion

B W, es el tiempo de espera del cliente i.
B X; es el tiempo de servicio del cliente .

B A; es el niimero de arribos durante el tiempo de servicio X; del
cliente i.

B Q; es el niumero de clientes en la cola cuando arriba el cliente
i (excluido el cliente en servicio).

B R; es el tiempo residual del cliente i.
B D; es el nimero de partidas del sistema en (0, t].

B A; es el nimero de arribos al sistema en (0, ¢].
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Formula de Pollaczek-Khinchin

B El tiempo de espera para el cliente i es

i—1
Wi=Ri+ Xii + X2+ +Xi_g, =Ri + Z Xy
k=i—Q;

B Tomando valor esperado de ambos lados
E(W) = E(R) + E Z Xic | = E(Ri) + E(X)E(Q)
k=i—Q;

B En estado estacionario y por PASTA

E(W) = E(R) + E(X)E(Q)
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Formula de Pollaczek-Khinchin

B Aplicando Little para la cola
E(Q) = E(W)

B Sustituyendo en la ecuacién E(W) = E(R) + E(X)E(Q) se
tiene

E(W) = E(R) + E(X)AE(W) = E(R) + pE(W)

de donde
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Tiempo residual medio

ShJ D

X X
! 2 Dir)

R(1)

B R; tiempo residual en funcién del tiempo.

B Consideremos t tal que R; = 0 (cola vacia). Sea D; el nimero
de partidas en (0, t] y asumimos que Ry = 0.

B En estado estacionario se cumple que

1 t
E(R) = lim / Rsds
0

t—oo t
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Tiempo residual medio

% X X
B De la gréfica
D
1/t 1 o= X?
= Rsds = — :
t/o S ; 2

B Entonces

E(R) = L im 772%

2 t—oo
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Tiempo residual medio

B Por conservacién de la masa se cumple:

B Ademais

2 _ - 2
t';";thZX —,,';rzo,,ZX

B Entonces el tiempo residual medio es
1
E(R) = 5AE(xz)

B De donde:
_AEX?)
FW = 20)

B No depende solo de la media sino también de la varianza:
tiempos de servicio muy dispares producen mayores retardos
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Desempeiio del sistema y de la cola: tiempos

B Sea W el tiempo en la cola y X el tiempo de servicio.
Probamos que:

ME(X2)  p 11+ C?

21-p) l1—pp 2

B Sea T es el tiempo en el sistema. Entonces el tiempo medio
en el sistema es

E(W) =

2
E(T) = E(W) + E(X) = ;('i(fp)) +;

B Comparar con los resultados obtenidos para una M/M/1.
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Desempeiio del sistema y de la cola: namero de
clientes

B Se obtienen a partir de la férmula de Little

B Sea Q el niimero de clientes en la cola.

N2E(X?)
E(Q)=XE(W) = ——2
B Sea N el nimero de clientes en el sistema.

2 2
E(N) = \E(T) = ;(f(_)(p))
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Distribucion estacionaria: Método de la cadena
incluida

B Sea N; el ndmero de clientes en la cola: N; no es un proceso
de Markov.

B Sea 7 el instante de partida del sistema del k-ésimo cliente y
Ny = Ny, .

B El nimero de clientes N, en el sistema inmediatamente
después de la partida del k-ésimo cliente es una cadena de

Markov en tiempo discreto (depende de Ny pero no de los que
se fueron antes).

4
4
|4

Dit)
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Distribucion estacionaria de la cadena incluida

M La distribucion estacionaria de N; coincide con la distribucion
estacionaria mest de Ny (arribos y partidas vienen de a pares).

B 7,(n) = P(Nk = n) es la probabilidad de que haya n clientes
en el sistema al partir el k-ésimo cliente y

Test = lim my(n)
k—o0

N —1+V N, >1
B Se tiene que N1 = x + Vit K=" donde Vi es
Vi1 Ny =0
la cantidad de arribos durante el servicio del cliente k.
B Se pueden calcular las probabilidades de transicién (o al
menos estimarlas numéricamente).
B También se puede obtener la transformada z de 7eg;:
1—p)L(N—Az)(1—
() = (L=ALA = A2)(1—2)
LA—Az)—z

donde p = A/u y L es la transformada de la Laplace del

tiempo de servicio.
Modelado y Andlisis de Redes de Telecomunicaciones e Teoria de colas 56/71



Processor Sharing

B El servidor divide su capacidad equitativamente entre todos
los clientes presentes.

B Version idealizada de Round Robin: el servidor reparte slots de
tiempo de tamaiio § a cada cliente

® si hay N clientes el tiempo residual de cada uno de ellos
decrece a tasa 1/N

B PS y FIFO tienen la misma capacidad (p), mismo ndmero
medio de clientes y el mismo tiempo medio de espera

B Sin embargo la distribucién de los tiempos de espera son
diferentes

® El PS penaliza clientes con tiempos de servicio largos y la
penalidad es proporcional al tiempo de servicio (fairness)
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Contenido

© Redes de colas
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Redes de Colas

B Se considera un sistema M/M/1 o M/M/C, con tasa de

arribos A, en estado estacionario. Entonces:
@ El proceso de partida es Poisson con tasa \.
® En cada tiempo t, el nimero de clientes en el sistema es
independiente de la cantidad de partidas anteriores a t.

Poisson Poisson

ﬁ—-jm—. e {
NS | L B

o IIFO— TIFo—

Poisson
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Redes de Colas

B Se considera un sistema M/M/1 o M/M/C, con tasa de

ne

arribos A, en estado estacionario. Entonces:

® El proceso de partida es Poisson con tasa A.
® En cada tiempo t, el nimero de clientes en el sistema es
independiente de la cantidad de partidas anteriores a t.

P j]]]]]ﬁ? Poisson
. 4 o

o

A no Poisson
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Reversibilidad

B Para el anélisis hay que observar el proceso X; = X7_; para
un T fijo.

B Se dice que X; es reversible si X tiene la misma distribucién
que X;.

B Las probabilidades de transicién para X; son:

_ j
pi(t) = pi(t)
1
_ i
q;(t) = qj,-—w”_

Observar que no depende de T: X; se puede definir V € R.

B X; es reversible si y solo si 7;g;; = 7;qji (ecuaciones de
balance detalladas).
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Reversibilidad

B Ecuaciones de balance global (7Q = 0):

E Tjqji = i § qjj
J#i JF#i
B Si se verifican las ecuaciones de balance detalladas, se
verifican las globales.

B Los procesos M/M/*/* son reversibles y se cumple el
siguiente resultado:
Teorema de Burke: el proceso de partidas D = {D;} donde
D; es el nimero de clientes que abandonan el sistema en el
intervalo [0, t] es un proceso de Poisson de pardmetro A.
Ademds X; es independiente de Ds para todo s < t.
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Reversibilidad

B La clave para estudiar las redes de colas es el siguiente
resultado:

® Sea X CMTC con generador infinitesimal Q = (g;)jice y 7 un
vector de probabilidad en E. Se define @ = (q;;) como

G: = gi~~. Si se cumple:
a5 = i ple:

Zaij = Zqij (1)

i) i)
entonces:

e 7 es la distribucién estacionaria de X
® Q@ es el generador infinitesimal del proceso X

B Si se tiene un candidato a distribucidn, basta verificar la
ecuacion (1).
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M/M/1 en tandem

Poisson Poisson

—~ [ ~, il
— [Fe—_-eg-

B Proceso de arribos: Poisson de parametro \.

B Tiempos de servicio: exponenciales independientes de
pardmetro pj, i = 1,2.

B Condicién de estabilidad: p; = \/p; < 1.

B N nimero de clientes en el sistema, N = (Ny, Np) donde N; es
el nimero de clientes en la cola /.
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M/M/1 en tandem

i Cudl es la distribucién en estado estacionario de Ny y Np?

Test(n1, m2) = (1 — p1)p7 (1 — p2)p5? = mage(n1)2e(n2)

N»(t) depende de los arribos a la cola 2 anteriores a t (i.e. las
salidas de la cola 1 antes de t) y por lo tanto son
independientes de N (t).

En general, la distribucidn estacionaria para el caso de m colas
en cascada de tipo M/M/1, con tiempos de servicio
independientes entre si, es:

ﬂ—est(nlvn%--'a”m) = (l—p,) = rlm lﬂest(n)

Los tiempos de espera en cada fila también son independientes
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Redes de Jackson abiertas

Los clientes arriban desde el exterior.

Una sola clase de clientes.

Proceso de arribos: Poisson de parametro A.
Cantidad de nodos: m.

Un solo servidor en cada nodo con tiempos de servicio
exponenciales independientes, sin pérdidas (cola infinita).

Ruteo probabilistico.

Ly u

4 Ay
HTFO—_ D
LY L

|
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Ecuacion de flujo

Sea pjx la probabilidad de un cliente que termina su servicio
en el nodo j se dirija al nodo k, j,k=1,...,m.

Sea pox la probabilidad de un cliente que arriba lo haga al
nodo k.

La tasa de arribos al nodo i es:
m
Ai = Apoi + Y AP
k=1

La ecuacién anterior (“ecuacién de flujo") tiene una Unica
solucién positiva.
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Teorema de Jackson

B Sea NN/ el nimero de clientes en el instante t en el nodo i.

B El proceso de Markov N, tal que Ny = (N}, ..., N™) describe
la cantidad de clientes en el sistema.

B Teorema de Jackson: Si (A1,...,Am) es la solucién de la
ecuacién de flujo, y el sistema es estable (\; < p;), el proceso
N tiene una distribucién invariante dada por:

7Test(n17 n,..., nm) == 7;1(1 - pi)p;v = n;’;lwést(ni)

donde 7l es la distribucién invariante de una fila M/M/1
con tasa de arribo \; y tasa de servicio p;.
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Teorema de Jackson

El sistema es equivalente a un conjunto de colas M/M/1.

A Uy ,‘:"4

Ry i
— B s
:|:|:|:|:|:|_‘\ ~ \\'_/

Ay — IO
Ay O

Ag—— O
A A
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Desempeiio de cada nodo
B El tiempo medio de espera en el nodo i es

1 1

E(TH) = =
(7) (1—pipi  pi— XN

B Luego en el sistema es

B Por Little nimero medio de clientes en el nodo i es

E(N") = \E(T) = s

B Y en el sistema es

Pi
prl b

m
4
I
|
=
Il
| =
Mz
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Otros ejemplos

B Redes de Jackson cerradas: el nimero de clientes en el
sistema es constante (no hay arribos ni partidas del exterior)

@ Hay solucién de la ecuacién de flujo pero no es unica. Las filas
no se pueden tratar como independientes.
® Mean Value Analysis: expresar los pardmetros de performance
(en media) del sistema con N clientes en funcién de los
mismos parametros para un sistema con N — 1 clientes.
e Se basa en que la distribucién del estado de la red en el
momento de una transicién coincide con la distribucién de la
misma red con un cliente menos.

B Redes de Whittle: insensibilidad a la distribucién del tiempo
de servicio.
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