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Cadenas de Markov
Tiempo Discreto

Modelado y Analisis de Redes
de Telecomunicaciones




Motivacidon - Ejemplo 1

B Sea un enrutador al que arriban
paquetes de otros (varios) routers

—> —>
—> >
—> —>
—> —>

® Cuando mas de un paquete llega a la misma
vez a alguno de los puertos de salida, el

ultimo en llegar se almacena en un buffer
® Pregunta: écomo dimensionar el buffer?




Motivacidon - Ejemplo 2

B Sean un conjunto de usuarios de teléfono

® Cuando todas las lineas estan siendo
utilizadas, las nuevas llamadas son
rechazadas

® Problema: écuantas lineas contratar?




Motivacion - Ejemplo 3

B Sean un conjunto de paginas en una web
cualquiera (la internet o un conjunto de ella)

>

.

& » ,  ‘

(Cudl es la importancia de cada péagina?
® /cantidad de paginas que apuntan a ella?

® les lo mismo que el link venga de cualquier
pagina?
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Motivacion

® En ambos ejemplos, hacer un analisis
deterministico no es una opcion

® Al ser un sistema asincrono, los paquetes pueden
llegar en cualquier momentoC?/ tienen un tamano
cualquiera (al menos dentro de cierto rango)

® | as llamadas telefonicas pueden llegar en cualquier
momento y su duracion es totalmente arbitraria

B Sin embargo...

® | 0s paquetes de 1500B son mas frecuentes (o con
probabilidad mayor) que los de 10B

® Las llamadas largas son menos frecuentes (o con
probabilidad menor) que las llamadas cortas

® Por lo tanto, un enfoque probabilistico del
problema nos dara mejores resultados
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Proceso Estocastico

B Hay veces que lo importante no es un valor
unico, sino una sucesion temporal (aleatoria)
® Cuantos paquetes hay en el buffer en cada instante t

® Cuantas llamadas estan siendo cursadas en cada
instante t

® Un proceso estocastico le asigha a cada
elemento del espacio muestral S una funcidn

en t (sucesidon de variables aleatorias)

® A cada elemento w de S se le asocia una funcién X, ()
« Para un valor de w, X,(w) es una funcién temporal
« Para un valor de t, X,(w) es una variable aleatoria
« Para un valordety w, X (w) es un valor fijo

® Generalmente la funcién X,(») para un o dado, es
llamado realizacién del proceso o trayectoria




Proceso Estocastico

B Espacio de estados

® E| conjunto de posibles valores que puede tomar
X,(w) (continuo o discreto)

B Espacio de parametros

® E| conjunto de posibles valores que puede tomar
t (continuo o discreto)

® Algunos parametros de interés:
® Distribucion temporal: la distribucion de la v.a. X,
para un t dado

® Dijstribucidon estacionaria: la distribucion de la
v.a. X, cuando t—= (si existe)
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Proceso Estocastico

B Algunos parametros de interés (cont...)

® Estadisticas de orden n (o distribuciones

finito-dimensionales)
Fx, .. x, (T1,...,2n) = P(Xy, <@q,..., Xy, <p)

para todos los posibles conjuntos {t,,...,t }

® Ejemplos:
* Estadistica de orden 1:

— la distribucién estacionaria
— |la esperanza para un t dado

e Estadistica de orden 2: la covarianza

Rt,s — E{(Xt — Xt)(Xs — XS)}




Procesos Estacionarios y Ergddicos

B Proceso estacionario

® E| proceso es estacionario cuando las estadisticas de todos
los drdenes permanecen incambiadas por una traslacién
temporal

FXt1+T ..... thJrT(J?l,...,:Cn):Fth ,,,,, th<x1,...,.’]3n) \V/’fl, th,...,tn

® Mas sencillo de verificar es un proceso estacionario en el
sentido amplio (la media y la covarianza son invariantes)

X; = constante, Riyrs4r =Ry s VT

B Proceso ergddico
® La estadistica de X,(w) para un o dado es la misma que la
de X, para un t dado

® Consecuencia practica: con una Unica realizacion (infinita)
del proceso puedo obtener toda la estadistica de X,(w)
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Procesos de Markov

B Un proceso estocastico es de Markov si:

P(th+1 < Zlfn_|_1|th — Tn,y .- 7Xt1 — xl) — P(th+1 < :Cn_|_1|th — LL'n)
Vn, Vt1 < ... <t,

® | a condicidén se puede interpretar de varias maneras:
 El futuro de un proceso de Markov depende Unicamente del
estado actual (y no de como se llegd a él)
* El estado actual de un proceso de Markov es toda la
informacidén que se necesita para caracterizar el futuro
* Dado el estado actual, el futuro y el pasado son indeptes.

B ;Se pueden analizar mediante procesos de
Markov los ejemplos que dimos al comienzo?
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Cadena de Markov -Tiempo Discreto

B Una cadena de Markov en Tiempo Discreto

(CMTD) es un proceso de Markov con:

® Espacio de estados E discreto (finito o no)
* Un sub-conjunto de los naturales

® Espacio de parametros discreto también (t =
0,1,2...)

BEsdecir x={x,:n=0,1,2,...}
0
X =X,;neN tal que X, (w) € {0,1,2,...}

M| a condicion resulta:
P(Xn—l-l :]|Xn = lpye-e, X0 = ZO) — P(Xn—l—l :]‘Xn — Zn)
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CMTD - Definicion

B E| proceso esta caracterizado por las
probabilidades de transicidn del estado i al
j en el instante n

P(Xy41 = jlXn = i) = pij(n)
B Estas probabilidades describen la
evolucién del sistema

B De aqui en adelante asumiremos
nomogeneidad: p,(n)=p,

B [nteresa estudiar P(X, =i)

* Probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado i en tiempo n
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CMTD - Ejemplo

B Una persona navegando la web:
® E| usuario sblo hace click en los links que le aparecen
en cada pagina (por ahora...)
® En cada pagina, elige entre los links al azar sin
recordar su eleccidn anterior
® /Xn={pagina elegida por la persona} es una cadena
de Markov? 5
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CMTD - Grafo Asociado

B [ a3 manera clasica de representar la
cadena es mediante el denominado grafo

asociado
AN > 5 Y
n L3 R
/ 1/2 P
k\ 1 4 1/2 1/2 g
- L
‘ 2 - 4
A 4 1/2 g P
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CMTD - Matriz de Transiciones

B Otra manera de representar la cadena es
mediante una matriz, llamada matriz de

transiciones: P = (pi;)
B Es una matriz estocastica :
Pij 2 0

Y Pj=1 VicE

J

0 /1/2 1/2 O 0 0 7
O/ 0\1/2 1/2 O 0 .
0l 0 | 0—0 0 | robabi
— probabilidades de
P 0 0 0 @' pasar a los otros
Columnaj: 0 0 172 0 0 1/2 estados desde i
probabilidades de (debe sumar 1)
llegar a j por los -0 0 0 0 0 1

otros estados
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CMTD - Distribucion

B Se [lama ley o distribucién de X en el instante n al
vector m, (quiza infinito) n,=(m,(/))..

B 1 es un vector de probabilidad: Sx, (j)=1 vy =, (j)=0
B En particular se llama ley o distribucién inicial a =,

B Conociendo la ley inicial y las probabilidades de
transicion queda completamente determinada la

probabilidad de una trayectoria

® En el ejemplo del navegador, si arranca en 6 queda ahi
por siempre
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CMTD - Distribucion

®m (Cuanto vale x,,,?

mnt1(f) = P(Xnt1 = j) =ZP ni1 = J|Xn = 0)P(X, =)

=4 7-‘_n—l—l Z 7Tn ng

ST+l = 7TnP

® Por recurrencia vale: Tp = moP"
B Probabilidad de pasar deiajen n pasos

P =P (X = j|Xm =)= P" = (pf)
® Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov ver

(n+m) Z pgzl)pg)
keE
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CMTD -Distribucion

B Tomemos la siguiente cadena sencilla:
p_ 0666 0333

1/3 b2 _ 0511 0.489
| 0.293  0.707
<
Sl > 45 s _ (0439 0.561
2/3 / P

0.337 0.663

1/5

plo _ 0.375 0.625
~\ 0375 0.625

Después de un cierto tiempo, la distribucién de la cadena
converge a un unico valor sin importar la condicion inicial

B /Esto es siempre verdad? Si no, écuando?

® VVeremos que tiene relacién con la ergodicidadEirg




CMTD - Distribucion Limite

B Se quiere estudiar el sistema (las leyes de probabilidad del
sistema) al cabo de un tiempo largo

B En particular, saber si hay un “régimen asintotico”, es decir
Si

lim 7w, = u
n—00

B | es ley limite de X si existe m,tal que

@ = lim m, = lim 7wy P"

n—oo n—oo
wn(j) = nh_)rr;own = hmz;gwo pw
1€

B En principio las leyes limites (si existen) dependen de i, y
del comportamiento asintético de P

® Para E finito:
® Si P~ converge término a término a M, pu =1, M es ley limite
® Si = Ilimm, entonces u es vector de probabilidad: puede no ser cierto
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en el caso infinito
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CMTD - Distribucion Limite

® Ejemplo anterior (cadena sencilla): Unica distribucion limite

B Ejemplo del navegador: si hubiera mas de una pagina sin

links (como 6) habria mas de una distribucion limite:
® Dependera de 1, y/o del azar

0 1
P=(1 o)
* no existe lim P :

2n 0 1 2n+1 1 0
v _<1 0 S W

- pero si existe ley limite para n, = (1/2 1/2)

B Entonces ébajo qué condiciones se puede asegurar que
exista y que sea Unica? Y en ese caso écomo se calcula?
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Clasificacion de Estados

B Comunicaciéon entre dos estados (i«))
® | 0os estados i y j se comunican si existen my n
positivos tales que p;m > 0y p;m> 0

® Es decir, existe un recorrido que va de/ajen e
grafo asociado y visceversa ~

B Ejemplo del navegador:
®3 -5

B | 3 comunicacion es una relacion 1.

de equivalencia
® Reflexiva, simétrica y cumple la transitiva

® Se puede hacer una particién en conjuntos con la relacién
(cada conjunto se denomina clase de equivalencia)

B Sj existe una Unica clase (todos se comunican
entre si), la cadena se dice irreducible
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Periodicidad

B Sea d(i)=mcd{n: p;m>0} . El estado i es
periodico de periodo d(i) sii d(i)>1; en caso
contrario se dice que es aperioddico

B Ejemplos:
® Se vuelve al estado después de 2, 4, 6, ... pasos,
entonces es periodico de periodo 2 1

N

® En el navegador existen periodicidades “\ﬁ

B Sj p;>0, entonces i es aperiédico 1
B | 3 periodicidad es propia de la clase

.
N
%
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Recurrencia

B Sea f,” (o f (/) la probabilidad de, saliendo del
estado /, volver a | por primera vez en n pasos

B | a probabilidad f;, de volver al estado i en
tiempo finito es:

f(@) =) fali)
n>1
B E| estado j es recurrente sii f, =1

B E| estado / es transitorio sii f,.<1
* hay probabilidad no nula de nunca volver al estado i

B | 0os estados transitorios son aperiodicos
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Recurrencia

B S| el espacio de estados es finito, siempre
existe al menos un estado recurrente

B S| el espacio de estados es infinito, puede no
haber estados recurrentes (e.g. p;;;;=1)

B En términos de las transiciones, un estado es
recurrente sii 3 p;M=o

B Sij es transitorio 3 p,("<w para todo iy
entonces

lim p(n) =0

n—oo ¢
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Recurrencia Positiva o Nula

B Sea M(/) el tiempo medio de retorno al estado:
Z nfa(i)

® S| M(j)=» el estado se denomina recurrente nulo

® S| M(j)<» el estado se denomina recurrente
positivo

B | a recurrencia es propia de la clase (usando1a

caracterizacién anterior)
® Por ejemplo, en una cadena irreducible, si un estado
es recurrente positivo, todos los estados lo seran

B Este valor esta relacionado con la distribucion
limite
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CMTD Irreducible y Aperiddica

Se da Unicamente una de tres posibilidades:
1. Es transitoria: (n)

A py =l ma(7) =0
Mas aun sz(j) <oo Vi,gekl
n=1
2. Es recurrente nula: y E? — lim () = 0
n— 00 n—o0
Mas aun Zpg”) =00 Vi,je kb
n=1
3. Es recurrente positiva:
1
lim p!™ = lim 7, (j) = ——

® Obs: Si E es finito, siempre estoy en el caso 3.
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Ergodicidad

® Una cadena es ergddica si existe un Unico vector
de probabilidad m_ tal que cualquiera sea la ley

inicial i, se cumple que:

Too = llm m, = lIim woP"
n—oo n—oo

® Una cadena irreducible es ergddica sii todos sus
estados son:

® Recurrentes positivos
® Aperiédicos

B Por ser irreducible basta verificar las condiciones
en un solo estado
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Ergodicidad

® En una cadena ergddica, la porcion de tiempo
gue la cadena esta en el estado i es =_(i)

B Ademas, tiene la siguiente relacidon con el
tiempo medio de retorno M(i)

Too(t) = 1/M (i)

Intuicidon: Cada vez que salgo del estado /i vuelvo en
M(i) instantes => estoy 1 de cada M(i) instantes
en |
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Ergodicidad - Caso E Finito

B S| el espacio de estados E es finito entonces las
siguientes son condiciones necesarias y

suficientes
® X es ergddica con distribucién limite x_ sii
e
lim P" =
n—r0oo
- ﬂ-oo —

® X es ergddica sii =1 es valor propio dominante de P con
multiplicidad 1 (y ademas el vector propio asociado es n.)

- Se puede probar tomando en cuenta que por la ecuacién anterior, =,
debe cumplir

T = lim P = ( lim P”) P—r._P

n—oo n—oo

® Una manera de calcular n_ es resolviendo la ecuacién
anterior junto a la normalizacion ¥ n_(i)=1
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Ergodicidad - Caso E infinito

B S| el espacio de estados E es infinito, pero la

cadena es irreducible y aperiddica
® Si existe una distribucién estacionaria de la cadena: i.e.

Too(J) = Zpijﬂw(i) (Too = TooP)

entonces la cadena es recurrente positiva
® Por lo tanto, la distribucidén es Unica y la cadena es
ergddica
® Consecuencia practica: como probar ergodicidad
1 - Verificar irreducibilidad y aperiodicidad
2 - Tratar de encontrar una distribucién estacionaria
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Ecuaciones de Balance

B Sin_es ladistribucion limite entonces es

Invariante:
Too(J) = Zpijﬂw(i> (Too = Moo P)
) e B
B Ademas:
2_pii =1
e B

B Multiplicando las dos ecuaciones y eliminando
el término repetido obtenemos:

Woo(j)Zsz‘ = Zp@'ﬂoo(i)

17 17

e
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Ecuaciones de Balance

B Todo lo que sale (pesado por la probabilidad
de estar ahi) es igual a lo que entra (también
pesado por la probabilidad de estar ahi)
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Ecuaciones de Balance

B | as ecuaciones de balance se pueden
extender a conjuntos S de estados
® Se toma la ecuacién

Too(7) iji — sz‘jﬂoo@)

1€k e B
® Se suma en los estados pertenecientes a S

> Toeld) ) pii =Y PijToc(i)

JES 1€ JESIER
® Y cancelando los términos repetidos resulta:

Zﬂoo(j) iji = Zﬂoo(i) sz‘j

JES 1€S 1€S JjeS
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Ecuaciones de Balance

Zﬂoo(j) iji = Zﬂoo(i) Zpij

JeES 1€S 1¢S5 JjeES

® Fs una ecuacidon sumamente util para encontrar la

distribucion estacionaria
® Escribimos todas las n..(i) en funcion de un n..(j) en
particular, y luego normalizamos
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Bibliografia

B Esto no fue mas que un vistazo a las cadenas de
Markov en tiempo discreto. Por mas info consultar
la web del curso y/o el siguiente material:

® R. Gallager. Notas de su curso en linea “Discrete
Stochastic Processes” o su libro “Stochastic Processes:
Theory for applications”

® “Teoria de Probabilidad” de Valentin Petrov y Ernesto
Mordecki, editorial DIRAC - Facultad de Ciencias, 2008.

® K. L. Chung. Markov chains with stationary transition
probabilities. Springer, 1960-67.

® P. Brémaud. Markov chains. Springer, 1999.

® ?.9F9{£etsnick. Adventures in stochastic processes. Birkhauser,

® \W. Feller. Introduccién a la teoria de probabilidades y sus
aplicaciones. Vol 1. Limusa, 1986.
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