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Objetivos

Generales:

Iniciacion al uso de métodos formales para la
produccion de software correcto por
construccion

Particulares:

— presentacion de laTeoria de Tipos como logica
de programacion

— familiarizacion con ambientes de desarrollo de
programas basados en ese formalismo
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Costruccion Formal de Programas en
Teoria de Tipos

Meétodos formales:
« Loégicas de Programacion

* Teorias de Tipos
 Asistentes de Pruebas

* Cog

* Lenguaje formal para la especificacion de
programas (Teoria de Tipos)

 Razonamiento sobre la especificaciony
demostracion propiedades

« Asistentes mecanicos
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Programa

« Asistentes de pruebas para logicos y
matematicos

— Una presentacion formal de la légica proposicional y
de primer orden

* Asistentes de pruebas para programadores

— Calculo lambda con definiciones inductivas como
lenguaje de programacion funcional

* Pruebas y programas. Especificaciones y Tipos
— Isomorfismo de Curry-Howard

— Extraccién de programas a partir de pruebas

— Caso de estudio: Modelado y verificacion de politicas
de seguridad en VirtualCert
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Capitulo 1: Asistentes de
Pruebas

para Logicos y Matematicos

1. Logica Proposicional




0.Motivacion

Ejemplo: Division

Seanay b € N, b=0.

Calculamos adivbyamodb
simultaneamente haciendo recursion en a:

« 0divmod b =<0,0>
* (n+1) divmod b = let <q,r> = n divmod b
in ifr<b-1
then <q,r+1>
else <q+1,0>
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Division: especificacion y prueba

« Especificacion: Para todos a,b < N tq. b=0
existenqyr tq. a=b.q+r y r<nb.

* Prueba de que el programa es correcto:
por induccion en a:

* 0divmod b=<0,0> = 0=b0+0y0<b
* (n+1) divmod b = supongamos n=b.q+r y r<b.
let <g,r> =ndivmod b luego, sir<h -1
in if r <b-1 entonces n+1 = b.q+(r+1) y
then <q,r+1> » r+1<b

else <q+1,0> sino n+1 = b.(q+1)+0y 0<b
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1. Calculo proposicional

Logica como herramienta para especificar y probar
correccion de programas.

Calculo proposicional

Sintaxis
— variables de proposicion: A,B,C,....
— conectivos: L, A, vV, >, ~, ©
Semantica
— nocion de verdad: existencia de prueba
(l6gica constructivista)
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Calculo proposicional en Coqg

* Prop es la familia de proposiciones

* Declaracion de variables de proposicion:

Variable A B C: Prop
« Conectivos:

— A, VvV, >, 1 son primitivos (/\, \/,->, False)
— ~ Yy <> son definidos:

~a = (o —> 1)
VoeorpB:=(a>B)APp - a)
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Construccion de pruebas en Coqg

Para comenzar:

— Queremos probar cierta formula objetivo
(goal)

— Para ello, utilizaremos diferentes fdcticas que
transforman al objetivo original e introducen
hipotesis adicionales
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Desarrollo de pruebas I6gicas

Situacion general:

— existen varios objetivos a probar, cada uno a
partir de ciertas hipotesis: .

L L Ln , secuenftes
donde: o, O, o, |
—cada I’ es un conjunto de formulas (hipotesis)

de la forma:
HO: v, H1: v4,... HK: V..

— o; €s una formula
— cada o,; debe ser probada a partir de I';
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Tacticas = Reglas de inferencia

Una tdctica transforma un secuente de la
forma:

I
Q;
ril riz rin
en cero o mas secuentes: %it % Qi

tales que probar los ultimos es suficiente
para construir una prueba del secuente
original
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Prueba completa = Arbol

Q <€=== Goal inicial

Y
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Tacticas

caso ftrivial

r
H: o«  assumption  Probado!
ol
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Tacticas (Il)
Reglas de introduccion

introduccion —»

I
I’ intro H H: o
o—>f3 B

* el identificador H es opcional

 variantes: intros, intros H;...H,
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Tacticas (lll)
Reglas de introduccion (cont.)

introduccién v (lzq.)

T left T
a v B 0 /

introduccién v (Der.)

I right r
a v [3 [3
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Tacticas (V)
Reglas de introduccion (cont.)

introduccion A

I split I I
oA o B

“introduccion” L

absurd a

2 |
=

False
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Tacticas (V)
Reglas de eliminacion

eliminacion —»>

I 3
Hiaos B SPPYH 0B
B o
en general:
I 3 3
H: ayoa,... op  GPPYH Y H:

B o oy
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Tacticas (VI)
Reglas de eliminacion (cont.)

eliminacion v

L eimH 1 L

H: avp H: avp H: avp

o) 0—>C B oo
eliminacion A

I : I

elim H
H: anp H: anp

o) o—> B >o
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Tacticas (VII)
Reglas de eliminacion (cont.)

eliminacion _L

I .
H: Ealse elim H Probado!

o)
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Tacticas (VIII)
Oftras tacticas

Utilizacion de lema intermediario
r r I
o cut p B— a B

Explicitacion de la prueba:

I

o exact t Probado!

donde: T debe ser una prueba de O (figura en las hipétesis
de I o es el nombre de un lema ya probado)
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Tacticas (I1X)
Eliminacion de definiciones

Eliminacion de definicion
T I

— unfold not
~QL o —False

Eliminacion de definicion

: fold iff
aop o @>B)AB > )

unfold las hipotesis: unfold nom in A
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Observaciones

 En general:

— si term es una prueba de una
proposicion o (que figura en las
hipotesis o es el nombre de un lema ya
probado), entonces clim rerm, aplica la
regla de eliminacion del conectivo
principal de o.

- apply y elim no se aplican solamente a
hipotesis sino también a lemas
previamente demostrados.
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Esquemas de proposicion

Si demostramos
Variable A:Prop.
LemmalLl: A—> A.
Proof. .. Qed.
La prueba es analoga para cualquier proposicion A.
Un esquema de proposicion se expresa como:
Para toda proposicion A, se cumple A— A.

En Coq este esquema se expresa:
forall A:Prop, A—> A
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Esquemas de proposicion

Instanciacion

Ejemplo:
Si ya demostramos en Coq

Lemma Lid : forall A:Prop, A—> A
Proof.

ded .

Para demostrar ~False — ~False
podemos utilizar exact (Lid ~False).

CFPTT -1.28



2. Calculo proposicional clasico
Principio del tercero excluido:

Para toda proposicion P, se cumple P v ~P

En l6égica constructiva, una proposicion es
verdadera siy solo si podemos exhibir una
prueba.

» Sabemos probar instancias de este axioma, pero no
sabemos probar el esquema pues para cada
proposicion deberiamos exhibir una prueba de ella o
de su negacion ;jcomo hariamos con las conjeturasy
resultados indecidibles?

Ejemplo: sabemos probar 1=0 v ~1=0
no sabemos (hoy) probar P=NP v ~P=NP
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Calculo proposicional clasico

El principio del tercero excluido no se puede
demostrar en la logica constructiva

-> puede agregarse como un AXIOMA

En Coqg este axioma esta declarado en el médulo
Classical y se llama classic.

Require Import Classical.

check (classic A).
(classic A) : (A \/ ~A)
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3. Razonamiento automatizado

Tautologias constructivas

I tauto Probado!

0 /

tauto implementa una estrategia de construccion
de pruebas de tautologias constructivas.

Esta estrategia tiene éxito cuando o es una

tautologia cuya prueba no usa el tercero
excluido.

Construye una prueba.
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Tactica (Semi)Automatica

Aplicacion (hacia atras) de lemas e hipotesis

T auto Probado!
ol
O bien
I auto I
a ol

auto implementa una estrategia de construccion de
pruebas similar a la de Prolog (razonamiento hacia atras)
aplicando lemas e hipétesis. Considera unicamente

aquellos lemas declarados como Hint. Construye una
prueba.
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