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Notas Sobre Estabilidad BIBO y Estabilidad
Interna en Ciertas Clases de Sistemas

Sobre Estabilidad BIBO

Comencemos definiendo ciertas clases de funciones necesarias para nuestro
estudio. Definamos L., en la siguiente forma.

Lo =A{f:]0,400) — R, medibles : 3k >0, |f(t)| < kp.ct.t €[0,400)}.

Es facil de ver que L, es un espacio vectorial real. Introducimos la funcién
H : Hoo : Loo — R™ definida por

|l = ess.sup £(0)]

Citemos el siguiente resultado importante.

Proposicién 1. (L« ||*||s) €s un espacio vectorial (real) normado. Ademds,
también es completo.

Definimos similarmente ahora £; como
+oo
L1 ={f:]0,400) — R, medibles : / 1f(t)|dt < +o0}.
0

La funcién || - [|; : £1 — R™* es definida como

“+oo
171l :/O F(0)]dt

Anéalogamente tenemos aqui el siguiente resultado.

Proposicién 2. (L1,]-]|1) es un espacio vectorial (real) normado. Ademds,
también es completo.

ParaT >0y f:[0,+00) — R dados, denotaremos con fr a la funcién
definida por

f@t) , tel0,T]
fT(t):{ 0 ,t>T
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Vamos a definir los conjuntos de funciones Lo v L1 (los cuales también
son espacios vectoriales reales) como

Looe={f:]0,4+00) — R, medibles : fr € L, VT >0},

Li.={f:[0,4+00) — R, medibles : fr e Ly, VT >0} .

Obviamente tenemos que Log C Loge, L1 C L1, Y Looe C L.

En este estudio, L serd el espacio de funciones o seniales que usaremos
para excitar (o como entrada para) los sistemas considerados. Y L, . serd,
en la primera parte de nuestro estudio, el espacio de funciones respuestas al
impulso de los sistemas que seran objeto de nuestro analisis.

Supongamos dada una funcién h € L;.. Es facil de verificar que para
cada u € L, la funcién y definida como

y(t) = (h*u)(t) = /0 h(t —T)u(r)dr , t e RT (1)

es un miembro de L .. En efecto, dado T' > 0 se verifica que

t
y(@)] < /0 it = T)ll|urllee dT < [|hr]l1|Jurllee ¢ €10,T7.

Asi, dada una funcién h € L., el sistema (o transformacién) lineal (e in-
variante en el tiempo) S definido por

S(u)=hxu, u€ L, (2)

asigna a cada excitacién (o entrada) u € L., una respuesta (o salida)
y=(h*u) € Lo, Esdecir S: L — Looe-

Definiciéon 1. Sea dada una funcion h € Ly.. Decimos que un sistema
S descripto a través de la transformacion (2) es BIBO estable cuando se
verifica lo siguiente:

(i) S: Lo — Lo, y
(1) Tk >0 : ||S(u)]|eo < k||tt]| oo, YU € L.
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Ejemplo 1. Sean S;, i € {1,2}, sistemas lineales (e invariantes en el tiempo)
representados por sus respuestas al impulso h; € Ly, i € {1,2}. Consider-
emos el sistema lineal (e invariante en el tiempo) S definido de la siguiente
manera:

S('Lb) = SQ(Sl(U)) , U € Eoo,e .

Es facil de verificar, usando la definicién anterior (y se deja como ejercicio),
que si los sistemas S; y Sz son BIBO estables, entonces el sistema S (formado
por la cascada de Sy y S7) también es BIBO estable.

Ejemplo 2. Sean S;, i € {1,2}, sistemas lineales (e invariantes en el tiempo)
representados por sus respuestas al impulso h; € Ly, i € {1,2}. Consider-
emos el sistema lineal (e invariante en el tiempo) S definido de la siguiente
manera:

S(u) = (S2(u)) + (Si(w) , u € Loe -

Es fécil de verificar, usando la definicién anterior (y se deja como ejerci-
cio), que si los sistemas 57 y Se son BIBO estables, entonces el sistema S
(conformado por el paralelo de Sy con S7) también es BIBO estable.

Ejemplo 3. Sea S un sistema lineal representado por su respuesta al impulso
he L., donde h(t) =1,t>0. ;Es acaso S BIBO estable?

Notemos que S(u)(t) = fg u(r)dr, t > 0. Asi, eligiendo la senal u € L., con
u(t) =1, t > 0, obtenemos que S(u)(t) =t,t > 0. Tenemos entonces que
(S(u) € Looe, pero) S(u) ¢ Lo, lo cual prueba que S no es BIBO estable.

Teorema 1. Sea dada una funcion h € Ly.. Entonces, el sistema S de-
scripto a través de la transformacion (2) es BIBO estable si y solo sih € L.
Adicionalmente, en caso que S es BIBO estable se verifica que

1S(w)lleo < IAll1]lullec, Vu € Lo -
Demostracion: (=) Por hipétesis h € L4, y tenemos que
t
y(t) = S(u)(t) = / Wt —ryu(r)dr | t R .
0

Dada u € L, se verifica que

t t
ly(t)] < /0 [t = )| [u(t)] dr < IIUIIOO/0 [h(r)ldr < [[hl]lulle , t € RT,
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lo cual implica que y € L; y que también se cumple
[15(w)lloe < [[Rll1llullec, Vi € Log .

(«<=) Asumamos h € L; ., pero h ¢ L,. Entonces, para cada n € N, existe

T, > 0 tal que fOT" |h(7)|dT > n. Podemos entonces definir una sucesién de
funciones {u,} C L de la siguiente manera:

sign{h(T,, — t)} , t €[0,T,]
“”(t>_{0g Jt>T,

para la que se cumple ||u,|l.c = 1, ¥n € N. Esta sucesiéon de funciones
también cumple que

S(un)(Tn)—/O ”|h(Tn—T)ydT_/0 " Ih(O)] do > n

lo cual implica que |[{S(u,)}7,|lcc > n, Vn € N. Por tanto, no puede existir
k > 0 tal que cumpla ||S(u,)||co < k; y asi S no es BIBO estable.
[

El siguiente resultado es consecuencia directa del teorema anterior.

Corolario 1. Supongamos que el sistema S representado por h € L. es
BIBO estable. Entonces, la funcion h es Laplace transformable, y la region
de convergencia de la transformada de Laplace de h incluye CT = {s €
C : R{s} > 0}. Ademas, se verifica que (donde a conlinuacion usamos

H = L{h}):
(i) [H(s)| < [[hlly, Vs € CT.
(11)) H es analitica en Int{C*}.
(iii) |H(s)| = 0, |s|] = +o0, s € CT.

Este corolario nos provee con la siguiente caracterizacién de estabilidad
BIBO para el caso en que H = L{h} es una funcién real-racional.

Corolario 2. Supongamos que el sistema S esta representado por h € Ly . .
Supongamos que la funcién h es Laplace transformable, y que H = L{h}
es una funcion real-racional. Entonces, bajo estas condiciones, S es BIBO
estable si y solo si
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(i) H es estrictamente propia, y

(i1) H no tiene polos en C*.

Demostracion: (<=) Si S es BIBO estable entonces (i) y (ii) siguen di-
rectamente de las propiedades (i) y (iii) del corolario anterior.
(=) Si (i) y (ii) se verifica, entonces podemos escribir

I
ZZ s—i—sl ’

i=1 j=1

donde R{s;} > 0, Vi. Asi,

tUDemsit e R .

Entonces,

k;z |
Ih(t)] < ZZ (j’_a'l) (0D ROy e RE

i=1 j=1

lo cual implica que h € Ly, y en virtud del teorema anterior S es BIBO
estable.
O

Como aplicacion de esta caracterizacion presentada, el siguiente resul-
tado provee con una condicién suficiente de estabilidad BIBO para una clase
importante de sistemas.

Corolario 3. Consideremos un sistema descripto por
i(t) = Az(t) + Bu(t) , z(0) =29 € R" , t e RT
y(t) = Cx(t)

donde A € RV, B € Rt O € RY™™, son dadas. Entonces, una condicion
suficiente para que este sistema, con xo = 0, sea BIBO estable es que la
matriz A no tenga valores propios en C*.
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Demostracion: Sabemos que

CAdj{(sI — A)}B
det (sI — A)

H(s) = £{h}(s) = O(s] — A)"'B =

la cual es una funcién real-racional estrictamente propia, y por hipdtesis
ademés no tiene polos en C*. Asi, invocando el corolario anterior tenemos
que el sistema es BIBO estable.

m

Vamos a proceder ahora a extender la clase de sistemas bajo consid-
eracién, a través del uso de respuestas al impulso h (las cuales hasta el
momento eran miembros de £, ) que ahora podran ser miembros de un sub-
conjunto de distribuciones en D', .

Definicién 2. Llamamos A a el conjunto de funciones generalizadas f € D',
tal que

“+oo
F8) =Y fid(t—t:) + falt) ,
i=0
donde las sucesiones {t;} C RT y {f;} C R satisfacen

+oo
0<tg <ty <ty <..., Z|fl|<—|—00,
=0

y ademdas, fo € L.
A cada [ € A le asociamos un escalar || f||a definido de la siguiente manera:

o0 +00
_ N ()] dt .
TR ;wm/o () dt

Notemos que £, C A; y ademds, si f € L, se verifica que || f|[a = || f]1-

Ejemplo 4. (i) La distribucién

+o00
10 =3 Gt =)

donde T" > 0 es dado, es un miembro de A.
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(ii) Note que sin embargo f, con

400 1

ft) = ;mfm—”) ,

donde T' > 0 es dado, no pertenece a A.

(iii) Para f definido por f(t) = 6(t) + Y (t)e ", se cumple que f € A. Es
itil notar también que F(s) = L{f}(s) = 1 + (+1) es una funcién
real-racional y propia.

En el siguiente resultado sumarizamos propiedades importantes concernientes
con A. Algunas de ellas se verifican mas generalmente para miembros de D,
y va las hemos estudiado en nuestro curso previo.

Proposicién 3. (A, |- ||s) es un espacio vectorial (real) normado. Ademds,
también es completo. También tenemos que:

(1) Si f,g € A, entonces (f xg) € A, donde

400 400 +o0 +00 t
(fxg)(t) =Y > figid(t—ti—t;) + > figalt—t:) + > _ gifalt—t;) + /0 falt=7)ga(7) dT
i=0 j=0 i=0 =0

y se cumple que

1Cf % g)lla < [If[lallglla -
(ii) Si f,g,h € A y A € R, entonces
(fxg)= (g f),

(f x(Ag)) = A(f*g),
(fx(g+h)=(fxg)+(f*h).

(11i) Si f,g € A, y se cumple que (f * g) =0, entonces, f =0 0 g =0.

Notemos que, como consecuencia directa de esto, tenemos que si f € Ay
g € Ly, entonces, (f *g) € Ly. Directamente de la definicién de A también
obtenemos lo siguiente.
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Proposicién 4. Si f € A, entonces, % fie " y f0+oo fa(t)e st dt conver-
gen uniformemente en C*. Asi, definen una funcién continua F : CT — C
a través de

“+o00 400
F(s) =Y fie™™ + falt)e™tdt , s € C*
i=0 0

la cual es analitica en Int{C*}, y verifica que
L{f}(s)=F(s), se€ nt{C"} .
Ademdas, se cumple que
[F() < |[flla, seCT.
Es conveniente definir el siguiente conjunto de funciones complejas.

Definicion 3. Definimos el conjunto de funciones A de la siguiente manera.
Una funcion F : Ct — C estd en A, si y solo si, F = L{f} para algin
feA.

Veamos ahora que las funciones F' € A, que son reales-racionales, son
facil de caracterizar.

Teorema 2. Sea F' una funcion real-racional. Entonces, F' € A, si y solo si
(i) F es propia, y

(i1) F no tiene polos en C*.

Demostracion: (=) Si F cumple (i) y (ii), entonces, podemos escribir
F(s) = fo+ Fals) ,

donde fy € R y F, es estrictamente propia y no tiene polos en C*. Asi,
en virtud de Corolario 2, F, = L{f,} con f, € L;. Y esto implica que

f(t) = fob(t) + fa(t), satisface f € Ay F'=L{f}.
(<) Si F' € A, entonces, en virtud de la Proposition anterior

[F() < [flla, s€CT.

Sigue de aqui que las condiciones (i) y (ii) se deben cumplir.
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Luego de haber definido el conjunto A C D', definamos ahora se ex-
tension A, C D/, de manera andloga a como hemos definido L. y L.

Definicién 4. Llamamos A. a el conjunto de funciones generalizadas f € D',
tal que

+o0o
F&) =" fis(t —t:) + falt)
i=0
donde, fo € L1, {t;} CR" satisface
0<tog<t; <tyg<... s

y ademas, las sucesiones {t;} C RT y {f;} C R satisfacen la siguiente
propiedad
> Ifil <400, VT >0.

it <T

SiparaT >0y f € D', dados, entendemos fr € D, como

J {f,e) , peD:sop{y} C (=00, T]
<fT’SO>_{O ’ ,ZED:SOg{g}C[T,—I—oo) ’

entonces, podemos expresar la definicion de arriba mas compactamente como
Ac={feD| : fre A VT >0}.

Ejemplo 5. (i) La distribucién f, con
+oo

F) =3 ot —iTy) ,

—~ (i1+1)

donde Ty > 0 es dado, que como vimos, f ¢ A, cumple f € A..

(ii) También, f definido como

+o0o
ft) = 25@ —iTy)

donde Ty > 0 es dado, cumple que f ¢ A, pero f € A..
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(iii) Para f definido por f(t) = d(t)+Y (¢ )(e —i—tth) se cumple que f € A.,.
Note también que F(s) = L{f}(s) = Lo+ G 12)2 es una funcién
real-racional y propia.

_1)

(iv) Note mas generalmente que si f € L., entonces f € A..

Asf, L1, C A..

Estamos ahora en condiciones de extender la clase de sistemas bajo con-
sideracion. Supongamos dada una distribucion h € A,. Vamos a verificar
que para cada u € L, la funcién y definida como *

y(t) = (hxu)(t) = Y hult — /Oha(t—T)u(T)dT,t€R+ (3)

it <t

es un miembro de L .. En efecto, dado T > 0 se verifica que

01 < Y lhlllurllss + / [t = )|z ||oo dT <

it <t

(> il + )zl urlle , ¢ € [0,T].

it <T

Asi, dada una distribucién h € A., el sistema (o transformacién) lineal (e
invariante en el tiempo) S definido por

S(u)=(h*u), u€ Ly, (4)

asigna a cada excitacién (o entrada) u € L., una respuesta (o salida)
y=(h*u) € Lo, Esdecir S: L. — Lp.

Es importante mencionar aqui que esta clase de sistemas que ahora es-
tamos considerando (la cual es una extension de la clase de sistemas previa-
mente considerados), constituye una clase de sistemas lineales e invariantes
en el tiempo suficientemente general. La mayoria de los sistemas fisicos (lin-
eales e invariantes en el tiempo) poseen respuestas al impulso h € A..
Volvamos ahora al tema que nos ocupa, es decir el estudio de la estabilidad
BIBO de los sistemas bajo consideracién. Mencionemos que la definicién, de

Parah € A, y u € L dados, hacemos aquf abuso de notacién cuando usamos (h*u)
para denotar, en realidad, a la funcién asociada a la distribucién (h * 7,,).
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estabilidad BIBO, es la misma que anteriormente. Es decir, en Definicién 1,
ahora debe leerse h € A.. Mencionemos también que lo discutido en los
Ejemplos 1 y 2 continua siendo valido para la clase ampliada de sistemas que
estamos considerando ahora (es decir, en ellos ahora debe leerse hy, hy € A,).
Como es posible imaginar, la condicién necesaria y suficiente de estabilidad
BIBO que presentamos seguidamente es analoga a la presentada en Teorema 1
(donde, en aquel caso, h € Ly, ).

Teorema 3. Sea dada una distribucion h € A,. FEntonces, el sistema S
descripto a través de la transformacion (4) es BIBO estable si y solo si h €
A. Adicionalmente, en caso que S es BIBO estable se verifica que

[S()llee < NIAllallullec s YU € Loo -

Demostracion: (=) Por hipétesis h € A, y tenemos que

y(t) = S(u)(t) = Z hiu(t —t;) + /Ot ho(t — T)u(r)dr , t € RT .

1t <t

Dada u € L, se verifica que

t
)] < Y [halllufls +/ |ha(t = 7)[[[ulloe dT <
iiti<t 0
+o0
(3 Il + lall)lulloo = IAla e , t € RY,

i=0
lo cual implica que y € L; y que también se cumple
[15(w)lloe < [[Rll1llulloc, Vi € Log .

(<=) Asumamos h € A, , pero h ¢ A. Entonces, para cada n € N, siempre
podemos construir u,, € L, de soporte acotado y con ||u, || = 1, y también
T, > 0, tal que se cumpla S(u,)(T,) > n (y también S(u,)(t) > n, Vt €
[T, — €n, Ty, para algin ¢, > 0). Asi, para cada n € N dado, tendremos
que |[{S(un)}r, |loo > 1, lo cual implica que el sistema S no es BIBO estable;
dado que no puede existir k£ > 0 tal que cumpla ||S(u,)||eo < &k, Vn € N.

A los efectos de la construccién de la sucesién de entradas {u, } C L., arriba
mencionada, consideremos los dos casos posibles:
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(i) ho € L1, pero hy & Ly .
(it) limp oo Sobg [hi| = +00.

Se deja al lector el ejercicio de completar los detalles de esta construccién
para cada uno de los casos.
m

La siguiente conclusion es una consecuencia directa de este Teorema 3 y
de Teorema 2.

Corolario 4. Supongamos que el sistema S esta representado por h € A, .
Supongamos que la distribucion h es Laplace transformable, y que H = L{h}
es una funcion real-racional. Entonces, bajo estas condiciones, S es BIBO
estable si y solo si

(i) H es propia, y

(i) H no tiene polos en CT.

En un sentido, que quedara claro inmediatamente, este resultado puede
ser generalizado para distribuciones h € D',

Proposicién 5. Sea dada h € D'.. Supongamos que la distribucion h es
Laplace transformable, y que H = L{h} es una funcién real-racional. En-
tonces, bajo estas hipdtesis, se verifica que

(h*u) € Log , Yu € L
sty solo si se cumple que

(i) H es propia, y

(i) H no tiene polos en C*.

Demostracion: (=) Si (i) y (ii) se cumplen, entonces, en virtud de Teo-
rema 2, H € A. Lo cual implica que h € A. Asi, invocando Teorema 3, sigue
que

(h*u) € Log, Yu € Lo .

(«<=) Consideremos ug(t) = Y(t)e™" (= Uy(s) = @) Como uy € Lo,

por hipétesis, (h * ug) € L.
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Probaremos que H es propia. Si H no fuera propia, entonces existen dos
alternativas

lim |H(s)Uy(s)|=k#0, 0 lim |H(s)U(s)| = +oo.

|s| =00 |s|—+o00

Por hipétesis, sabemos que

H(s)Uy(s) = L{(h*up)}(s) = /0 oo(h xug)(t) e "t dt , s € Int{CT} .

Entonces,

[H(s) Un(s)] < H(h*uO)lloo/O TeRiigy [[(Px o) oo s € Int{C*}. (5)

1
R{s} "
Ahora, si usamos s =X € R, A > 0, en (5), obtenemos que

i JHO) U] = 0.
Lo cual es una contradiccién. Asi, H debe ser propia.
Demostraremos ahora que H no tiene polos en C*. En efecto, notemos que
sigue directamente de (5) que H no tiene polos en Int{C"}. Probaremos por
contradiccion que H tampoco tiene polos sobre el eje imaginario. Supong-
amos H tuviera un polo en 50 = Jwo, wo € RT. Elijamos u (t) = Y (t) cos(wpt)
(= Ui(s) =2 )—i-—( 7). Comouy € Lo, por hipdtesis, (hxuy) € Lo

2 (s— on
Entonces, tenemos que

s+]w0

+oo
H(s)Uy(s) = L{(h*xuy)}(s) = /0 (h*uy)(t)e *dt , s € Int{C"} .

Usando s = A + jwp, A > 0, en la ecuacién anterior, podemos concluir que

1
\H(s) Uy (s) By A> 0.

‘ |s:)\+jw0 S ||(

Pero la existencia de un polo de H en sy = jwy implica que

|H(s) Uy (s , para A — 07 |

)| ‘s:)\—&—jwo ~ E

para algin k£ >0y p € N con p > 2. Lo cual es, en virtud de la desigualdad
de arriba, una contradiccién.
Hemos asi probado que la funcién H satisface las condiciones (i) y (ii).

O
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Sobre Estabilidad Interna

En esta seccién concentraremos nuestra atencion en sistemas descriptos a
través de

<.
—

~
N—

I

Az(t) + Bu(t) , (0) =2 € R" , t € RT
y(t) = Cz(t) + Du(t)

donde A € R™" B c R™! C € R™" D € R son dadas.

Definicién 5 (Estabilidad Interna). Vamos a decir que el sistema ar-
riba considerado es internamente estable, cuando las soluciones ¢(-; xo) de la
ecuacion diferencial lineal homogénea asociada

i(t) = Az(t) , #(0) =2 € R" |, t € R
satisfacen la siguiente propiedad:

lim gb(t;xo) =0, Vo e R" .
t—-4o00
Tenemos la siguiente condicion necesaria y suficiente de estabilidad in-
terna.

Teorema 4. El sistema bajo consideracion es internamente estable, si y solo si,
la matriz A es tal que no tiene valores propios en CT (o, equivalentemente,
todos los valores propios de A tienen parte real negativa).

Demostracion: Solo con el fin de simplificar la demostraciéon, vamos a
suponer aqui que matriz A es diagonalizable. Es decir, vamos a suponer que
existe T' € C™", no-singular, tal que A = T-'AT es diagonal:

A0 0

0 X 0
A= .

0 0 An

Usando el cambio de variable, x(t) = T'z(t), podemos transformar la ecuacién
diferencial
(t) = Ax(t) , z(0) =zy, t € RT
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en la siguiente ecuacion diferencial equivalente:
Ht)=Az(t), 2(0)=20=T 'm, t e R .
Asi, tenemos que

P(t;mo) = LH(sI — A) Y wo =TL H(sI — AN }t) T 2, t €RYT .

Dado que
1
(s—A1) (1) 0
(sI —A)' = Ve !
: 1
0 0 =
entonces
et 0
0 e ... 0
LHsI-NYy= . S|, terT .
0 0 ernt

Sigue asi, de las expresiones anteriores, que se verifica

lim ¢(t;20) =0, Vg € R" |

t—-+o00
si y solo si
tliin LH(sI-AN1 ) =0,
si y solo si
lim e =0, Vie {1,2,...,n},
t—-+4o00
si y solo si

RIN} <0, Vie{1,2,....n}.
]

El siguiente resultado es ahora una consecuencia directa de lo previamente
estudiado.
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Corolario 5. Asumamos que el sistema dinamico descripto por

i(t)
y(t)

donde A € R B € R C € R>" D € R son dadas, es internamente
estable. Entonces, bajo esta hipotesis, el sistema mencionado, con xg = 0,
es BIBO estable.

Ademds, la respuesta total, del sistema dindmico bajo consideracion, esta
dada por

Azx(t) + Bu(t) , z(0) =29 e R" , t e R"
Cz(t) + Du(t)

y(t) =CLH(sI —A) Yt wo + (h*xu)(t), t € RT
donde, para cualquier condicion inicial xo € R™, se cumple que

lim C L (sl —A) "} t)zg =0,

t——+00

y donde
h=LYD+C(sI—A)'B}eA.

[lustremos este resultado con un ejemplo.

Ejemplo 6. Consideremos el circuito RLC' serie, mostrado en la figura, el
cual es excitado por una fuente de tension u(t) y donde tomamos como salida
la tension en el capacitor, es decir y(t) = v(t). Asumimos que R > 0, L > 0,
C > 0, y son dados. Asi, tenemos que

u(t) = Ri(t) + Ldz—gt) +o(t), i(t) = Cdlj‘l—?) :

Entonces, el comportamiento dindmico de este circuito es descripto por

(- 1)) (o (8)-) e
y()= (0 1) (Zf(’?)) |

Aqui entonces tenemos que

—R -1 1
A:(i 5) ,Bz(é) ,C=(01),D=0.

c
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La pregunta que ahora nos planteamos es si acaso el sistema dinamico bajo
consideracién es o no internamente estable. La respuesta es inmediata. El
polinomio caracteristico de la matriz A es

R 1
PA(S) = det{(s[ — A)} = 82 + ZS + m

cuyas raices tienen parte real negativa. Nuestro sistema es por tanto inter-
namente estable y satisface la hipotesis de Corolario 5. La respuesta total
del sistema dinamico esta dada por

Lio + (s 4+ H)vy)
(s2+ Es+ =)

y(t):.c—l{( }(t)+(h*u)(t) , teR*

donde para cualquier 7y, vy € R se cumple que

(Fio+ (s + %)vo)}(t) _0.

lim Eil{
(s2+ Es+ =)

t—+o00
y donde (debido a que aqui D = 0)

1

-1 LC
e L, CA.
{(524—%54—%)} !

h=L

Luego de Corolario 5 en donde se establece que la estabilidad interna del
sistema dindmico bajo consideracién es condicién suficiente para la estabil-
idad BIBO del sistema con zy = 0, surge la siguiente pregunta: ;Acaso el
reciproco de dicho resultado es cierto? Como el siguiente ejemplo ilustra, tal
resultado reciproco no es, en general, cierto.

Ejemplo 7. Consideremos el sistema dinamico descripto por

@(t) = Az(t) + Bu(t) , 2(0) =29 € R* | t € RT
y(t) = Cz(t) + Du(t)

donde
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El polinomio caracteristico de la matriz A es
Pa(s) = det{(s] — A)} = (s +1)*(s — 1),

el cual tiene una raiz en s = 1. Sigue entonces del Teorema 4 que el sistema
dindmico no es internamente estable. Sin embargo, calculando la funcién de
trasferencia H = £{h} obtenemos que

1 1 (s+2)

H(s) = L{h}(s) =D+ C(sI - A)"'B = GiD TG R i

y en virtud de Corolario 4 concluimos que el sistema bajo consideracién, con
xo = 0, es BIBO estable.

Lo que ocurre en el ejemplo anterior es que los polinomios CAdj{(s] — A)}B
y det{(sI — A)} no son coprimos; es decir, poseen raices en comin. En este
caso, ambos polinomios poseen el factor (s — 1), en comin, el cual es cance-
lado en la conformacién de

1, CAdj{(sI — A)}B
Clsl=A)"B = det{(s] — A)}

Asi, el factor (s — 1), el cual aparece en el polinomio caracteristico P4, no
aparece en el polinomio denominador de la funciéon de transferencia H.
Establecer condiciones técnicas débiles, bajo las cuales estabilidad BIBO si
implica estabilidad interna, nos llevarfa fuera del dominio de este curso. (El
curso ‘Introduccion a la Teoria Algebraica de Sistemas Lineales’ ofrece re-
spuestas a este y a varios otros topicos interesantes que pertenecen a la teoria
de sistemas lineales.) Sin embargo, basados en la observacién anterior esta-
mos preparados para aseverar lo siguiente.

Proposicion 6. Considere el sistema dinamico descripto por
a(t)
y(t)

donde A € R, B € R C ¢ R D € R son dadas. Asumamos que
la funcion de transferencia correspondiente, H = L{h}, se puede expresar

como p ( )
S
H s) = Num,m
( ) PDenom,n(3>

Ax(t) + Bu(t) , z(0) =29 € R" , t e RT
Cx(t) + Du(t)
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donde los polinomios Pyym. m Y Ppenom,n , de grados m y n respectivamente,
m < n, Son coprimos.

Bajo estas condiciones, si el sistema bajo consideracion, con xog = 0, es BIBO
estable, entonces, el sistema dindmico arriba mencionado es internamente
estable.

Basado en los resultados hasta ahora estudiados podemos concluir el sigu-
iente resultado cuya verificacion dejamos al lector.

Corolario 6. Considere el sistema dindmico descripto por

i(t) = Az(t) + Bu(t) , z(0) =29 € R" , t e RT
y(t) = Cx(t) + Du(t)

0 1 0 0 0
0 0 1 ... 0 0
A=1 1 o | uB=|:].,C=(b0 b ... bu) .
0 0 0 1 0
—ag —a; —Qg ... —Qp_1 1

Asumamos que los polinomios (en la variable s) (by_18"*+...+bis+by) y
(8" 4+ ap_18" 1+ ... +ais+agy), son coprimos.

Entonces, bajo estas condiciones, el sistema bajo consideracion, con xg =
0, es BIBO estable, si y solo si, el sistema dindmico arriba mencionado es
internamente estable.

Es apropiado recordar aqui que un sistema dinamico descripto a través
de

YD () + an_1y™ V) + .+ ary PO (t) + agy(t) = u(t) |
y(O) = ZL‘071, y(l)(O) = ZEQQ, ey y(n_l)(O) = ZL‘()JL s t e R+

puede ser equivalentemente descripto por

Azx(t) + Bu(t) , z(0) =z € R" , t € R

s

—~

~

N—"
I
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donde A € R, B € R™! C € R™" son

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= , B= , C= (1 0 O) ,
0 0 0 1 0
—ayg —a; —as —Qp—1 1
y donde
l’g = (37071 To2 ... ZL‘Qm) .

Asi, para este caso particular, tenemos el siguiente resultado.
Corolario 7. FEl sistema dindamico descripto a través de
i(t) = Az(t) + Bu(t) , z(0) =29 € R" , t e RT
y(t) = Cu(t)
donde A € R™" B c R y C € R™™, estin dados por

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= , B= , C=(10 0) ,
0 0 0 1 0
—ag —a; —Qy ... —Qp_1 1

es internamente estable, si y solo si, el sistema bajo consideracion, con xy = 0,
es BIBO estable.

Sobre Funciones Reales-Racionales y Propias
Hemos visto que dado un sistema dinamico descripto por
2(t) = Az(t) + Bu(t) , z(0) =20 € R" , t e RT
y(t) = Cx(t) + Du(t)
donde A € R, B ¢ R™! C € R v D € R son dadas, dicho sistema

tiene una funcién de transferencia, H = £{h}, que puede ser expresada como
CAdj{(sI — A)}B
det{(sI — A)}

H(s)=D+C(sI —A)'B=D+
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Dicha funcién de transferencia es por tanto una funcion real-racional y propia.

Hemos también visto aqui, que dada cualquier funcién real-racional y
propia, H, siempre podemos encontrar un sistema con descripcién como la
de arriba cuya funcién de transferencia sea exactamente H. En efecto, si H
es una funcion real-racional y propia siempre la podemos escribir como

(bn_lsnil + ...+ b18 =+ bo)
(s" + ap_18" 1+ ...+ a5+ ap)

H(s)=d+

donde todos los coeficientes involucrados son reales. Asi, el sistema dinamico
determinado (o definido) por las matrices reales

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= , B=1: ,C:(bo b ... bn_l),D:d
0 0 0 1 0
—agp —ap —Qg ... —0p_1 1

(bn—15"""+...+b1s+bo)
s"+ap_18" "1+ +ais+tag)
Estas observaciones (simples pero) importantes las podemos sumarizar en la

siguiente forma.

(hemos visto que) posee funcién de trasferencia d + (

Proposicién 7. El conjunto de todas las funciones reales-racionales y propias,
coincide exactamente, con el conjunto de funciones de transferencia de todos
los sistemas dindmicos que son descriptos a través de

i(t) = Az(t) + Bu(t) , z(0) =29 € R" , t e RT
y(t) = Cz(t) + Du(t)

para algin cuddruple (A, B,C,D), conm € N, A € R™" B e R C €
R>" oy D € R.

La razén de ser de la presente discusién, dentro del tema que aqui esta-
mos tratando, es la de explicar el alcance de estudios y discusiones realizados
(y que vamos a realizar) en donde confinamos nuestra atencién en sistemas
lineales invariantes en el tiempo cuyas respuestas al impulso tienen transfor-
madas de Laplace que son reales-racionales y propias.
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Sobre Estabilidad BIBO de una Interconexion en Lazo-
Cerrado de Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo
A lo largo de esta seccién vamos a considerar que S; y S son sistemas lin-
eales e invariantes en el tiempo representados por sus respuestas al impulso

hy € A,y hy € A, respectivamente. Vamos a asumir, que h; y hy son Laplace
transformables, y usaremos la notacién Hy; = L{h,}, Hy = L{h2}.

Aqui, vamos a considerar la siguiente interconexién conformada por los
sistemas S7 y So, la cual esta definida por

e1=u — Y2, Yo=95%(e2)
ea=us+vy1, uy1=>Si(er)

(5,5 ()=(2) ®

Definicién 6. Decimos que la interconexion definida por (6) esta bien definida
cuando para cada par (uy,u) € Looe X Loge existe un inico par solucion

o equivalentemente

. C(u e
(€1,€2) € Love X Looe, y adicionalmente esta correspondencia (ul) — (el)
2 2

es generada por un sistema, lineal e invariante en el tiempo, S, representado
por su respuesta al impulso

~ (hi hi2) N o
h_(h21 h22) s hij € Ac, Vi, 5.

Directamente de esta definiciéon se deriva la siguiente condicion equiva-
lente de interconexion bien definida. Los detalles de la demostracién se dejan
a cargo del lector.

Proposicién 8. La interconexion definida por (6) esta bien definida, si y solo si,
existe una distribucion h tal que

h = (hll h12) : hz’jeAev\V/iaj7

h21 h22

) h2 hll h12 . ) 0
(—hl 5) ¥ (hﬂ h22) - <o 5) ' (7)

y tal que
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En concordancia con nuestro estudio previo de estabilidad BIBO intro-
ducimos ahora la siguiente definicién.

Definicién 7. Decimos que la interconexion definida por (6) esta bien definida
y es BIBO estable cuando la respuesta al impulso h en Definicion 6 satisface
adicionalmente que

. hll h12 . .o
h = (h21 h22) : hij e A, Vi, 5.
Tenemos ahora el siguiente resultado.

Teorema 5. La interconexion definida por (6) esta bien definida y es BIBO estable,
st y solo si, se cumple que

1 H, H, ~
; , €A
(1+ HiHy) " (1+ H{Hy) (14 HH,)

Demostracion: (<=) Por hipétesis la interconexién esta bien definida y
es BIBO estable. Por tanto, h, la solucién de (7), esta en A lo cual implica
que es Laplace transformable. Podemos entonces escribir que

ey = (Elm) L)) (0 e

donde H;; € 1&, Vi, j. Ahora, usando transformada de Laplace en ecuacién

(7) obtenemos que
LI\ (Ho Hie) _
—Hy 1 Hy  Ho '

Entonces,

-1 1 H.
(Hn H12) _ ( 1 H2) — | O+HiH) _(1+{1sz)
Hy  Ha —H, 1 (1+H1H2) (1+H1H2)

lo cual implica que

1 H, H, ~
) bl G A .
(1+ H\Hy)" (1+ HyHs) (1+ HiH>)
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(=) Definamos

1 H
Hyy Hy _ | O+mH) (1+H?H2) c .&
Hy  Hao Hl ; ‘

(1+H.1H2) (1+H.1H2)

Sigue inmediatamente que con esta definicion se verifica que

L Hy\ (Hu Hip\ _ I
—H; 1 Hy  Hao '
L . ~ (Huin Hio
Lo cual implica que existe h € A tal que L{h} = .. . )y por tanto
21 Hoo

resuelve la ecuacién (7). Proposicién 8 completa la demostracién.
O

El siguiente resultado es una consecuencia directa de Teorema 5 y de
Teorema 2.

Corolario 8. Supongamos que Hi y Hs son funciones reales-racionales y
propias. Entonces, bajo esta hipdtesis, la interconexion considerada en (6)
esta bien definida y es BIBO estable, si y solo si, las funciones (reales-racionales)

1 H, H,
(1+ H Hy) (14 HHy) (1+ HH>)

(i) Son propias, y
(i1) No tiene polos en C™.

A efectos de facilitar el enunciado de ciertos resultados, introduzcamos
aqui las siguientes hipotesis:

(HO) H, y Hy son funciones reales-racionales y propias.

(H1) No existen cancelaciones entre ceros y polos, que estén localizados den-
tro de C* (es decir, dentro del semi-plano cerrado derecho), y que ocur-
ran entre Hy y Hs.

Corolario 9. Supongamos que Hy y Hy verifican las hipdtesis (HO) y (H1).
Entonces, bajo estas hipdtesis, la interconexion considerada en (6) esta bien definida
y es BIBO estable, si y solo si, existe ¢ > 0 tal que

(14 Hy(s)Hs(s))| > €, Vs e CT .
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Demostracion: (=) La hipétesis asegura que la funcién real-racional

(E9D) 1}1 ) existe y es propia. Escribamos

_ Nl(s) (S) _ NQ(S)
Di(s) 7 Ds(s)

Hl(S)

donde los pares de polinomios (N;, D;), ¢ = 1,2, son coprimos. Sigue también,

de (H1), que los polinomios NiNy y D;Ds son coprimos. Esto, conjunta-

mente con la hipotesis

|(D1(s)Da(s) + Ni(s)Na(s))|
[(D1(s)Da(s))]

implican que el polinomio (D Dy + N1 N5) no tiene raices en C*.

|(1 4 Hi(s)Ha(s))| = >e, VseCh

1 — D1 Do
(1+H1H2) (D1D2+N1N2)

polos en C*. Sigue de aqui claramente que

L g 1
(1+ H Hy) " (D1Dy+ Ny Ny)

Entonces, se verifica que es propia y no tiene

DjN’L' ) Z>] 6{172}727é=7

también son propias y no tienen polos en C*. Invocando Corolario 8 se com-
pleta esta parte de la demostracién.

(«<=) Sigue de Corolario 8 que las funciones reales-racionales

1 H; H,
(14 H Hs) (14 HHs)  (1+ HH>)

son propias y no tienen polos en C*. Esto implica que existe v > 0 tal que

L _ |(Ds(5)Da(s))| e
(14 Hi(s)Hs(s)) | [(D1(s)Da(s) + Ni(s)Na(s))| <7, VvseC.

Entonces,

(1+ Hy(s)Ha(s))| = 7', Vs € CF .
]

Trabajemos bajo las hipdtesis generales (HO) y (H1). Es conveniente definir
las siguientes funciones, reales-racionales y propias, asociadas con la inter-
conexién en lazo-cerrado (6):

L=HHy,, Fi=(1+HH)=(1+L).
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Observemos que lo que nos dice este ultimo resultado es que la interconexién
(6) esta bien definida y es BIBO estable, si y solo si, la funcién Fy no contiene
ceros en C*. Asi, con el objetivo de obtener un criterio grafico para poder
verificar dicha condicion sobre la funcién F; vamos a apelar a un resultado
conocido de la teoria de funciones complejas que, a efectos de recordarlo, lo
enunciamos seguidamente aplicado a la funcién F.

Teorema (Principio del Argumento Aplicado a F}). Sea C una curva
simple cerrada, orientada en sentido horario, tal que no pasa por ningun
polo ni cero de Fy, y tal que en el interior de la region del plano complejo
delimitada por esta hay exactamente P polos y Z ceros de Fy (contando
multiplicidad). Entonces, bajo estas condiciones, se verifica que

1 F| 1 1
P—-—7Z=— 1(S)ds:—, —dz=-N,
21y Je Fi(s) 21) Jre) %
donde N es el numero de vueltas de la curva Fy(C) alrededor de el origen en
sentido _horario.

Nota. Observemos que si le aplicamos a la curva F;(C) una traslacién, de-
terminada por el vector de coordenadas (—1,0), obtenemos exactamente la
curva L(C). Por tanto, se cumple que N' = N(_yy, donde

N1y — Es el numero de vueltas de la curva L(C) alrededor de el punto —1+ 50
en sentido horario.

Observemos, ademas, que P mencionado en el enunciado del Teorema, también
es

P — Es el numero de polos de L dentro del interior de la region del plano
complejo delimitada por la curva C.

El criterio de (interconexién bien definida y de) estabilidad de Nyquist
es ahora una consecuencia inmediata del Corolario 9, del Principio del Ar-
gumento, y de la Nota anterior. Hay solo un detalle adicional que debe-
mos atender; este es, la curva C (referida en el enunciado del Principio del
Argumento) que debemos usar a efectos de establecer este criterio es nece-
sario definirla apropiadamente. Con este fin, vamos a introducir la siguiente
definicién.
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>

Im(s)

>
A Re(s)

Figure 1: Curva C en el plano complejo Cg.

Definicién 8. Consideremos la transformacion z = L(s), que asigna a pun-
tos del plano complejo Cg puntos del plano complejo C5. Consideremos en
Cs la curva (orientada) simple cerrada C que se muestra en Figura 1 %(y
cuyo interior es ‘todo’ ® el semi-plano derecho abierto de Cs). A la curva
(orientada) C., en el plano complejo C4 definida como C, = L(C) le llamamos
Diagrama o Grafico de Nyquist correspondiente a (la funcion de transferen-
cia) L.

Sigue directamente de la aplicacion del Principio del Argumento que
Z=N_py+P,
donde

Z — Es el nimero de ceros de Fi dentro del semi-plano derecho abierto.

2En caso en que L tenga polos sobre el eje imaginario modificamos la curva C, para evi-
tar dichos polos, indentando dicha curva hacia adentro del semi-plano derecho. De esta
manera el interior de C contendrd todos los polos de L que se encuentran en el semi-plano
derecho abierto.

3La curva C, mostrada en Figura 1, deberd ser tal que su interior incluya, todos los
polos de L, y todos los ceros de Fi, que se encuentran en el semi-plano derecho abierto.
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P — Es el nimero de polos de L dentro del semi-plano derecho abierto.

N(~1)y — Es el ntimero de vueltas en sentido horario de el Grafico de Nyquist
(de L) alrededor de el punto —1 + j0.

Hemos entonces finalmente demostrado el siguiente Teorema conocido
como Criterio de Estabilidad de Nyquist.

Teorema 6 (Criterio de (Interconexién Bien Definida y de) Estabil-
idad de Nyquist). Supongamos que Hy y Hs verifican las hipdtesis (HO)
y (H1). Entonces, bajo estas hipdtesis, la interconexion considerada en (6)
esta bien definida y es BIBO estable, si y solo si, las siguientes condiciones
se cumplen:

(i) El Grdfico de Nyquist (de L) no pasa sobre el punto —1 + j0 .

(ii) Z = 0. Es decir, el nimero de vueltas en sentido horario de el Grifico
de Nyquist (de L) alrededor de el punto —1 + j0, es igual a —P.

Es fécil y conveniente de presentar aqui (es decir, bajo la hipétesis gen-
eral (HO)) la siguiente condicién necesaria y suficiente de interconexién bien
definida.

Proposicién 9. Supongamos que la hipdtesis (HO) se cumple. Entonces, la
interconexion (6) esta bien definida, si y solo s,

lim L(s) #—1. (8)

|s|—o0

Demostracion: (=) Si la condicién (8) se cumple, entonces F} ' = —1—

(1+L)
es real-racional y propia, lo cual implica que

-1 1 1
( 1 H2) _ (11+L) _(1+1L)H2
—H 1 oot T
es real-racional y propia. Entonces sus elementos son transformadas de

Laplace de elementos de A.. Asi, apelando a Proposicién 8 se completa
esta parte de la demostracién.

(«<=) Si la condicién (8) no se cumple, consideremos los siguientes dos
casos posibles. (1.-) L = —1. En este caso es facil de ver que la condicién
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de existencia de soluciones de la interconexién (6) es violada. (2.-) L no es
1 . . . z
constante. Entonces, 4375 existe y es real-racional pero no es propia. Asf,

—1 1 1
< 1 Hz) —( T T Hy
—H 1 ol @D
es real-racional pero no es propia. Esto implica que la solucién A que resuelve

la ecuacién (7) cumple h € D', pero h ¢ A, (dado que L{h1:} = implica
hi1 ¢ A..)

1
(1+L)
[

Corolario 10. Supongamos que la hipdtesis (HO) se cumple. Entonces, una
condicion suficiente para que la interconexion (6) este bien definida, es que
H, o Hy sean estrictamente propias.

Enunciemos finalmente (y por completitud) la siguiente version del Cri-
terio de Estabilidad de Nyquist.

Teorema 7 (Criterio de Estabilidad de Nyquist). Supongamos que
H, y Hy wverifican las hipdtesis (HO) y (H1). Supongamos ademds que
la condicion (8) también se verifica. Entonces, bajo estas hipdtesis, la in-
terconexion considerada en (6) es BIBO estable, si y solo si, las siguientes
condiciones se cumplen:

(1) El Grdfico de Nyquist (de L) no pasa sobre el punto —1 + j0 .

(ii) Z = 0. Es decir, el nimero de vueltas en sentido horario de el Grifico
de Nyquist (de L) alrededor de el punto —1 + j0, es igual a —P.




